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Предислове. 


До ХУП етольмя не существовало никакого общаго метода для рЪ- 
шенЁя геометрических» вопросовъ, а въ ХУГв., когла были положены пер- 
выя основы алгебры, она была приложена и къ р-шеню геометрическихь 
вонросовъ, но въ каждомъ отдвльномъ зопрое$, величины данныя и иеко- 
мыя обозначались буквами и по услофямъ задачи составлялись уравнен!я, 
которыя затфиъ рышались алгебраическиии способами, въ результать по- 
лучалось алгебраическое выражене, которое требовалось построить геоме- 
тричееки. Смотря во расположению даяннхъ въ задачЪ, такое построене 
бываеть возможно или вевозможно, поэтому и задача, хотя и рышена ком- 
бинащей алгебраическихь символовъ, но конвретналго значення не предетав- 
ляетъ. Стараясь истолковать геометрически веякое алгобраическое выра- 
жене, дающее рьщене геометрической задачи, геометры нашли геометри- 
ческое значеше отрицательныхь рЬшенй и предложили нЪоколько с10е0- 
бовъ для теометрическаго представлев!я мнямыхъ — воображаемыхь кози- 
чествъ. Геометрическое значене отрицательных количествь и разсматри- 
ваше инимыхь результатовъ, вавъ рышевя, хотя не конкретныхь пред- 
ставленй, но отвлеченныхь, дало тавую общность изсед®довашямъ, кото- 
рой древне геометры не могли достигнуть и это потому, что веф ихъ раз- 
сужденя происходили ва чертеж», символами своихъ количественныхъ 
мыслей они не выражали, позтому они не пришли яи къ отрицательным, 
НИ ЕЪ МНИНЫМЪ решейиъ, которыя дали возможноеть ВЕЛЮЧИТЬ ВЪ ОДНО 
выражене вс№ случаи расположешя данныхъ въ задачь; случаи эти древ- 
не геометры должны были разематривать и доказызать отдфльно. 

Введен инииыхъ выражешй дало возможность геометрамъ выра- 
жать предложеня между геометрическими данными, вогда эти Ханныя 
такъ расположены, что предложене конкретно перестаетъ существовать 
-таазъ не видить, но отвлеченная коибинащя символов не перестать 
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выражать свойство исчезнувшее для глаза, являющееся оплть вЪ даль- 
ифйщихь комбинащахъ конкретно въ вид предложеня, которое безъ 
этого могло-бы остаться неизвЪетнымь. Безъ инимыхъ--воображаемнхЪ 
воличествь многя предложенл въ геометри не было-бы возможности 
доказать. 

Такая частноеть премовъ для рАшешя геометрических задачь и 
доказательствь предложенй алгебраическимь путемъ происходила отъ то- 
го, что не имЪли споеобомь выражать ураввешями основныхъ элементовъ 
теометр!и точки и прямой, точки н плоскости. Что такое точка? Обыкно- 
венно точку опредфляють, говоря, что эмо есть зом трическое мтьсто 
въ проетранетвь, неимьющее измюрешя. Зат®мъ, сели примемь, что это 
опредфлеше даеть возможность составить отчетливое понят!е объ этомъ 
элементф, то прямую опредфляють, говоря, имо прямая есть знакая ли- 
зая, которая вполть опредъляетея двумя данными точками; изъ этого 
опредфленя непосредственно слЁдуеть;: что дз прямыя пересфкаются 
только въ одной точеф. Если теперь замфтиме, что въ силу постулата 
Евклида, двЪ прлмыя лини ва плоскости веегда пересвкаются въ одной 
точкЪ, конечной или безконечно-удаленной, то мы будемъ имфть слёдую- 
щую взаимность между точкою и прямою: ярямая опредтаяетея двумя 
точками, а точка двумя прямыми. Изъ этого видимъ, что въ отвлечен- 
номъ опредфлени, между точкою и прямою иЪтъ разницы, разница состо- 
итъ въ ихь конвретномъ представлен/и, которое не имфеть никакого зна- 
ченя, тавъ какъ всЪ дальнфйлия изелвдозаня вытекаютъ изъ отвлечен- 
ваго опредфленя, а не изъ конкретнаго ихъ предетавленя. Тажал же 
ззаимность сущеетвуеть между точкою и плоскоетью въ пространств%. 

Итакь, какой-бы ни взяли изь этихъ двухъ элементовъ за оенов- 
ной, другой будеть ныъ опредфляться тождествениымъ выражешемъ въ 
обоихъ случаяхъ, сяфдовательно эти два элемента мы должны прини- 
мать кавъ данные — извфетные, яено представляемые. Изъ сказаннаго 
также видниъ, что необходиио два элемента въ плоекости или три зле- 
мента въ пространств одного рода для опредфлен!я одного элемента дру-, 
гаго рода—днф точки для прямой и дв пряныя для точки, три точки 
для плоскости и три плоскости для точки, ельдовательно, если-бы можно 
было одинъ изъ элемевтовъ-—точку или прямую, или плоскость, выра- 
зить уравнешемъ, то другой выразится двумл уравненяни. Изъ такой за- 
висимости между элементами — точкою и прямою на плоскости, точкою и 
плоскостью въ пространетв%, вытекъ методъ двойственности, обобщивиий 
геометрическое значене алгебраических уразвпешй. 

Первая мысль общаго алгебраическаго споеоба, для рщев!я геоме- 
трическихь вопросовъ и изолЪдован!Й вообще, приналлежить французскому 
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философу и геометру Деварту, который въ своей „Геометри“, въ 1637 г., 
даль первыя основы тавого метода изслфдованй и приложиль его въ во- 
ническимъ сфчешяимъ. 

Методь Докарта. извфотный въ настоящее время подъ именемъ 
Аналитической Геометри, даеть возможность выразить уравненемъ меж- 
ду двумя перензнаыми количеетвами, волкую плоскую кривую, если ея 
свойство присущее каждой ея точф извбстно, и, обратно, каждое урав- 
нене съ двумя перемфиными количестнами, представить геометрической 
фигурой. Онъ даетъ способъ выразить ураввенемъ между тремя перемфи- 
ными веякую поверхность въ пространств, если извЪетно свойство каж- 
ДОЙ ея точки, и обратно, каждое уравнене между тремя переизнными 
представляеть поверхность. Такимъ образомь вмфето чертежа геометръ 
имфеть передъ глазами рядъ уравненй, въ которыхъ нелвно включены 
вс свойства геометрическихь фигурь, подлежащихь нзелфдованио, вс 
разеужденя обращаются въ коубинацщю отвлеченныхь алгебраическихь за- 
воновъ, синтезь дровнихь теометровъ потеряль свою силу, напряженная 
дВятельность иншленя и воображеня замфниется алгебраическими пре- 
образован ями одного выражен въ другое, непрерывная цфиь среднихь 
разеуждешй обращается въ механичесвя преобразованя, такъ что ре- 
зультать изслфдованй является, вакъ бы полученным изъ хаоса и часто 
въ такой сложной комбинащи алгебраических символовъ, что ие предегав- 
ляется возможности выяснить его геометрическое значене. Воть почему 
Ньютонъ, Маклоренъ, Лейбвиць и друг геометры евои изслФдовани по 
новому методу переводили на синтезь древнихъ геометровъ, такъ язкЪ 
считали новый методъ механическимъ. Но такой недостатовъ былъ устра- 
нень, по м5рЬ развитя этого замфчательнато метода, которому обязавы 
евоимъ развитемъ механика, физика и аетровомя. 

Усовершенствоващя координатнаго метода Декарта были сдфланы 
зведешемь понят я двойсивенности и введешемъ метода проэкщй. Двой- 
ственность состоитъ въ томъ, что на каждое уравненше можно смотрьть съ 
Двухь точекь зрёв!я: кань ва выражеше перем щен точки н8 плоскости 
или въ пространетвв, или какъ на переифщеше прямой на плоскости или 
плоскости въ пространств. Такой взглядъ на уравнеше даетъ зозможность 
переходить оть предложен относительно точекъ къ предложенниъ отио- 
сительно прямой или плоскости въ пространетвь, и обратно. Такое воз- 
зрёше на аналитическое уразнене дало необыкновенную общность методу 
Декарт. Кавъ частный случай двойственности представляется методь вза^ 
имныхъ ноляръ, такЪ изящно разработанный Понселе. Методъ проэкщй, 
въ которомъ пераходять оть предложен отноентельно точекъ въ прадло- 
жещянь тавще относительно точекъ, отъ предложешй относнчельно пря- 
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мой и плоскости къ предложещямъ также относительно прямой и плоско- 
сти. Этоть послбдый методь достигь въ настоящее время такого совер- 
шенства, что спорить съ методомъь Декарта и сдфлалея совершенно неза- 
вибимымъ ОТ Этого послёдняго. 

Въ методф Декарта трудно, иногда, бываеть усмотрёть геометрическое 
значене извЪетнаго результата, выраженнаго комбинащей алгебраическихь 
символовъ, а твмъ болфе построить такое выражеше. Это заставило т6о- 
метровъ нашего стола обратить вниман{е на чисто геометрическ!е приемы, 
слфдетыемъ чего было появлене сочинешй подъ различными назватями, 
каковы: „Высшая Геометрия“ ( ббошбёыЧе зарёмеикге, Новеге @еощейче ), 
„Новал Геометрия“ (Модеги беощейгу, Мецеге беошей“е!, „Геометрия поло- 
женя“ (бботбиче 4е. роз ют, беошейфе 4ег Те}, и тому подобных наз- 
вая. Въ настолщее время наука эта извфетна подъ назламемъ „Проэв- 
тивной Геометрия“ въ силу того, что она основана на методь проэкщй. 
Изь нея алгебраичееме нремы совершенно устранены. До того просты 
методы проэктивной геометрум, что Штаудть написаль свое замфчательное 
сочинеше „беотеНче 4ег Газе“, предполагая даже незнакометво читателя 
съ элементарной теометрей. Самыя трудныя задачи и свойства фигуръ 
на плоскости и въ пространств не ускользають отъ этого метода, кото- 
рый имфеть тромадное техническое приложен: въ перспевтивЪ, архитев- 
турЪ, механик и вообще во всзхъ техническихь отрасляхь знашя. Пред- 
ложеня служаиця основашемъ метода проэкщЙ „ангармовя и гармошя“ 
мы уже вотрчаемъ въ сочиненяхь Апиоловн Нергекаго, Паппа, Дезарга, 
а полное развите—-проэктивяаго метода, хотя ие чисто геометрическое, 
дали Шаль, Цонселе, Мтейнерь, Мёбуеъ и друге, но ту чисто геометри- 
чесвую форму, 0` которой мы упоминали, этому методу даль Шутаудть. 
Изучение этого метода рядомъ съ методомъ Декарта даеть ясное понима- 
не весьма сложныхъ аэлгобранческихь выраженй. Мы выше сказали, что 
Штаудть написаль свою „беошейче аег Гаве“ не преднолагал даже зна- 
комства читателя съ „Началами“ Евклила, поэтому элементарный курсъ 
проэктивной геометр!и въ начальныхь техническихь школахь принесъ бы 
несомнфивую пользу будущимъ практическимь техникамъ. 

Залфагь введень быль въ Аналитическую Геометрю способъ сокра- 
щеннаго обозначеня уравнешй прямой и точки въ нормальных формахъ, 
который еобственно есть ничто иное, какъ неявный переходь оть одной 
системы коорхинать къ другой. Съ помощью его чаето избътають весьма 
сяожныхь вычиелешй и преобразован. 

Наконець введене трилинейной и тетраэдрической системъ координат 
дало такую общность координатяому методу Декарта, что этоть восл%дайй 
сдълалея частнымъ случаемь трилинейнаго и тетраэдрическахго, 
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Скажу теперь нфеколько словъ о цфли и содержави пастоящаго 
сочиненя. Основашемъ его послужили лекщи, читавныя иною въ Импе- 
раторекомъ университеть св. Владимра, воторыл были разработаны по 
болфе изьфетиыиь сочиневмиъ по Аналитической Геометрии, существую- 
щимъ въ западно-европейской математической литератур®. Если сравнить 
куреы Аналитической Геометри, написанные зв® началф настоящаго сто- 
льтя, казъ напр. курсъ Бурдока, съ курсами написзнными въ послфдае 
годы, то легко видфть ту громадную разницу, которая существуеть между 
ними. Читая курсъ Аналитической Геометыи въ продолжени болфе двад- 
дати лЬтЪ и слфдя постоянно за развитемъ этой части математики я по- 
полнилъ и свои лекщи тфми методами, которые явились въ этотъ про“ 
межутокъ времени. Такимъ образомъ было написано настоящее сочивене, 
содержане котораго вкратцВ привожу. 

Прежде всего я предпосылаю историчесый очеркъ развитя Аналит, 
Геон., начиная оть Вета, т. е. съ ХУТ вфка, до настоящаго времени, въ 
которомъ упомннаютсл веф почти сочинешя вышедпия въ этоть трехеот- 
лЬтнй промежутовъ времени, при чемъ указызается на содержане сочи- 
нешй и что принадлежить каждому изъ авторовъ въ истори развиты 
этой отрасли математическихъ наукъ*). За историческимъ очеркомъ слф- 
дуетъ изложене содержавя самого преднема. 

Вее сочиневе состоить изъ двухъ частей: въ первой части излагает- 
ся Апалитическая Геометр я на плоскости, а во второй--въ пространствЪ. 
Вторая часть изложена кратче, такъ какъ въ сущности это есть повторе- 
ве первой, только съ добавлешенъ третьей координаты; болфе подробно 
изложены тЪ части ея, которыял существенно отличаются отъ Анал. Геом, 
на плоскости. Цередаемъ вкратцф содержане отдфльныхь главъ. 

Первая часть. Въ гл. 1 изложенъ методъ координать Декарта съ 
пояснительными, необходимыми впослфдотви примфрами, и ка одномъ изъ 
нихъ дано повнте о геомстрическомь мфетЬ. Также дано. представлен 
© полярныхъ координатах, а въ концф помфщены пояечительные при- 
мфры. Въ гл. Ц излагаетея обстоятельно представлеше уравнешями гео- 
метрическихь мфеть и показывается, какъ предетавяяются уравяенями 
прямая лия и веб коническя офченя: эллипеъ, гипербола, парабола и 
кругь, какь частный случай эллиоеа. Далфе показаны уравнешя нЪеколь- 
кихъ кривыхь тратьей и четвертой степеней, каковы вонхоида, циссоида 
и др.› и накопець ифенолько трансцеядентныхь вривыхъ. Въ гл. Ш изло- 
жено преобрезоваше координалъ. Въ гд, 1У показаны веф виды уравнешя 
праной и даны примфры для поясненй. Въ тл. У и УГ изложена двой- 


®) Очерхъ этоть быяъ ше нами момечатань въ 1884 году, отдфльною брошбров; 
въ пастоящее время мы ето немного дополнили. 
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ственность коордивать; ве виды уравневя точки и примфры. Въ ул. УП 
показанъ сокращенный способъ и его приложене къ прямой и точкЪ. Въ 
тл. УШ даны задачи ца прямую линю и точку-теометрическя мфота. 
Въ гл. [Х и Х изложены антармоничесв свойства рядовъ точекъ и свя- 
зокъ прямыхъ лин, и вообще вее то. что извЪстно въ настоящее время 
подъ именень проэктивной геометри, но изложено аналитически. Въ гл. 
ХГ излагаетея звачеще и свойства однородныхь уравненй. Гл. ХП посвя- 
цена трилинейной систем координатъ. Въ гл. ХИ дано геометрическое 
поняте о инварантахь и ихъ значешн въ геометри. Въ гл. ХУ изло- 
жены свойства кривыхъ втораго порядка и ихъ дфлеше на классы; въ 
тя. ХУ изложено тоже, но съ точки зрЬШя двойственности. Въ гл. ХУТ 
подробно изложены свойства вефхъ трехъ родовъ коническихь сфчешй и 
приведены примфры. Въ гл. ХУН и ХУПТ подробно изложены свойства 
круга и сиетемы круговъ; вее это нояснено прижзрами. Въ гл. ХЛХ изло- 
жены условя, при которыхь уравнене второй степени распадается на дза 
зинейные множителя и представляеть пару прямнхъ линй. Въ гл ХХ, 
ХХ и ХХПИ показаны услошя пересфчешя двухъ коническахь сфченй; 
ангармоническя ихъ свойства и инваранты сиетемъ коническихь с%че- 
й; послфдняя изъ этихъ главъ заванчизастся построешемъ коническихь 
сфченй по даннымъ пяти услошянъ. Въ гл. ХХШ и ХХПУ показаны 
геометрическе методы взаимныхь полярь и проэкц@; въ послёдней изъ 
этяхь главъ въ вони показаны зересфченя конуса плоекоетью, 

Вторая чаеть. Въ гл. ХХУ изложенъ методъь координать въ про- 
етранств®, при чемъ пояенено, что предетавляють уравнейя съ треия 
перемфиными, съ двумя и съ однимъ; въ этой же главЪ показано рьше- 
не нЪкоторыхъ существенныхь вокросовъ. Въ гл. ХХУ[ изложены свой- 
ства и всф виды уравнешя плоскости. Въ тд. ХХУП показаны свойства, 
прямой, различные виды ея уравненй, и примфры длн раздичныхь вза- 
имныхъ положенй прямой и плоскости. Въ гл. ХХУПЕ изложена двой- 
ственноеть координать въ пространств и примфры, какъ для прамой, 
такъ и для плоекоети; показано значене уравневя съ тремя вереыфнныхи 
съ точки зрёвя двойетвелноети, Гл. ХХХ еодержить сокращенный епо- 
объ и примфры. Въ гл. ХХХ изложены: ангармоня, гармоня и инзолю- 
я связки плоскостей, а также примЁры. Въ гл. ХХХ показано преобра- 
зоване координатъ въ пространствЪ и. система тетраздрическихь коорди- 
натъ. Въ гл. ХХХИ и ХХХШ изложены общён свойства поверхностей 
втораго порядка и второй степени, со стороны двойственности. Въ гл. 
ХХХГУ изложены роды поверхностей, ихъ дфлене на классы и признаки, 
по которым ихъ различають. Въ м. ХХХУ[ локазаны свойства централь- 
Ныхъ поверхностей: эллипсенда, гиперболоида однополаго и двуполаго; 
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при этомъ приведены приуЁры. Въ гл. хххУИ узлагаются свойства по- 
верхностей ненмфющихь центра: этлиотичеевй парабозоиль и гипербо- 
личесый параболондъ. Гл. ХХХ\УШ посвящена шару я системаиъ шаровъ. 
Въ гл. ХХХГХ изложепы обици поная о форусахъ поверхностей, поверх- 
ности софокуеныя, эллинтичееня координаты и пуиуЪры. Наковець гл. 
ХГ, нослфдная, содержить образоване поверхностей вообще и образован- 
ныхь движенюмь прямой въ особенноети. какъ напр. соверхности дилин- 
дричеекя, коничееми, конондальныя, косыя и развертывающияся. 

Таково вкратцВ сохержане изланааго мною сочинена. Изъ общаго 
содержа отдфльныхь главъ видно, что оно содержить веЪ части уни- 
верситетскаго курса Авал. Геом., но въ дополненномь вид. Книга моя, 
я изхьюсь, можеть служить пособемъ къ изученю Авалитической Гео- 
метри и кЪ ознакомлен!ю съ совреженныхь состоящемтъ этого отхфла гео- 
метр!и, т. е. въ томъ видф. какой она получила благодаря трудамъ наи- 
болфе изнфетныхь геометровъ, каковы: Салмовъ, Гессе и Клебшъ. Класси- 
ческое сочинение Салмона „Коническ!я с$ченн“ было мною переведено на 
руесьй азыкъ въ 1960 году. Въ настоящее время каига эта библюгра- 
`фическая рдкоеть, Къ тому же на русскомъ языкВ была издана только 
Авалитическая Геометря двухъ измфренй. Издавая частоявий трудъ я 
имжль въ виду пополнить этоть пробфль и надвюсь, что книга моя при- 
весеть учащимся такую же пользу, какую принесло русское издаше „Ко- 
ническихь еБченй“ Салмона двадцать лётъ тому назадь. Первоначально 
трудъ мой быль дважды издавъ литографически въ 1883 я 1884 годахъ. 
Сдвдавъ нЪкоторых измфненя и иснравлев!я я рЫшился его напечатать, 

При составлен и настоящаго сочиневя я пользовалея, главнымъ обра- 
зомъ, классическими трудами Салмова, сочиненяни Клебта, Гессе и пре- 
краенымъ курсомъ Аналитической Геометыи, составленвымъ профессоронъ 
Лувенскаго университета Карнуа. Привожу ниже болфе подробный пере- 
чень главныхЪ 1006, которыми я пмользовалея при чтеши лекщй въ уни- 


верситетб и при издавзи настоящаго сочияеня. 

ВаЦлег, Апаумзеве беотеыле. Гери, 1382. ш-8. 

Вошг4от, АррИсаМоп 4е РАвёые №12 бботёвче сотшргепате 1а ибошебче 
апа\УНдие а 4еих её & 105 анпепзюлв. Рамв, 4 её. 1837 8, 

Сатроу, Сошга 4е Сбошёнче зпауНдие, №0]. Г. ббошёиче р!апе; 3 её, 1880, 
Рав, ш-8.—-\01. 11. ббошбйче 4е Гезраее; 3 ед. 1881, Раш, ш-8. 

Сваез, Тгайв 4е Свошбыте зарёчеиге. Ралв, 1852, ш-8. 

Срафез, Тгайё @ез бесНолз соташев, 1-е рагЫе. Рап в, 1865, ш-8. 

Себзсь, УоНезипеев @фег беошевче. Нтзу. у. Модешаии. Ва. Т, ТВ. 1—2. 
Тефев, 1875. Также французеное издаше: Гесопз зат 1а 060- 
шбёче. Т. Г-Ш, Рай, 1879—80—83, щ-8, 
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Сгетопа, ЕетевИ 4 веотен“а ргодесмуа. Уз] Т. Вота; 1873. 1-8. 

Сгешопа, Питодиаюне ад ипа Пеома сеошебса 4ее Сигуе р/але. Во]овпа, 
1862, ш-4. 

Те Уо1зоп Уоой, Т№е @ешепз оЁ Собгатае Сеотешу ш @гее рат. 1. 

Сапеяаи Сеошему, П. дижегиюнз, Ш. Модеги беотейу. Мех 

еА1опт. Меж-Уотк. 1882, ш-8. 

Уомезипееп йБег Фе Апуйзеле Сбеотебле ег дегафей Гаше, 

4ез Рийк 5 пп дез Куежез шт Чег ЕЪепе. Гери, 1865, ш-8. 

—3 Апй., геу. топ 8. Сишдейпеег. Торе, 1881, ш-3. 

Незве, Уотезиивеп ПЪег Фе авауйзсве Сеошен{е @4ез Ваитв. Герас, 
1861, п-8.-3 Аий. геу. уоп 8. диодеВавег. Герав, 1876, 1-8. 

Неззе, У ег Уонезапоей аз ег АпуйзсНев беошейче. Гера, 1866, 
1-8. 

Неззе, ЗлеБеп УоНезипаеп аз 4ег Апауйзеней Сеотей1е ег Кеве- 
зсвие. Терие, 1874, ш-8. 

Веуе, Те беошефте Чег Гаце. Уегеасе оп Пг. ТВ. Веуе. 2 Аий. На- 
поуег, 1877—80, ш-8. 

Запооп, А ЧтелИве оп Соше ЗееНопз. 8 е4. Гопфой, 1355, ш-8, 

Зайпоп, ‘А еаыве оп Соше ЗесНопя. 6 ей. Тюп4оп, 1879, ш-8. 

Зашпов, Аруйе беошешу о! @тее Чирепзюце. 3 е4. Раба, 1874, т-8. 

Занпоп, 'Ггемизе од Ше Шенег рапе сигуез. 2 ед. БиШиь 1878, т-8. 

Стрекаловъ, Курсъ аналитической геометрш. Т.Т. Кривыя перваго порядка 
и перваго класса. СПБ. 1834, ш-8. 
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Совфту Императорекаго университета св. Владни!ра за пособе, оказанное 
при напечатан настоящаго сочинен/я. 
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Введен]е. 


Историчесий эчеркъ развит!я аналитичесной геометрии. 


Первоначальныя основы Акалитичеекой Геометруи были положены зна- 
менитыхь французскимь математикомъ ХУ] вфка Ветолъ (1540—1608 г.). 
Онъ первый сдлалъ нововведене въ тогдашнюю Алгебру, взедя въ нее 
символы и показав, какъ при ломощи ихъ могуть быть производимы вы- 
численя. Обозначая буквами величины извфетныя и неизефстныя, Веть 
создаль науку о символахъ и доказаль какъ эти символы подчивяются 
вефмъ тфмъ дьйствямъ, воторыя производили до него только надъ числа- 
ми. Первыя основы своего метода Ветъ изложилъ въ 1591 г. въ своемъ 
„Введены къ искусству аналитики“ 1) н въ послфдующихъ добавлев1яхь къ 
этому сочиненю. Необыкновенную важность своего нововведеяя ясно с0з- 
наваль уже самъ Ветъ, говоря: „что методъ его даеть возможность рф- 
шить самый важный вопросъ, а именно: задачу о рёшен!и всфхъ задачь“ 3). 
Показавь вакь алгебраическимь путемъ могуть быть рЬшены различные 
геометрические вопросы, рЬшаемые до него построешент, Веть внесъ въ 
изелЪдоване теометрическихъ вопросовъ новое ваправленте, которое поелу- 
жило въ боле тфеному сближению Алгебры съ Геометрей. 


т) Равовс! еше щ ацет апаНЫсащ Ткабоде, 1591, Тоить, реЁ. 11-9. Донолие- 
щемъ къ этому сочинению служило другое, заглаще котораго: АЯ Т.орвИсет вресюват № 0- 
4ае руюгев. Оно было напечатано только посл смерти автора въ собранун его сочиненй, 
изданномь подь загламемь: Ртапсво! УЗеае Орега Ма!Вешанса ш плит Уоошен сопдев- 
4, ас гесобпйа; Орега аие зи! о ЕгапсвсЕ В Зевос!ен Геудепув. Гладии Вафатогии. 
1646. ш-—4. Первых два ноиженозанныя сочинешя В!ета переведены на француз. яз. н иа- 
печатаны въ ВиПешшо 41 ВИЪБоргаНа е @1 Зона ЧеЙе Боеозе шабетайсне е Яве, Кошв. 
Т. рав. 208—276. 

*) Олицие Фавиовит ргоМеша ргоМетайии вгё Ала се; Чриоет Хефейсев Ро- 
мвсев ей Ехоре боев ога та о  ба, ие 8; адгокаь Яной езё пеШшю вов рго- 
Ыеша зочега (ш айеш эпаНЫсалю 1вадоше сар. УП, 29). 


хи ИСТОРИЧЕСКЙ ОЧЕРЁЪ РАЗВИТ!Я АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. 


Замфчатольная попытка В!ета получила дальнфйшее развит!е только 
благодаря французскому филоеофу Декарту (1596—1650 г.), котораго по 
справедливости считають истиннымъ твордемъ Аналитической Геометри, 
хотя весьма вЪроятно, что первоначальную идею своего метода Декарть 
почеринуль изъ сочиненй Вета. Методъ свой Декарть изложиль въ пер- 
вый разъ въ 1637 г. вЪ своей „Геометри“, составляющей прибавленше въ 
философскому трактату '). Особенность метода координать создавнаго Де- 
картомь, заключается въ томъ, что окъ внесф въ Геометрию, при рьшеши 
вопросовъ различнаго рода характеръь общности, который она до него не 
ииЪла. До Декарта геометры изолфдовали только частных свойства нЪко- 
торыхъ кривыхъ; такое каправлеше существовало у всфхь древкихь гео- 
метровъ. Методъь внесенный въ Геометрию Декартомъ придаль ей хара- 
теръ, который она до него не имфла, такъ какъ при помощи одной фор- 
мулы стало возможно выразить свойства, принадлежащ/я дЪлымъ влассамъ 
кривыхъ. Благодаря новому направлению, данному Декартомъ, Геометрия 
быстро подвинулась впередъ и развнт!е ея оказало нееомнфнную пользу раз- 
вит другихъ отраслей математическихь наукъ. Особенно много подвиву- 
зась виередь Алгебра, символичесне времы которой стали вринимать иа- 
гладвую форму и стали благодаря этому болфе понятны, велёдетви ихъ 
осязательности. Однимьъ изъ первыхь приложен Геометруи къ Алгебрь 
было объяснеше значеня и примфнене отрицательныхъ корней уравненй, 
© которыхъ древе!е математики имфли весьма неотчетливое представлене 
и которые ими старательно избЬгались. Начиная еъ Декарта развиме Гео- 
метри и Алгебры идеть рука объ руку и развите одной тВено связано съ 
развичемъ другой. Методъ Декарта быль подготовительнымь путемь ЕЪ 
блестяшему открыт1ю Лейбница и Ньютона— дифференщальному исчислено. 

Методь координать быль примЪвенъ Декартомъ только на плоскости 
въ Геометри двухъ измёренй. Сознавая всю важность и значене евоего 
метода Декарть не ограничился приложевемъ эго къ плосвимъ кривымъ, 
® показать тавже его приложен! е къ кризымъ двойной кривизн® въ своей 
теорн вривыхъ двойной кривизны. Для этой пфли онъ изъ точекъ кривой, 
лежащей въ пространств®, опускаль перпендикуляры на дв взаиино пер- 
пендикулярныя плоскости; проэкщи этихъ перпендикуляровъ образовали 
двЪ плосйя кривыя, положеше каждой изъ которых онъ относиль къ 
двумь осямъ координать, лежащимъ въ плоскости кривой, изъ которыхъ 
одна былв, пересфчене двухъ плоскостей, Премъ этоть, вакъ видно, даваль 


1) Безсоеев, Пуасошев 4 18 МЪойе ропг ев сопфине ва гафвов, её свегсВег 1а 


убив дата 108 зоюпсев; р\из 14 Гуори?дие, 1е8 Мёюбгев её в бёошёиче, Геу4е, 1687, 
ш.4. ” 
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возможность, при помощи метода координатъ, опредфлить положене кривой 
въ пространствф. Методь этоть приводить къ систем координать трехъ 
изифренй и къ предетавленю поверхностей въ видь уравнен!я между тре- 
мя перемфиными. Но прошелъ значительный перодъ времени пока геожет- 
ры освоились съ методомъ координатъ и первоначально ограничивались 
только примфнешемъ его къ плоскимъ кривымъ. 


Методъ координать Декарта, какъ воякое нововведене, быль ветр&- 
ченъ многими изъ соврененниковъ автора „Геометри“ съ неудовольстьемъ, 
Къ числу противниковъ новаго методв вринадлежаль также французеый 
теометрь Роберваль (Корегуа], 1602—1675) подвергиый „Геометрио“ Де- 
карта самой строгой критивЪ; извфетность Роберваля среди современлыхь 
ему математиковъ только способствовала распроетраненю метода коорди- 
налъ. Есть основания полагать, что. критикуя сочинена Декарта, Роберваль 
руководствовалея не чувствомь справедливости, а скорЪе дЪйствоваль похъ 
вляемъ зависти, такъ кавъ впослёдетьи имъ самимъ быль принфненъ 
методъ Декарта въ одномъ изъ своихъ сочинен!й 1). Къ числу сторонниковъ 
метода Декарта принадлежаль французсв!й математикъ Ферма (1601—1665), 
хотороху нЪкоторые изъ аналитическихь премовъ Декарта были извЪотвы 
еще ранфе выхода въ свфть „Геометри“, но спешальный характерь его 
изслвдованй, основанныхь имъ, большею частью, на созданномъ имъ ме- 
тодВ „ати и. тии“ ближе подходить къ геометрическимъ изелфдова- 
н:ямь древнихъ геометровъ ?). Другой сторонникъ новаго метода былъ другь 
Деварта фравпузъ Де-Боне (Ре-Веаипе, 1601—1652), написавиий хоммен- 
тари на „Геометрию“ %), которые очень цфнилиеь самимъ Декартомъ, Де-Боне 
устаиовилъ новыя воззрышя ръ Аналитической Геометри кривыхъ линйй, 
онъ первый указаль иа связь существующую между уравнешемъ и свой- 
стважи касательной и соотвфтствующей ей кривой. Комментари Де-Воне 
появились въ речатя въ первый разъ при обтирном» комментар!и на „Гео- 
метрю“ Декарта; сдфланномь голландевимъ математикомъ Ван- Шотеномь 
(1581—1661). Въ другомь изъ евоихь сочиненйй озаглавленномъ „Матема- 


*) Ре гевошИоне аедщаболит. Сочинеше это иалечатано было цослй смерти Робер- 
валя выфств съ другиин его сочиненаями въ оборкикЪ: ОЁуетв оцугавев 4е маша иея 
ее 4е рвуздие, раг М. М. де РАвайблие Ворые 005 Бопеев. Раз 1698 1-9, 

3) Сочинеше Ферма „0 наибольшихь и нанменьшихь величннахь“ до ивсъ не долло 
хъ подлинник, & сохранилось въ издали сочиневй Ферма: Уама орега памешанся О. 
Рен? 4е Рога, вепалокв Тоозавф Тоовае, 1679, 3п-101. 

3) еотен4в, а Вепаю Пез Саке аппо 1637 БАШее е@ба, попе аще сом пом 
огипойё: 4е Везмпе, исима В№шевена! со0зЙ. тезП, ш Нарааш 1ебоата уетва орега 
Егаос. & Бовоове, Тллба. Вабау. 1649, 1-4. Есть еще иадазця 1659 1688 тодовъ. 
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тичеевя упражнешя“ 1) Ванъ-Шотень примфвиль методъ координать къ 
ршению многихъ весьма сложныхъ и интересныхь воиросовъ высшей гео- 
метри. Методъ этотъ онь съ усифхомъ примфнилъ въ Ш-ей нниг& этого 
вочиненя, предметъ которой относится къ возстановлению утеряннаго сочи- 
нешя Аполлоня „Плоскя ифета“. Въ У-й книг того же трактата Шотена 
мы находимъ первое приложене метода координать къ кривымъ въ прос- 
транетв®. Это быль первый шагъ къ Аналитической Геометри трехъ изи%- 
ренй. Изъ числа другихъ послфдователей метода Декарта упомянемъ еще 
толландекихь математиковъ: Вита (У, 1632—1672), Слуза (Зюве, 1623 
—1685), Гудда (Нийае, 1633—1104), Гюйленеа (Ниуевеня, 1629—1695), 
Ванъ-Герета (Узп-Неигае!), англичанина Нейля (Ме, 1680—1677), усво- 
ившихъ методъ координать и принфнявшихъ его при рёшени различных 
теометрическихъ вопросовъ. ПослФды:е два теометра, именко Ванъ-Гереть 
и Нейль, одни изъ первыхъ занималиеь вопросомь о спрямлеши кривыхъ. 
Нельзя также пройти молчашемъ довольно обетоятельные комментарии на 
„Геометрю“ Декарта, написанные 1езуитомъ Рабуэлемь (1663—1628) *), 

Первое сочинене относящееся къ коническимъ офчейныъ, въ кото- 
ромъ быль приложень методъ Декарта. было написано въ 1665 году ан- 
тлйекимъ математикомъ Валлисомь (1616—1703) 3). Сочинен!е это не за- 
ключаетъ ничего особеннаго, такъ какъ Валлисъ въ своихъ геометрических ъ 
изслфдованяхь большею часто всегда елфдоваль синтетическому методу 
древнихъ, творешя которыхъ онъ очень цфнилъ. Несравненно важнЪе при- 
ложен!е метода Декарта, которое сдфлалъ Валлисъ въ своей „АриеметикВ 
безконечныхь“ 4) къ методу недфлиныхъ италанскаго математика Кавалери 
(Сауз Пет, 1598—1647). 

Одновременно съ Декартомъ друге современные ему геометры, про- 
должая заниматься изученень сочиненй древнихъ греческихъ геометровъ 
Аполлов!я и Паппа, изслЪдовали геометрическе вопросы съ иной точки 
зрьн1я-— съ синтетической. Обобщая выводы древнихъ и продолжая далфе 
кругъ геометрическикъ изслфдован они оказали также не малое вяне 
на послфдующее развиме Аналитической Геометр/и. Изъ числа такихъ гео- 
метровъ первое мфето принадлежить другу Декарта Дезариу (1593—1662) 
и ученику посльднаго извфетному Наскидю (1693—1662). На труды этихъ 
геометровъ долгое время не было обращено должнаго вниман]я, тавъ какъ 
изслудоване геометрических вопросовъ синтетическимь путемъ постепенно 


1} ЕлегсНайопез из/Вешайеае, Атайега., 1657. 

2) Кафиеь Сопиавюмытев заг 1а беотеве 4е М. Оевсацев, Тлуов, 1780, 20-4, 

2) Уз, Бе Зесцотриз Сошем, Охор., 1665, ш-4, 

4) из, Атившенса тпйьоган, зе нота шефофиз шюрутела! 2 сигуШтевгам 
Чиагайиташ аПадие ргоМешаба, Озоп., 1656, ш-4. 
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вытёснялоеь новымъ методомъ координать Декарта. Только въ начал ны- 
иЪшняго столЬтя на синтетичесый методъ изслЬдованй было обращено 
снова внимане и онъ даль блестяи{е результаты. Сочинен!я Дезарга каса- 
лись иногихь геометрических вопросовъ интересныхь по своему существу, 
къ сожалфнно авторъ ихъ писалъ въ видЪ набросковъ, сообщая читателямъ 
только основныя положешя и результаты. Главное изъ его сочиненй,-на- 
печатанное въ 1639 г.,—имЪло предметомъ ковичесвя оВченя!); методъ из- 
слвдоваз!я Дезарга примфненный въ немъ былъ основанъ на метод перс- 
пективы. Сочиненше это дошло до иасъ только благодаря воши снятой съ 
напечатаннаго экземпляра геометромъ Лагнроиъ. Въ сочинени этонъ вахо- 
дится иного замфчательныхь изсльдованй и воззрьн автора, такъ напр. 
Дезаргь первый высказаль явно положене выраженное Евклидомт неявно 
въ своемъ постулат, что если разсматривать прямую, какъ продолженную 
въ 06% стороны въ безконечность, то ея противоположные концы сходятся. 
Въ этомъ же сочинеши Дезарга изложены основныя начала теор икволю- 
ци, которыя виосяфдетви, благодаря французскому геометру Шалю, стали 
однимъ изъ основавй новфйшей Геометри; также Дезаргу мы обязаны 
основными положенями метода сВкушихъ и метода поляръ и полюсовъ н& 
илоскости и въ пространств. Послфдий методъ, который нфвоторые при- 
писывали французскому геометру Лагиру, послужиль основашемъ метода 
ззаинныхь поляръ, Геометричесых изелёдованя и методъ Дезарга высоко 
ифнились Декартомъ, не смотря на то. что методы нхъ были различны; 
товоря © заелугахъ Дезарга Декарть въ письиф къ Мерсенну говорить, 
›Чко Дезаргь первый внесъ въ геометричесвя изелёдован!я наиравлене 
и характеръ, который онъ, Декартъ, называеть метафизикой Геометри и 
который никЪмъ не быль прилагаемъ кромф Архимеда“. 

Направлене внесенное въ геометрическя изслфдованя Дезаргомъ на- 
шло послфдователя въ лицф французскато философа Паскаля, который тав- 
же слЬдоваль снитетическому иути. Методъ этотъ Паскаль приифниль съ 
рЁдвимь успфхоиь въ своемъ сочинени „Коническгя Сфчешя“ въ шести 
жнигахъ. Къ сожалЪнИо сочинене э10 въ настоящее время утеряно, хотя 
еще въ 1676 году Лейбниць въ бытность свою въ Паряжь имЪлЪ его въ 
рукахъ и упоминаеть о его содержанши. Указавя па содержан!е этого за- 
м чательнаго сочинен!я сохранились также въ дошедшемъ сочинени Пас- 
валя „Опыть коническихь ефченй“, написанномь въ 1640 году *). Въ ве- 


*) ВгопИюп ргодесё Филе аМеййе зих бубпетшевя фев гепсотитев 4’ип сбпе тес 
шв реш, 05 зих бчёпещенив её сошбгаг ба Фешие 105 асбопз 4ез рийзвасев ой Чотсеб 
Рав, 1689. 

%) Сояннеше это было издано только въ 1770 г. похъ засламены „Еазай ройт 1е 
содиев“, въ подномъ издави сочинеый Цаскала, данныхь Вов, 
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дошедшемь до наеъ трактат% Паскаля были положены основы предложен, 
касающихся ангармоничеснихь отноше, и дано также дальньйшее раз- 
вит!е теори инволющи Дезарга. Въ „Опыт“ Паскаля были указаны свой- 
ства шестиугольника, вцисаннаго въ коническое сёчене. Шестиугольникъ 
этоть Паскаль называль „мистическимь.“ Ковическ я офчешя Паекаль об- 
разовываль съ помощью круга, примфная начала перепективы, и свойства 
ихь выводиль изь свойетвъ круга. 


Другой современниъ Декарта, также одинъ изъ его друзей, фран- 
цузь Мидоржь (1585—1647) первый написаль во Франщи сочинеше по 
коническимъ сфченамъ, вышедшее въ 1631 г. въ двухъ книгахЪ; эъ 1641 г. 
оно было эвторомъ дополнено и издано въ четырехь книгахъ '). Методь 
изсл»дованй Мидоржа слфдуетъ отнесть въ синтетическому методу древ- 
нихь, который онъ стремился обобщить и расширить. 


Послдователемь метода Паскаля быль также извъетный энатокъ 
творен древних греческихь геометровъ голландецъ 1езуить Гр, де-Сень- 
Венсень (Стёвоше 4е-54-Упюеш, 1584—1667), обогативший теорню кови- 
ческихь сБченй множествомь предложен, найденныхъ имъ”). 


Въ духЪ древнихъ геонетровъ разработываль теорю коническихь с3- 
ченй также французев!й математикъь Лазирь (Та-Нуте, 1640—1718) напи- 
савший нзеколько сочиненщ, изъ которыхъ главное „Травтать коничесвихь 
Свченй“ напечатанный въ 1685.г.3). Хотя Лагиръ быль основательно 
знакомь съ методомъ координатъ Декарта, но онъ предпочиталъь произво- 
ДИТЬ СВОИ изельдованя методомъ синтетичесвимъ, вирочемъ въ значитель- 
ной степени разнящимся отъ иремовъ древнихъ. Лагиръ инымъ образомъ 
образовываль воничесыя сфчешя чЪмъь древые. Онъ принадлежаль въ 
числу послфдователей Дезарга, который поручиль ему даже окончане 
одного изъ евоихъ сочинешй по прикладной математик%. › 

Первый геометръ представивий поверхность въ вид% уревнешя между 
тремя перемфнныни, на сколько извЪстно, быль французъ Паренъ (1666— 
1715). Соображеня свои по этому вопросу онъ представиль въ мемуарь, 


3) Мудогойив, Ргойхош. Сморие. её ТИорийсит, Рамвйв 1641, 30-10]. „Коническя 
Сёченя“ были ввехещемь къ сочиненНо, содержане котораго Катоптрика и д1юптрика. 
Введене это должно было заключать восемь хнигъ, но полдня четыре не были напеча- 
таны. 

2) бтедотю а &-Уженно, Ория деотеёлеота цивагахигае сте её Зесйопит сош, 
Чесеш  БЬгв сопргевелвит. }/01. ТП, Апуегр. 1625, т-01. Въ сочинени этомъ авторъ 
даеть невфрное рфшеше захачи квадратуры круга. Ошябочность вывоховъ первый указалъ 
Декартъ. 

8) Бесйопев совеае Ш поуеш гов феыТЬиае, Рахвй: 


} 1685; 2-4, 
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читанномь имъ вЪ 1700 г. въ Парижокой Акадеви Науюъ. Въ другомъ 
своемъ сочинени Паренъ находить уравнене шара, уравненю касательной 
плоекости къ шару, уравнеше яфкоторыхъ поверхностей третьей степени и 
хривыхъ двойной кривизны и многое другое\). Нововведеше Парена оказало 
несомнфиныхя услуги развито Аналитической Геометри трех измревёе. 


Методъ координать въ пространств въ первый разъ обстоятельно 
быль изложень французскимъ геомотромъ Ёлеро (1713—1765), въ 1731 г., 
въ сочинеши: „Трактать о вривыхь двойной кривизны“ 2), которое овъ на- 
писаль имфя всего шестнадцать лЪтъ. Въ этомъ сочинения показано при- 
уфкене координать въ пространствЪ къ поверхноетямъ и кривымъ двойной 
кривизны, проиеходящихъь отъ ихъ переефчен!я. Изъ другихъ математиков 
способетвовавшихь развит Анал. Геом. трехъ изи®рен!й укажемъ еще из 
французскаго геометра аббата Де-Гуа (1713—1188) автора сочинешя по 
теорш кривых 3), въ которомъ онъ даетъ пены для нахождешя касатель- 
ных, ассимитоть и кратныхь точевъ кривыхь веевозможныхь степеней. 
Онъ первый показаль, что нфкоторыя изъ этихъ точень могутъ лежать ка 
безконечности. Методь Декарта нашелъ также приифнене въ сочиненм 
звейцарскаго геометра Арамера (1704—1752), озаглавленномъ: „Введене 
вЪ анализъ алгебраическихь кривыхъ“*) и въ сочинени француза мар- 
киза Лопиталя (1661—1704), озаглаеленномъ „Аналитичесый трактать 
коническихь сфченй“ 5). Въ послфдвихь двухъ сочиненяхь подробко из- 
ложена аналитическая теоря кривыхъ лин и поверхностей. 

Знаменитый Лсонардь Эйлеръ (1707—1783), члень СПБ. Академи 
Наукъ, тавже изложиль основашя аналитической теофи различныхъ гео- 
метрическихь кривыхъ въ своемъ сочиненши: „Введене въ ачализъ без- 
конечныхь“, написанномь вЪ 1748 г.8). Изолдовашя свои онъ раепро- 
страниль ва Геометрую трехъ изибрешй и первый изолЪдоваль уравненя 
еъ двумя и тремя перемфнными, заключающ!ия уравнемя поверхностей 
втораго порядка. Изелфдоваыя Эйлера занимательны по своей удобопо- 
нятности и общности, 


1) Рае, Еввай е6 геспегсБев о ррубаце её 4е палётай ев, Рагйв, 1713. 8 01 
31-12. 

2) Сигал, Вебвеговез зиг 105 соштбез а доцЫе соигфаге, Рар, 1791, ш-4. 

=) 2е-биа, Оваве Че ГапаЙуве 4е Певсагвев, ропг дбсошуй зав |8 зесошгв Фи са]- 
са] а бгевые, |ев ргорг ев ош аЯесйошь решсдриев дев Миле дботабииаиев де вп 105 
окйгон. Рама, 1740, 1-12. 

4) Сгатет, Пигодисйов \ Гапа]уве 408 Швпез сошЪфез а1абЪНаиев. @баёче. 1760, 
1-4 

*) РНозри, Тгашв аоа]уйцие- 408 весбоиз сошёциев. Ратё, 1720, 0-4, 

9 Ъ. Ве, Битовиойо ш Аомумл бшиегол, Уо, ТИ. Гаоззиие, 1748, 0-8, 
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Первый изь геометровъ изсл®довавиий вопросъ о кривыхъ высшихъ 
порядковъ во всей его общности быль велик Ньютонь (1642—1721), 
Работы его но этому предмету изложены вЪ сочинени: „Перечиелене зри- 
зыхъ третьято порядка“ !). Ньютонъ наечитываеть 72 вида различных 
кривыхъ третьяго порядка, которыя онъ дБлитъ на пять клаесовъ. Онъ ио- 
казываеть, что оБ% образованы перспективной проэкщей пяти кубическихь 
параболь, подобно тому какъ всЪ кривыя втораго порядка образованы про- 
экЩями крутонъ. Также указаны были Ньютономъ различныя интересных 
свойства принадлежаня алгебраическимь кривымъ, но доназательствъ ви- 
хакихь этому овъ не даль, Въ настоящее время даже трудно сказать, 
какъ онъ пришель къ этимъ зыводамъ: путенъ-ли анализа или геометри- 
чесвимъ? Многе изъ вопросовъ чистой геометри рЫтены были Ньютономъ 
въ первомъ отдфлф его знаменитаго сочиневйя „Начала философи, ?), Въ 
этомъ отдЬлЪ изложень методь Ньютона, которымь онъ пользовалея при 
рЬшеши различныхъ геометрическихь вопросовъ, а также показаны мноя 
замфчательныя свойства коническихь сфченй. 


Болфе обстоятельно была изложена теоря кривыхь, разсмотрённыхь 
Ньютономь, англйскими геометрами Отирлижомь (1692—1770) и Макло- 
феномь (1698—1746). Первый даль доказательства различныхь свойствъ 
кривыхь третьяго порядка перечисленныхь Ньютономь и прибавиль къ 
нимъ еще четыре вида. Изслфдовавя Стирлинга составляютъ предиеть 
его сочинена: „Кривыя третьяго порядка перечиеленныя Ньютономъ“ *). 
Подобнаго же содержаня суть сочинея Маклорена *), во второмъ изъ 
хоторыхъ ояъ выводить наиболфе интерееныя и важных ‘свойства алгебран- 
ческихь кривыхъ синтетическим путемъ. 


Попытви влассификащи различныхь кривыхъ были уже сдфлены 
древними геометрами. Они сознавали что всякая кривая есть ничто иное 
хакъ рфшен{е неопредфленнаго вопроса. Въ такомъ смысл» древе назы- 
вали вривыя зеометрическими мьстами. Хотя они не имфли поняя объ 
уравнешяхь и объ предетавлени кривыхъ уравнешями, но они повимали, 
что геометрическая кривая есть исто точекъ соотвфтетвующихь безчис- 


*) Ваас Мешом, Епатегайо Нпевтити (ег? огарыа. Сочинене это есть прибавлене 
къ „Оштикь“ того же автора, напечатанной въ 1704 г. 

*) Мешюп, РЫЙоворыае пабитайв рипера шаешенса. 1юоол, 2687, 1-4. 

3) БиеНто, Ташеае бегёЁ ог@нив Мечющалае, Охоц, 1717, 1-8. 

4) Мадаимт, беощейфа отвашеа, ыуе ЧевсирЫо Ноевгит сигуатит щачегва/ в, 
Топд. 1719. -4. ` 

Мадан, Пе Маеагит еотебсатит ргормеаЪив пелегаШв ууаелеыа. Шоп. 
1720, в. 
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ленному множеству рьшенй, соотвфтствующихь предложенному вопросу, 
Декарть указазь на отличительныя свойства двухъ видовь кривыхъ, 
именно; геометрическихь и механическихь. По его опредфле1ю 'еометри- 
ческя вривыя суть тЪ, въ которыхъ точки кривой могуть быть опредълени 
сочеташемь двухъ движен!, между которыми существуеть опредфленное от- 
пошене. Таковы копхоида, циссоида и т. д. Къ чиелу механическихь кри- 
выхъ принадлежать: спираль, квадратрикся, циклоида, логариомическая 
криван и др., отвошеня движенй отъ которыхъ онЪ происходятъ неиз- 
вфетны. Это дёлеше кризыхъ было замфнено впослЬдети другимъ, пред- 
ложеннымъ „Лейбницомь (1646—1116). Онъ ве кривыя отнееь къ числу 
геометрическихь, раздфливъ нхъ на два класса: кривыя алюбриичесяя и 
кривыя трансцендентния. Первыя суть тЪ въ которыхъ ордиватм въ 
функщи абециесы выражаются конечнымъ числом алгебраическихь дЪй- 
ств, Вторых суть тё, въ которыхъ эти функим состоять изъ безконеч- 
наго чиела алгебраическихь дЪйстый, таковы Эш, Соз, Тапвз, 08 ит. д. 
Клаесификащя алгебранческихь вривыхъ, какъ мы видфли выше, дана 
была въ первый разъ Ньютономъ, 


Мы перечислили всф болфе извфетныя сочинены по Аналитической 
Теометри написанныя въ ХУИ ин ХУШ стольЧаяхь и указали на ихъ ха- 
рактеръ. Эти же сочинен!я представляють постепенное развит! метода ко- 
ординать, созданнаго Декартомъ. Мы уже видфли какъ Паскаль, Дезаргь и 
друге геометры стремились создать синтетическй методъ, основанный на 
новыхъ методахъ, который они постепенно вводиди въ геометрическая из- 
слфдовашя, Такой синтетическй методъ былъ снова взеденъ въ геометри- 
ческя изслЪдован!я въ начал» наестоящахо етояЪтря знаменитымъ француз 
скимъ геометромъ Монжемь (1746—1818), основателемъ политехнической‘ 
школы, творцемъ „Начертательной Геометри“ '). Предметь Начерт. Геом, 
есть рышене различныхь вопросовъ, относящихся къ фигурамъ въ простран- 
ствф путем графическамъ-—на плоскости. Методъ Монжа много сповобетво- 
заль болфе обобщенному воззрьню на фигуры вообще. Такимъ образомъ 
въ геометрическихь изелЗдовашяхь разснотрфв!е различныхъ фигуръ и ихъ 
соотношенй въ пространствЪ являлось одвимъ изъ самихъ главныхъ. Под- 
твержденемъ этому отчастя могуть елужнть классическое сочинеше Монжа 
„Ириложеше Анализа къ `еометр/и“ *), предметь котораго происхождене и 
свойства поверхностей, в равно и труды иногочиеленныхь его учениковъ: 


1) Монде, @ботёыЧе аоветрыче, Рама, 1794, 10-4. 
2) Мопде, АррИсайоп 4е РАпаЛузе > 18 Сбошёне 4е8 вигасев @ш 1-6 еф 2-е дедтб. 
Рака, 1807—1809, 11-8, 
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Дютена (1784—18..) 1), Бо (1714—1862) *), Брёаншона (1185—1880) ®), 
Гашета (1769—1834) *), Понселе (1788—1867) 5) и многихъ другихъ. 
Понселе въ 1822 г, въ своемъ сочинени „Трактать о проэктивныхь 
свойетвахъ фигур“ даль методъь проэкщй, въ которомъ оть частныхь 
свойствъ фигуръ восходать въ болфе общимъ. Тая свойства носять назва- 
ве проэктивныхь свойствь фигуръ. Перспективная проэвщя еще ране 
была приложена хъ геометрическимъ изел6дованянъ Дезаргомъ, Ньютономъ 
и Паскалежъ, о чемъ мы упоминали уже выше, & впослфлотвьн ифиецкй 
геометръ `Ламбемиь (1728—1777) въ своей „Перспектив\“ °) приложиль ее 
къ решен ю ибкоторыхь весьма сложныхъ вопросовъ, при помощи преобра- 
зовашя ихъ въ болбе простые. Но только Понееле въ проэктивныхъ свой- 
ствахъ фигуръ увидфлъ весьма плодотворный геометричесый методъ и при 
помощи его развит!я даль новый толчекъ въ возникновен!ю новфйшаго син- 
тетическато метода. Въ сочиневш Нонселе изложена также одна изъ боле 
важныхъ геометрическихь теорй, именно „Теорн взаимныхь поляр»“, пер- 
воначальные слЪды которой иЪкоторые математики усмотрёли въ сочинен]- 
яхъ Дезарга. Еще ране, именно Лагиру въ 1"85 г., было извфетно, что 
въ плоскости коническаго сЪчеша всякая точка съ прямою и всякая иря- 
мая съ точкою находятся въ извъствомь соотношени. Такое соотношене 
Понселе примфниль въ преобразованию одной фигуры въ другую, ей взаим- 
ную, и изъ него создалъ геометрическй методь, гдЪ точк% въ одной фи- 
турё соотвЪтствуеть прямая въ другой, и обратно. Франпузсый геометръ 
Герлонне (1711—1859) въ подобномъ соотнотени двухъ азаимныхъ фигурь 
усмотр№ль общее начало, изъ котораго съ того времени возникла новая 
точка зря при геометрическихь изслфдованяхъ. Начало это извъетно 


1) Рими, Еззы вит Па ФезстрЫов 4ез Вкиез её @ез витасев м зесолё дедтё. 
Помфщ, въ Того! 4е РЁсое Рауесримие, ХТ\ свыет, 1808, р. 45—88. 

Тир», Рёудоррещеща 4е Сёошёвче, 1813, Ралв; ш-4. 

Дирт, АррИсацонз 4е Обошёнче в 4е Мёсвюцие, Раги. 1822, 1-4. 

2) Во Еввый Че ббошбыце аляйубаие, Фата, 1805, 1-8. 

Во, Евзей ар уйие дев сопг\ез ер ев зитблеез, Раша, 1802. ш-8. 

®) Выатейом, Мётойге зат |е8 зот{асез сопгрев Чи зесопй девтгб. Помфщ. въ дЗошг- 
28] 4е РЁсое Роуиесвицие, ХИТ сает, 1806, р. 297—811. 

Вматойой, Мётойге заг |ез Непез фо весоп@ отаге. Рак», 1817, 11-8. 

*) Носйеие, Шёшекия @е Оботенце В ов @итеозоля, Раги, 1817, #1-8, 

Нафейе, Аррисацон 4е Райворте № а дбошефте 4е тов @теомонв, Рай, 1817, 
ш.-8, 

5) Ропсёеь Чгайб дез ртормёбв ргодеснуев фев йдитев. Рама, 1822, 11-8. 

Ропее Тьёоме ц6пбго]е @ев ройдгев гёофргоциев. Ом. Лота! СтеЙ. Т. 1У р. 
1-Й, 1829. 


$) Татыть Пе пы Ретвресцте. Дозюь. 1759, 32-8, 
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вынф подъ именемъ двойственности коордичать ‘био, 1 Назване это вие- 
дено было Гергонномъ 1). 


Новая точка зрфшя введенная Понселе въ изсифдоване геометриче- 
екихъ вопросовъ получила вскор$ быстрое развит. Незадолго до поязленя 
сочиненя Понселе появилась въ 1808 г. „Геометр:я положешя“ 2) фран- 
‹цузекаго геометра Карно (1758—1823), къ которой ввторъ изелфдуеть свой- 
ства фитуръ въ зависимости отъ ихъ подоженя, Главное нововведене Карно 
въ его „Геометрия“ заключается въ томъ, что онъ даль геометрическое 
предетавлене воличествъь положительныхъ и отрицательныхъ, что е1особ- 
ствовало значительно обобщению геометрическихь рышен!й, въ томъ смысль 
что одного рЬшен!я было достаточно, каковы бы ии были положеня раз- 
личныхъ частей фигуры. До Карно требовалось столько рёшенй сколько 
было различныхь расположешй частей фигуры, 


Дальнйшему развитю геометрическихь изслёдовай много также 
водфйствовала ковая геометрическая теор!я мнимыхъ количествъ, созданная 
въ начал настоящаго вфка. ТеорЁя эта дала блестяшуе результаты въ сво- 
иИхЪ приложеняхь къ различнымъ вопросамъ математическаго анализа, Пер- 
вый?) разсматривавшй выражеше /—1 кавъ условный еимволъ, выражающй 
пернендикулярность, & выражен!я вида -а/—1 какъ предетавляющёя лини 
перпендикулярныя ЕЪ направленямъ по которымъ отсчитывадись величины 
д®йствительных, положительных и отрицательныя, быль франдузеый мате- 
матикъ Арень (1768—1813), нашисавний въ 1806 г. сочинене „Попытка 
представить мнимыл величины при геометрическихъ построеняхь" *). Одно- 
временно съ Арганомъ тбиь же звопросомъ занималея зббать Бюз 5) и 
Франее ®). Дальнфйтия обобщеня методъ Аргана получиль блатодаря тру- 


*) Авва]ев 4е Матьё шанацев, Т. ХУТ, 1825—1826, р, 209. 
3) Сато, бвотёние 4е розоп, Рай, 1803, 1-4. 
Сагтоё, ТЬфоше 03 1тапвуетвыев, Рама, 1806, 1-4. 

*) Первая попытка представить геометрически мнихия зырьжения принадхежить прус- 
скому теомотру Кюну (КаЪи, 1690—1769), автора межуара: Меднанопея де дала ив 
зоактатйе сопяфтиерй:8 её таб сиа Нвадтагив ехь ев в. Мемуаръ этоть быхъ иапеча- 
танъ авторомъ въ 1750 году въ №о\! Сошшеюатй Асайеш. Зсфетё, Ппрег, Регорой, Т. Ш. 

4) Агава, Езва вог ише тоарйёге @е гергёвешеег 108 диво рава тов, дала 108 
сопатисвопв пбошёгиев. Рагв 1806, {1-8. Есть издаше 1873 г. 

5) Вы, Мешоне ваг 108 доаленев Ноаетайгев. Помфщено въ РЫПоворьтов! Тевль 
засНоп, 1806. 

2) Егансаз, Моптевих рипощез @е бёотёиЧе 4е роз Нов, © инегрейацов ввоше- 
паде `4ез вушЬо ев Плас паев. Помфщено 35 Ариаев 40 Мазбётауиев, Т. ГУ, р, 292, 
228, 364; Т. Ур. 197; 1818—1810. 
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дамь англичанина Варена №, француза Мурея?) и нахонець въ новой тео- 
метрической эзеорзы эквиполенийй, созданной профессоромъ падузьскаго уни- 
вереитета Безливитисомь въ 1882 тодуз). Правильное воззрфн!е на геоме- 
тричеекое предетавлеше мнимыхъ выражен имфль также извфетный гер- 
мансыЙ математикъ Гоуссь (баз, 1777—1855), предложивний “) символъ 
$ дли выраженя УТ. Особенно удачныл приложен!я геометрической тео- 
ри инимыхъ величияъ при изслЪдоваюи различныхь аналитическихъ воп- 
росовъ сдфлаль фравцузсый математикъ Коши (1789—1857) въ 1847 г.5), 
Методь геометрическаго представленя точки ва плоскости при помощи 
мнимыхъ выражен! англйенй геометръ Гимилтюнь обобщиль къ алгебрам- 
ческому представлен ю точки въ пространств. Методь этотъ получиль наз- 
ван: метода кватерненовь °). Упоманемъ еще антличанъ Пикока, который 


въ евой „Алгебрь“ 7) занимался символомь (А и Греори (1815— 
1844), который въ одвомъь изъ овоихь мемуаровь предложиль особенное 
геометрическое представлен для мнимыхъ количествь 8), Оригинальное 
теометрическое представлене мнимыхъ количествъ даль еще современный 


$} оп Рагтен, А Ттедыве оп Ше беотеф ся! Кергезещаюл оЁ пе Здиате Воо 
оЁ МеваНте ОовайНев, Сашьчаке, 1828, ш-8. Дальнёйшее разве своей теор азторь 
дать въ РЫЙоторыся ТтадвасНон за 1829 г. рар. 241—954, 389—859. 

3) Моштеу, Ъа стае бпбоме 4ев дала пбрайуез её 4е5 циал Иа рубеланев ниа- 
дтайез, Ратв, 1824, ш-8. Шесть издаше 1861 г. 

3) Вейазиь, Меюйо 4еПе едфоПеняе (См. АаваН ее зоепте 4е] тебпо Гют- 
Багдо-Уевыю, Т. УП, 1887). —Зровеюпе 4е1 лезодо 4е\е едшроНете (См. Метоне деНа 
Зослее, Тапа 4еЙе зоели', Т. ХХУ, Модепа, 1854). Посльднее сочинеше существуеть 
во француз. переводё: Ехромцой 4е а тёеьоде 4ез едшройеисев раг 6. ВеЙдуЫв, ‘тадий 
раг Бава, Рамв, 1874, ш-8. 

*) О икимыхъ величннахь Рауссъ упонинаеть мимоходомь, товоря объ составныть 
количествакъ. Онъ говоритъ, что если величины положительныя и отрицательныя отечиты- 
вать ло горизонтальной инфе на право нна лво, то мниныя величины сяфдуеть отечнты- 
вать но изиразленю периендикулярному. Сы. бо\иивсвее дееф газа Апгешев, даг 1881, 
56. 61, 8. 625 и Твеома гемиогит Мчиядгайсогит, Сопишешацю 2-е, @5ёЫарае, 1882, 
88. 18, аге. 88 её 39. 

5) Самейу, Ва 1ез чаатебв сбомеЫЧиев; См. Ехегссев @’Апайуве её @е Реузане 
ша цие, Т. ТУ, 1847, Рас, рав. 157—180. 

*) Нато", Оп Опабегоюль, ог оп 8 пез Зушет ор Тиавшанев ш АЛпебта, См. 
РийозорЫса! Мазашие, 1814, 1845.—Оп БушроНем беошееу, См. Тве Саш де ап4 
Рав Мафвем. Тоигиа!, 1846, У]. 1; 1847 У, П. — Наиииов, Гесбигев оп давйегиюрв. 
ОоЫй, 1953, ш-8. 

7) Редеос®, Ашейга. Саш ., 1842, 11-8, 

®) бтероту, О ще Четещагу руйройрев ой Ве аррИеаНов оё а1щебтыюа зутьоя 
№0 веотему, Помфщ, въ Сашьт ке Мабвешацеа! Зошгоя!, Т. ПП. 1841. —Лальнфйшее раз- 
зиме своей мысли Грегори прложиль въ сочилен!и: буерогу, Екешрев о Ве Г гев. ава 
Тиедта! Омеш!ов. Саша. 1841, 1-8, 
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фравцузоый геонетрь Мари '), съ помощью котораго онъ легко объясниль 
перодичность не только интеграловъ простыхь, но и кратныхъ. 


Изь новаго метода проэкщй Понселе, новаго воззрьшя на геометри- 
ческое значене инимыхь выраженй, „Геометри положения“ Карно воз- 
викла новЪйшая синтетическая геометря. Предметь ея изслёдоваый ка- 
сался въ ночаль только общихь проэвтивныхь евойствь фигуръ, впослВд- 
сти въ нее вошли также изсдфдованя непроэктивныхь- метрических 
свойствъ. Посл Понселе французой геометрь ИТаль (1793—1880) и н%- 
мецый геометрь Итейнерь (1796—1863), незавненмо одинъ оть другаго, 
положили основав я новой синтетической геометрии, опредЪливъ отноше- 
зня существующя между проокщей двухъ фигуръ, независимо отЪ ихъ пере- 
левтивнаго положеня. Уеловя эти легли въ основане ихъ теор. Труды 
этихъ двухъ геометровъ составили предметь мвогочисленныхь ихъ сочине- 
в и мемуаровь, изъ которыхъ болЪе важны „Высшая Геометрн“ Шаля 2) 
й „Геометричесвля построемя произведенныя ври помощи неподвижнаго 
круга и прямой лиши“ Шхейнера 3). Въ другомъ сочиненш „Систематичес- 
кое развите взаимной зависимости геометрических образовъ" 4) Штейнерь 
излагаеть евои геометрическая возр ня и подробно разбираеть нЪкоторые 
изъ методовъ новфйшей геометрии, кахъ напр. двойственность, проэктивноеть 
и др. Около того же времени Геонетрию положен!я разработываль нмецей 
геометръ Ийнаутдь (1198—188.) авторъ сочинения „Геометр:я положеня“ 5), 
содержащее много интересныхь изслфдован!й. Весьма много интересныхь 
теометрическихь вопросовъ было рёшено иташанскимь геометромъ Лёаске- 
Рони (1750—1800), изслфдовавшимъ цълый рядь задачь, которыл онъ рб- 
шилъ въ своей „Геометри цвркуля“ тольхо съ помощью круга °). 

Новый методъ, знесенный въ изслЪдовавя геометрических» вопросовъ, 
даль самые блестяще результаты въ рукахъ тавихь гевальныхь математи- 


1) Мазиийет Маче, Тьбоме @ев Хопефопв дев тата ев пиаршатев. Т. Г-Ш. 


Раз, 1874—16, 12-8. 

2) Съомея, Ттазё де бботёне Зирёйецге, Рам, 1862, -8. 

5) бриг, Ле цдеошенерев СолаыиоНопен апавеГ и пе] ег дегадел мые 
пп етеш Чемеп Бтевев. ВохНа, 1883, 15-8. 

«) Зетег, Зуметьывсйе Еаиокеших бег АБЬблрщКейе веошевчесьег бемаНей уоп 
етапйег, шй ВегпойзЪЫвиии @ег Афейел афог цв пешег беотевег Фбег Рогишел, 
Ргозесцонь-Менойел, беошеыце ег Гаде, Ттапачетвыеи, Фив МАе ци Весртосй, пой в 
. ВегНа, 1882, ш-8. Сочинеше это дожино было состоять изъ дяти частой, но вышла 


въ овфть только первая часть. 
5) аи, беошене @ег Таде. Хатабегр. 1841, 1-8 Вейшгёре лиг беощейче @ег 


Еаве. Ней 1--2—3, 1856—60. Маклеги, 10-8. 
&) Мазейегот, Та веошефча 4е] сотраззо, Раза, 1797, -8. 
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ковЪ, квкЪ Шаль и Шчейнеръ. Методь этотъ способствоваль много растти- 
реншю границъ геометрическихь изелфдованй. При этомъ зам тимъ, что 
большую часть своихъ теоремъь Штейнеръ далъ безъ веякихъ доказательствъ, 
& приводить лишь ихъ сущность, между этими предложенями ееть весьма 
сложныя; ихъ доказательствомь впослЪдетв и занимались мвог!е геометры. 
Изъ болЪе выдающихся сочиненй по Геометри подоженя укажемъ на со- 
чинене германскаго геометра Рейл, вышедшее въ 1868 г. '). 

Быстрое развие синтетической Геометри оказало также вшявше на 
дальнЪйшее разви\е Аналитической Геометрии. Явилась необходимость анали- 
тическато толковалйя новыхЪ началь геометр/и и новыхь воззрьншй. 'Гребова- 
лось методъ доказательствъ, усвоенный, синтетической геометрией, перевесть 
на аналитичееый языкъ. Этому оказаль важную услугу нёнецей геометръ 
Плюккерь (1801—1868), завимавшийся болфе глубокимъ и веестороннимъ из- 
слёлованемъ аналитическихь уравненй, Плюккерь показаль въ 1828 №. 
зъ своемъ сочиненм „Аналитически-геометрическя развил“ ?), какъ при 
аналитическомъ изслёдованш геометрическихь вадачъ при изнфетномъ соче- 
тан уразненй видны лини фигуръ и взаимное отношеше между нини. 
Совершенно справедливо заифтиль Плюккеръ, свазавъ;: „формы моих ураз- 
ненй суть полныя представлен я графическихь построенй, въ которых 
нфть ничего посторолняго; это суть идеальныя, аналитическими екнволани, 
начертенныя фигуры“ 8). Благодаря Плюккеру Аналитическая Геометр!я е0- 
вершенно измфнилась и стала на должной степени своего развитя. Болфе 
обстоятельно были изелФдованы Илюккеромъ вривыя 3-го порадка, которыя 
онъ разематриваеть въ зависимости оть ихъ вида и формы, при чемъ дает 
полное перечислеще ихъ. Онъ наечитываеть 219 кривыхъ 3-го порядка. Геоме- 
тричесыя евои воззрьн!я Плюккеръ проводилъ во иногихь сочинешяхъ, изъ 
которыхъ болфе важны слблующия: „Аналитическая Геометрия“ *), „Теорйя 
злгебраическихь кривыхъ“ 5), „Геометрия трехъ измфрен“ *). Кром того 
Плюккеръ написаль, подобно Шалю, множество мемуаровъ чисто теометри- 
ческаго характера. 


*) Деуе, Ге Феощеёе 4ег Табе. ТЫе 1—2. Наппотет. 1866—68, ш-8. Переве- 
дено тахже на франдузек В азыкъ подъ заглашемъ: Веуе, Обошёие йе ровёюи. Раг 1—2, 
Рама, 1880—81. 1-8. 

*) Рисфег, Авайуйвеь-реошебневе Ешчскешияе. Ва, 1-1, Еввеп. 1828—31, 1-4, 

г) Рабег, Чефог Сигтев 3. Оглиов. 5. СгеШе Ва. ХХХТУ, 1847, 8. 882. Возар&- 
емъ этимъ, говорить Илювкеръ, я обязанъ Мояху. 

4) Раде, Зумет 4. Авыуйвеьер беотевие, Вей, 1885, [1-4 

&) Расе, Тьсое ег &вовгазвовей Сигчеп, Вопи, 1889, 30-4. 

) Рйсфег, Зумеш Чех беошене 4ез Вапшез, Обаве Мог, 1846, 1-4, 
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Исходя изъ своихъ воззрфв на методъ синтетической теометри 
Плюккерь и другой германсьй геометрь Мебфусь (1190—1868) 1, незави- 
вимо оть Понселе и Гергонна, пришли въ началу двойственности воорди- 
нать, какъ это видно изъ нЪкоторыхъ м%еть „Аналитически-геометрическихь 
развит“ Плюзкера и „Барицентрическаго счислекйя“ Мёбуса?). Плюккеру 
также обязаны введененъ тетраздрическить координать и сокращенно 
сяособа, который собственно въ первый разъ быль предложень француз- 
свимъ геометромъ Бобилье (Во ег) въ 1897 году 3). 

Новымъ сивтетическимь методомъ изслёдован впервые воспользова- 
лись геометры для изслфдованя хривыхЪ порядЕа выше втораго; этимъ за- 
вимались: Понселе, Штейнеръ и Плюккеръ. Въ теор этих кривыхъ 000- 
бенное значене имфли различныя присущия имъ свойстра, Къ тавимъ евой- 
ствамъ принадлежать, наприх$ръ, тавъ называемыя точки перемиба кривой, 
т. е. точки въ которыхь кривыя изм нають направлен!е своей кривизны, & 
также двойния хасительныя, т. е. касательныя касаюнцяся двухъ различ- 
ныхЪ точекъ кривой, Еще Понселе въ этихь особенностахъ думаль найтя 
объяснеше иЪкоторыхь парадоксовъ, представляемыхь методомъ взаинныхь 
поляръ. Изъ этой теори Плюхкеръ вывелъ число точекъ перегиба и двой- 
ныхь касательныхь, соотвфтетвующихь алгебраической кривой извЪстнаго 
порядка. Но нахождене аналитическимъ путемъ этого числа представляло 
непреодолимыя трудности, такъ какъ эти особенности зависили отъ различ- 
ныхь свойствъ аналитическихь уравненй, а также оть одной изъ самыхь 
трудныхь частей Анализа, именно теори эллиминащи. ВелЪдетви этнхъ 
причинъ аналитическое изелЬдоване алгебраическихь кривыхъ высшихъ 
порядковъ долгое время оставалось неполнымъ, пока не подучиль окояча- 
тельнаго своего развитя одинъ изъ новёйшихъ методовъ Анализа, именно 
теор опредфлителей, о которомъ справедливо сказаль Сильвестръ: „Тео- 
{я опредфлителей есть примфнеше Алгебры къ Алтебр®; это есть методъ 
дающЕй возможность предвидфть и связать результаты аналитическихь 
дЖйствШ, такимъ же точно образомь какъ Алгебра освобождаеть наез оть 
производства обыкновенныхь дЪйетий Ариеметики“ *), 


х) МОНив, Гег Ъагусемйвсье Са]си], вт пецев Налине гиг ара]уйзоней Ве- 
Бадри 4вг беошейце, дагвемеШе цоё шабеювеге эй Це ВИашов вешег Кавзер уов 
Ашфрарев па @е ЕоусКешия шевгегег Есеоверайел 4ег Керевсьиие водетав%, уоп 
А. Е. МОБиь, Реофезвог @ег Азвоповне за ера. Терав, 187, 10-8, 

2) Назване, „Берицентрическое счисленёе“, по словёмь Мёб1уса, овъ ввель потому, 
что методъ этоть онъ вывелъ изъ начахь центрь тяжести. „Предметь барицентрическаго 
слнедешя суть точки п численине коэфищенты яхъ", говорить Мебуусь. 

3) Ароыев 4е Мабиётайциев; Т. ХУЦЬ 1827—1828, рав. 320. 

4) Рыдов, Мад. Уо. Г. & в. Вер, 1851, рав. 295. 
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Изелфдованя Плюккера нашли также многихь посльдователей, изъ 
числа которыхь наиболве извфетны ифмецее геометры Гессе (1811—1874) 
и Клебшь (1881—1872). Главная заелуга Гессе заключается въ томъ, что 
овъ обобщиль многое въ Аналитической Геометрия. введя въ свои изслЪдо- 
ван!я опредъьлиниели. Занимаясь, на ряду съ геометрическими вопросами, во- ‚ 
просами алгебры Гесее показаль, какъ при помощи теори опредфлителей 
можно исключить одо неизвестное изъ двухъ уравнешй высшихъ степеней. 
Занимаясь этимъ вопросом Гессе дадъ нЪеколько важныхь предложен, 
касающихея этого исключеня и приложиль ихъ къ изслёдованю кривыхъ 
3-го порядка и къ вопросу какъ форму 3-ей степени отъ трехъ леремфн- 
ныхь привееть въ возможно простой форм изъ четырехъ членовъ). РЬше- 
не этого вопроса свелось на опредфлитель изъ двухъ дифференщальныхь 
коэфищентовъ 3-ей стелени, который въ первый разъ быль введень Гессе 
зъ вычислевя. Опредфлитель этоть, получивпий большое приложене въ 
геометрическихь изелфдованяхь различныхъ зопросовъ, получиль назван 
„Геевевскаго опредЪлителя“. Одновременно съ изсльдоващями Гессе, кото- 
рыя привели его къ открыт!о опредфлителя его имени, англйсв!Й геометръ 
Келле (Сауе7) въ 1845 г.?) положиль первыя основы теорйв инварантовь. 
Теоря эта получила свое назване отъ вопроса, изслЪдоваюемъ котораго она 
обязана своимъ возникновенемъ; вопросъ этоть слфдующЙ: „кавъ могутъ 
быть изъ уравненя кривой выведены уравнен!я другихъ фигуръ, которыя 
находились бы съ кривой въ такомъ неизмнномъ (шуана ме) соотноше- 
и, что ихъ проэкщи неизи®няются“. ДальнЪйшее разви е теорйя инваран- 
товъ получила благодаря изслдовавямь многихъ геометровъ, примфнив- 
шихь ее въ своихь сочинешяхь; изъ числа нхь мы укажемъ на ансличань 
Сильвестра, Салмона?), и германскихъ геометровь Клебща *), Аромольдта 

1) Неве, Сефег @е ЕНнипаН от Чег Уаг. 08 фт! а. Сесицоден уст 2-4ев та 
шИ зе УегодегИевер.— Фефег @е УУепдеравкие ег Сигуе 3, Огавиае. Си. довг. СгеЙ,, 
В4. ХХУПЬ 184, 8, 68, 97, 

2) Изсльдоваяя Келе составляютъ преднеть цфлаго ряда (десяти) мемуаровъ полъ 
затламемь „Ороп @лан сз“, налечеланныхь въ РЫПоворВ. Тгамв. въ пер!одъ 1856—79 гг. 

*) бафтоя, Туеаиве ой апа]уйе беошейу. Голов, 1848. 1-8. Послёдуюня изда- 
з|я озатлавлены: Зарноя, Ттевизе ов Соше ЗесНоя. Сочинене это выдержало шесть изда- 
в, изъ коихь послёднее (6-е) вышло въ 1979 гоку. Сочннеше ото пользуется вполнё эа- 
служенною извфетностью и пероведено почти на веф европейсые языки. Переводь на рус- 
с языкь одфявит яами зъ 1860 году и намъ принадлежить лервымъ честь перевода этого 
сочиненёя на иностранный языкз. Переводъ нашь озаглавлень „Коничесвя Сёчены“, СПБ. 
1860, ш-8. Изь другихь сочинен й Салмона укажемъ еще Аналитичесную Геометро трехъ 
измфренй: бифноя, Тгезйве оп 4пе впа1уне Сеотему о{ ЗНтее дитенноня. Гоби, 1861, 
10-8, и ив его теорю кривых: байион, Ттемше оп Шарег Рапе спечев, Пой, 1852, 
31-8. Вов эти сочиненя выдержали по ифеколько издан н читаются математиками съ 
нользею и въ настоящее время. 

4) Изъ сочиненй #лебше наиболфе извфстны: СЛебзсй, Уомевилуеи б\ег. беошебче, 
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(Атоппо4И, Гордана (ботап} и многих другихъ, ЯвжВе Гессе показать. 
что его опредфлитель днеть возможвость найти нъ каждой кривой другую 
Бривую, связанную съ первой извфствыми усломями. Кривая эта получила, 
виослёдетым навваше „кривой Гессе“ 1), Изъ числа чисто геометрическихь 
вопросовъ рёшенныхь Гессе укажем на слфдуюний: даны 9 точекъ, опре- 
дВляющихь поверхность второго порядка, требуется найти 10-ю точку этой 
поверхности? Вопроеъ этоть быль предложенъ Брюссельской Академей въ 
1825 тоду, по долгое времл оставался нерфшеннымъ, пока не было дано 
рытеви Гессе въ 1343 году *), Вопросъ этотъ въ геометрии трехъ измренй 
тоже что задача о нахождеши 6-й точки коническаго с5чен!я по даннымь 
пяти его точкамъ, Послфдняя задача, какъ извфетно была ршена еще 
Паскалемъ, при помощи его знаменитато шестиугольника. Ршен!е данное 
Тееее чисто синтетическое. Замфтимъ здЪсь, что еще ранфе Гессе, въ 1836 
году, Штейнерь предложиль два рьшеня этой задачи, 


Многя интересных свойства хривыхъ высшихь порядковъ были из- 
слёдованн съ аналитической точки зрьв!я италанскимъ математикомъ Куе- 
моной, натиеавшимъ по этому предмету пфлый рядъь сочинен!й 3), ДальнЪй- 


Низв. у. ТАпйетапи. Ва. 1—П, Бара, 1876—1711, ш-8. Существуеть также французское 
яздане этого калитальнаго сочинены. Полное заглаше его; Гесорё выг 1в пботбье, раг 
АНгеЯ СЛеБзей; гесаеЙНев о сотр вез рак Ё, Мпёетапь, Чтаанез раг А. Веповь. Т. 1. 
—Ттьнв ев зесйоп8 союуиев #6 Нигедченой а 1а обоме бов Гоглез „ебычуиез; Т. И. 
Сошфев а1аёБНЧиев еп дбабга] её сошгбез фа говёше огаге; Т. Ш. — Пивета]ев а 8 
ев её соонехев. Рашь, 1979—80—83, ш-В. Лекши Клебща были изданы уже послв его 
смерти однимъ изъ его близкихъ друзей проф. Линдемамонт, Въ составъ изданнаго курса 
Апалитической Геомотры вошли левцы, читанкия Клебщень въ Геттингенекомь унинер- 
ситеть въ лётше семестры 1971 и 1872 года к анив семестръ 1871.-12 г. Подробный 
обзорь ученой дьзтельноств Клебша лонфщень зь Мыфеш. Апиа, В. УП, 1874 я 66. 
Чпдег Масвг. 1872. 

1) Изь трудовь Тесее бодбе навФолны: Незие, Тоцехиовеи @бег @е Араумьсье бео- 
шенше 4ез Кашия. Гефие, 1861, м8, _Моззе, Апаушасье Феошейче @ег дегафер Гл, 
аез Риз ип Чев Кгевеь ш 4ег Ебене, Геёрейь, 1865, 1—8, Кром того онъ нашисаль 
еще: „\Чег УоМезанрей вла д6г Апайуцесбой Сеошебие“ (Сы, Денасьт И Рог Мавет, пай 
Рьуик, Тантз. ХП).— „ЗНеБел Уопевинвей апз ег АзувеВеп беощейте дег КерезеБа ие“ 
(Сы, Денвов, Е Маь. ипа Руж, дайги ХХ и аЬгё. ХХ). Кром того онъ наиисаль 
хо 50-тк немуароэъ по Геомегрии, 

2) Ноззе, ОвКег @® СопатисМол ег ОБегсье 2. Огдпидв, тол таеен фенНеБе 
9 Ришке кебефел вш4. Сы. Фоиг. Сге., Ва. ХХТУ, 1842, В. 86. 

2) Главный изъ его сочимекйй; Скетона, Шшёгодия. ай ов, вот, веотленг. 4еШе сшече 
рае, Водла, 1862 -4,_Ргеншаан &1 при Чеома беош. @еПе зирегйще (41 10 2 ог4.), 
Вообта, 1861, 1-2, 
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шимъ успбхамъ Аналитичесвой Геометри также много способствовало 
зведене въ изслЪдован!е однородныхь и трилинейныхь координатъ. На 
деълнЪйшее развие Геометри также оказало не малое вшяне примф- 
неше при геометричеекихь изелфдовашнхь транецендентныхь функций. 
Такое примфнене было сифлано съ особеннымъ усифхомъ Клебщемь въ 
1868 году 1). 

На ряду съ синтетической Геометрей возникла еще новая отрасль 
Геометри извЪетная подъ: именами: „минмой“, „воображаемой“, „иантеомет- 
Ми“, „теометыи высшихь изифрев!й“, „гинергеометри“ и т. п. Первыя 
основы этой новой отрасли геометрическаго изелъдоваюя, были положены 
нащимъ соотечественникомъ Николаень Изановичемь Лобачевекимь (1798— 
1856), занимавшимь мфсто профессора въ Казанскомъ уняверситетв въ пе- 
рюдъ времени между 1816—1856 гг, Систему свою Лобачевекй изложилъ 
въ сочинен!и „Воображаемая Геометря", напечатанномъ зъ 1835 г.2). Одно- 
временно съ Лобачевекимьъ тфми же вопровами занимались венгерсые мале- 
мативи Болен, отець и сынъ (1175—1856, 1802—1860). Изслдоващя Во- 
лея-отца были напечатаны въ 1829 и 1851 тг., а Болея-сына въ 1833 г.2). 
Въ настоящее время „Мнимая Геометрия" и вообще обобщене различных 
геометрическихь вопросовъ, касающихся пространствъ бол№е трехь изм%- 
рен, занимають многихъ геометровь и составляеть предиеть многочие- 
ленныхь мемуаровъ и изсллованй, въ которыхъ трактуется о проетрам- 
ствахъ многихъ измфренй. Основное свойство или положене въ геометри 
Лобачевокаго состоить въ томъ, что сумма угловъ во всякомъ треугольник 
менфе двухъ прямыхъ угловъ. Исходя изъ этого начала онъ доказываеть 
много занимательныхь предложенй. Изъ натематиковъ настоящаго време- 
ни, занимающихся „Мнимой Геометрей“, названной въ послфднее время 
также „Неевклидовекой“, въ отлич!е отъ геометри Евклида, т.е. обыкно- 
венной, входящей въ составъ гимназическаго куреа, наиболёе извЪетиы 


1) С&зер, Церег @е Апчепёшав @ег АреРасней РипсНопер {в 4ег Феощейче, См. 
Зои, СлАЬ,, Ва. БХШ, 1863, 6, 53. 


*) Напечатьно въ ученыхь запискахь Казанекаго Унизер. ки. 1, 1835 т. & также въ 
Тошгиа] СгеПе, Ва. ХУП, 1837. Кромф этого сочинен{я онъ написалъ нёеколько другихъ, 
относящихея къ тому же вопросу, изъ иихъ главное: Рапобот ®Ы4е оц рубов де дботёые 
Фолёе виг ише боше дбпбга]е её Гщоигеиве 4ев рагаПез. Казот, 1856, 71-8. См. также 
полное собрае сочиневй по геометрии Н. И. Лобамевекаго. Издаше Императорскаго 
Казанскаго увиверситета Г. 1—П, Казань, 1888—86, ш-4, 


*) Интерееное изслёдоваше Болея-сына переведено на фракпузскй лзыкъ Туолемь 
нодь заглашень [а збедее абвоше де Реврасе ш@ёредалие 4е 1^ уёгИб ор де 18 виввеве 
йе Рахюше Х] ФЕдеНае есь, раг ева Во]узй, Рагв, 1868, 1-8. 
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труды: Безипрами 1), Клейна ?), Риманна (1896—1866) *), Фриигауфа *), Бу- 
няковското 5) и многихъ другихъ ‘). Даль е теомстры обобщили поняте о 
пространств трехъ измфрешй и стали разсматривать и изслдовать прос- 


® рений. К; 
в ВзиЪренй. Конкретное пред- 


транства четырехъ, пяти и взобще юж, - 
ставлене такихъ пространствъ недоступно нашему ионимавю, еъ геоме- 
трической точки зрфвя, но еъ аналитической вполиф возможны и подле- 


жать математическимь изслёованямъ. 


Выходя изъ предфловъ нашего предетавленм нри помощи Геометри 
высшихЪъ измфрейй рЬшаются вопросы повидимому совершенно незвозмож- 
ные, лишенные здразаго смысла, какъ напр. выворачиване вполнЪф замкну- 
таго тфла, въ родф шара, эляипеоида и т. под.; основывая свои разсужде- 
я ла авалоги и исходя изъ свойствь тёлъ трехъ изыфренй многе гео- 
метры, теоремы, имбюц{я мфото въ нашемъ пространств, обобщили и на 
пространства выешихъ измфренй. Въ послфднее время германсве геометры 
РудельТ) и Дюрежь?) изелфдовали нЪкоторыя свойства тЪль болфе трехъ 
измёренй. Дюрежъ показаль, что для тёль въ пространетвЪ четырехъ, пя- 
ти, шести и т. д. изыбренй, соотвЪтствующимъ нашимъ млогогранникамь 
также существуеть теорема Эйлера, выражающая зависимость между сто- 
ронами, ребрами и углами многогранника. Какъ частпый случай изъ общей 
формулы для тЬла и измфрей онъ выводить формулу Эйлера. Американ- 
св! математикъ Нокомдъ*) рЬшиль задачу о выворотВ бочковидной фи- 


*) Ваьапи, Завею 41 Пиегргешиоте ее беотей поп ЕисЫ4ев. Маро, Сиог- 
ще &{ Маютайсве, 101. У, 1868. 

2) Клее, беъег @1е зорепапие МЫ -ВлЕНансье @ ‘отебче, См. Мао. Аппа вр 
Т, 1У, 1871; Т. УТ, 1878; Т. УП, 1874. 

2) Ветаия, ейег {Ве Нуробевев неойе Чег беолефие таг Стипе Неб-ю. На 
ЧайопаесЬИй топ 10 ий 1854. АБьза@апцей дет Кола! безезеь, хо Сб6й щен, Ва. ХШ. 

&) Ебфшиу, АБзоние беотене пас 1. Войуз. Тецийе, 1872, 1-8. — Еешеле 
ет Абзонцей беотеше, Тюрайв, 1876, 11-8. 

5) ВомиойоВу, СопзчавтаНова зыг диечиев ваша в ЧЕ ве ргбвешет дав 109 
сопаёгисболв @› 10 бботбы{е поп-еисНелие Ом. Мётовев @е РАсай. 4е 54, Рег, 
Зейе УИ, Т. ХУШ, 1872. 

®) Осковныя начала „Неевклидовокой Геошетрии“ изложены нами яъ сочиненя „На- 
чала Евклида“, Куовъ, 1880, 11-8, Сы, отр. 1—80. 

т) Вива, Уош Когрег №6 ‘тет Онпелзюпен. Вейеёде хи деп Жетещей ешег #— 
анперчовлев беошеыйо. Кавегыаиеги, 1882, п-—8. 

в) Пигдще, Чеуег Кагрег той Чет. Пилепзюпеи, 812, 4ес ®, К. АБаа, бег УИазеа 
зовайев зов УНел. Ва. ГХХХИЬ И АМЬ. МаЪНей, Уабте. 1881. 

%) Меюоть, Мою ов в ав о ТтвозРоттаН ов эВ Зигфасев шау цадегао а 
расе оЁ шоте ап Фтге @ртеюзроцв, См, Ашенсаа Уоцгьа] оЁ Мафвешанс. Т. 1., рая, 


1—4 1818, 
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туры безъ разрыва или разрфза частей. Въ послфлнее время известный гер- 
мансьый математикъь Бальцерь въ своей „Аналитической Геометрёи* 1} также 
внелъ нЪкоторыя обобщеня, основанных на введен въ геометрическое из- 
слВдоване пространства в измфренй. Но зауБтимъ адфеь, что выноды Дю- 
режа основаны только на аналоги и на обобщени извфетныхЪ свойствъ, 
присущихь только нашему пространству, Съ авалитической точки зря 
такое обобщене возможно, но съ геометрической — реальной, таюя обобще- 
ия представляютъ несообразность. Въ вастолщее время вопросы эти, ‘кавъ 
мы уже замфтили выше, завимають многихъ геометровъ и предстаеллють 
обширное поле для абетрактнаго мышлешя человфческаго ума. 


1) К, Выше, Аубьсье беощейто. Гери, 1883, 1-8, 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 
Аналитическая Герметр(я дзугь изыфрении, 


ГЛАВА 1. 
Методъ коордунатъ Декарта. 


$ 1. Аналитическая Геометрёя есть методь съ помощью вотораго каж- 
дая геометрическая задача облекается въ алгебраическую форну, & каждая 
кривая или поверхность выражается алгебраическимъ уравненемъ. Такъ 
кавъ геометрически задачи отнесятея къ сиележВ точекъь въ конечномъ 
или безконечномъ чиоль, въ этомъ поелфднемь случа точки образуютъ 
поверхность или кривую линю, то необходимо имфть снособъ съ помощью 
котораго возможно бы было выразить точку, иа плоскости или въ прое- 
транствф, числами. 

Методь этоть принадлежить Декарту; приложенный къ геометрия на 
плоскости онъ носить назвав!е: Аналитической Геометрфи двуть изноренй 
мли просто плоской, в приложенный въ геометрм въ пространетв® носить 
назване: Аналитической Геометрйи трехь изниренй. 

Заыфтимъ при этомъ, что Декарть свой методь приложиль тольЕо 
хь плоской геометрии. 

Методь Декарта рфзко отличалея оть зоъхь методовъ до него упо- 
треблявшихся; онъ самъ 0 немъ говорить, что съ помощью его можно 
рЪъшить воякую геожетрическую задачу, то есть по извфотныиъ опредфлен- 
нымъ правиламь можно найти алгебраическое выражен!е, которое соотвЪт- 
ствуеть искомому результату. 

$2. Вь чемъ-же состоить этоть методь? Методъ этоть состоить въ 
томъ, что важдая точка на плоскости опредфляется двумя числами слёдую- 
щимь образомъ: 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТЫЯ, 


2 ГЛАВА 1,— МЕТОДЪ КООРДИНАТЬ ДЕБАРТА, 


Проводятъ на плоскости двф прамыя, для простоты, подъ прямымъ 
угломъ (фиг. 1), которыя называють: координотными осями, & точку ИХЪ 
Фиг. 1. пересфчен!я-начамомь координатеь. Пусть 
и таыя прямыя будуть ХХи УР, точка ихъ 

” пересфчен!я или начало координать 0. 


Прамая ХХ называется осью абсцисс, 
& прамая УУ--0сью ординать. Условимея 
теперь оточитывать по оси абециеь ХХ 
оть точки О вправо, по принятому иасшта- 
бу, положительныя числа, которыя всегда 
будемъ означать -|-2, а вяЪво отъ точки 0, 
по той-же прямой, булемъ оточитывать, по тому-же масштабу, отрица- 
тельныя чиель —х. По оси ординать УТ, начиная отъ начала О вверхъ, 
будемъ отечитывать положительныя числа и, а внигь отрицательныял 
— у по тому-же масштабу, Легко видфть, что съ помощью этого условя, 
хаждой точкф на плоскости принадлежать два числа, которыя получатся: 
одно на оси абециссъ, & другое на оси ордиватъ, если изъ взятой точки 
на плоскости опустимъ перпендикуляры на ХХ и УТ, Таковы точки 
А, Аз, Аа, Аа, которымъ соотьфтетвують числа: --х и {у дя 4, 
—жин {у для А, —ти —у для А, и наконецдь -х и —у для А.. 
Обратно, каждымъ двунъ даннымь числамъ, какъ абоцисса и ордината 
точки, соотв тетвують точки на нлоскости, когда изъ точекъ соотв тетвую- 
щихь числамь ка ординат и абедиссь возставимъ перлендикуляры; ле- 


ресфчене этихъ пернендикуляровь и будеть соотвфтотвующая даннымь 
числам точке на плоскости. 


Точки соотвфтетвующя числамь: х=0, у==0; х==--а, у=0; 
2—0, у=Ь @, у=0; х=0, у=—ф суть (фиг. 2): начало 
координать 0 и точвм 4, Д., 4, А.. 

Фиг. 2. Вм\фето того, чтобы писать точки х==а, 

Уд у==ф мы будемъ писать просто (а,5). Ся%- 

х довательно значеня (3,5)}, (—8,—5) ит. д. 

будуть означать точви, коихъ абециоеы суть: 
-3, —3,-.., а ординаты 5, —5,.... 

Мы взяли за координатныя оси двЁ 
перпендикулярных прямыя, но можмо взять 
и прямыя наклоненныя подъ произвольнымъ 
угломъ. Въ этомъ случаф, вкфето перпен- 
дивуляровъ, изъ точекь на осяхь, должно брать ва координаты точки, 
лин параллельнныя координатных осямъ, 
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Въ первомъ случа говорять: прямоуюльная систена хоординазть, & 
в0 второмъ-—косоуюльная гцетема коврдинать. 

Замфтимъ еще, что мы будемъ всегда обозначать воординаты точки, 
которая можеть принимать различныя положешя на плоскости, то есть 
описывать какую нибудь лино, черезъ (х,у), & координаты точекъ дан- 
ныхь, фиксированныхь на илосности, черезъ (2, и), (ину) кт, д. Пер- 
выл мы будемъ называть перемьнными, а вторын— постоянными. 

$3. Полярныя координиты. Исть еще другой способъ опредфлять 
Боложеще точки на плоскости, именно: ея разстоящемъ отъ данной точки, 
нрииятой за качало, которую называють иолюсомь и угломъ который это 
разстояне составляеть съ даиною пряною, проходящей черезъ полюсъ. 
Пусть давная точва-полюсъ--будеть О (фиг. 3), данная прямая ОА, 

Положене точки Р опредёляется Фиг. 3. 
разстоянемъ ОР-=7, которое называется 
радбусомь вектором», иугломь РОА-= $. 
Радусу г дають опредзленный знакъ, & 
уголь ф измвняють отъ 0° до 360%, чтобы 
хаждой точкЪ на плоскости принздие- 
жала единственная пара координехь (>, 4), 
Такая система координать назызаетея 
` полярной. Условились углы отечитываемые отъ АО но направленю стрёлви 
принимать за положительные, & отечитываемые оТтЪ АО въ противуно- 
ложномъ направлени 8 отрицательные, Утлы оть АО въ об етороны 
могуть возрастать отъ 0 до {<> иди — ©, 

$ 4. Ращимъ, съ понощью методи координатъ, мфкоторыя простыя 
задачи, которыя намъ будуть необходимы впосхЬдотв и. 

Задача 1. Найти выражен для раз- фиг. 4. 
стояня точекъ 4, и А., коихъ воорхи- х 
наты, отнесенныя къ прямоугольнымъ осямъ, 
суть: (аи), (а, у 

Рьшене. Пусть данных оси ХХи ТУ 
(фиг. 4), данныя точки Ау и А., коихъ Ео- 
ординаты (21,9) и (2, 2}. Проведемъ пра- 
мую А.Л) параллельно абсцисе, 

Изъ прямоугольнаго треугольника 
А А.Р мы инфемь: 


АА =. + Аб 
|: 34 . 
А4=г , 42=06-0Е ‚ Аф=4.а—@вр=4.6—4Е 


ОЕ , = , АЕ=ёи , 4@=т 
г 
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подетавляя, найдемъ: 
др (ага) , Фи) 
откуда: 
(ив Е и- а) 
Извлекая корень квадратный, найдемъ: 
Ими й 
Если въ уравиенн (1) отбросинъ ум и зу значки, то ееть сдфлавмъ ихъ 
неопредфленныхи, то уравненве (1) приметь слБдующЙ видъ: 
. абы (уф 


изъ которато видно, что точка, координаты которой (х, у), лежитъ на окруж- 
ности круга, коего радрусъ х, а сльдовательно уравнене выражаетъ окруж- 
ность. 


я 


Если точка 4, будеть лежать въ началь координать, то хз ==0 
и 3 =0. СлЬдовательно уравневе (1) приметь видъ: 


р @® 
и выражаеть разетолне точки (2, у), находящейся на окружности круга 
радлуса х, огь начала координать, въ котороиъ лежить центръ круга. 


Если оси будуть косоугольныя и уголь между ними будеть «, то 
легко видЪть, что: 


дж (Ию? Ха) в) ово (3) 


откуда: . _ 
и У (и — 5-Е ив 2 — 24) (а —и)созю 
Вь предъидущихь выраженяхЪ радикалу нужно дать положительный 
знавъ, такъ какъ дфло идеть объ абсолютной величин разстоль!я. Если 
Фиг. 5. въ уравневи (3) отброеимъ уж и у значки, то 


У „А получимъ уравнен круга, отнесеннаго Еъ косоу- 
тольной системВ координатъ. 


Задача 2. Даны двф точки на плоскости: 

(1.1) и (2,4), найти на прямой, соединяющей 
эти дзЪ точки, коордипаты точки, которая дЖ- 
х лить разстояе между данными точками въ ден- 


т 
номъ отвошевни — $ 
п 


Рищене. Пусть даниыя точки будуть А: и А» (фиг. 5), ихь коор- 
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дипаты (м,у,), (2,4); искомая точка пусть будеть А, ея воордина- 
зы (5, у). 

Проводя черезъ точки А и А: линм АВи А.П паралдельныя въ 
оси ОХ, через точку А, прямую АР параллельную оси ОТ, мы кайдемъ: 


АА _Аб_т 
445 бр в 
:0Я 
46=ЕР=ОР-ОБЕг—м 
в я 


Ср=Еа=0@—ОЕ=а,—& 


подставляя эти выраженя въ предъидущее уравнене, найдемъ: 


Ен 1 _*® 
ж— пт 
откуда имфемъ: 
аа -рть 
= "АСИ. 
вт 


Такъ какъ между и у иЪть разницы относительно координатныхь осей, 
то можно прямо написать и выражене для у, оно будеть: 


— т 
эт 


Сокращая предъидунйя выражешя для т иу ная и озналая отноше- 


от . 
ве „_ черезъ \, найдемъ: 


—а-м им 
РЕЕ ТА (4) 


Если искомая точка должна дЪлить внфшнее разстояше между данными 
В „В 
точкани въ томъ же отношения . =), то процесеъ подобный предъиду- 


щему приведеть къ формуланъ: 


ОА 
1— © 


Изъ этихъ двухъ выражешй для хи у видимъ, что для точевь, лежалихь - 


т 
между точками А; и 4, отношеше Ра или % есть величина положитель- 
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ная, а для точекъ лежащихь вн 4; и Д;, это отношене есть величина 
отрицательная, 

Замфтимъ, что уравненя (4) и (5) инфють мфето и при хосоутоль- 
ной систен® коордикатъ, тавъ какъ подоб!е треугольниховь А. АСи 414.0 
независить оть наклоненя осей. 

Давая въ формулахь (4) величин® ) вс возможныя значеня, мы но- 
лучимъ координаты всфхъ точекъ, лежащихь на прямой, проходящей че- 
резъ точки 4, и А‚, коихь координаты суть: (1,и), (12ьу). Изъ веЪхь 
вначенй \ оть — оо до со едивствениое \=—1] дфлаетъ координаты 
г ку равными безконечности, & это повазываеть, что прямая имфеть одну 
только точку лежащую ка безковечнссти. Межлу тЪиъ по форм прямой 
хазалось-бы, что на прямой есть да безконечно уделенныя точки-—одиа, 
въ одномъ направлени, а другая въ противуположномъ }). 


Пр. 1. Найт разстояне между точками: (8, 4) и (5, —6}? 


Отв. 341. 
Пр. 8. Найти длину сторонъ треугольника, коего вершины суть: (2,3); (4, —5); 
(--3, —6? 


Отв. ИВ, И50б, И108. 
Пр. 3. Найти координаты точки, дфаящей пополамь разстоян!е между точ- 
хами: (21,4.), (2..5)? 


Отв. == 
” 2 


Пр. 4. Найти координаты срединъ сторонъ треугольника, коего верлтины суть: 
(2, 3; м, —5}; (8, —62 


1 и 1 3 
Оте, в, —1 (5,3); (5-1). 
Пр. 5. Найти координаты точья, дежащей ва одной трети разстоямя между 


точками (2,3), (4, —5) баиже къ перрой? 


8 


1 
Отн. ==, у=Ъ. 


Пр. 6. Координаты вершинъ треугольника суть (л:.у;): {туз}; (ть.уз), пайти 
кооряннаты точки, лежащей на одиой трети. прямой, соединяющей вершиву треуголь- 
никз съ срединой противуноложной стороны, считая треть оть этой стороны? 


Отв. #— асы ‚ у= чи . 


2) Это заключеще можно вывесть изъ опрехфлешя прамой: что примая есть такая 
зан, которая впожнф опредфляется двумя точками. Такъ вакъ прянемвется. зто да парад- 
дельныя прямыя дин пересфкаются на безвонечности, то, ныфа на бежонечвости дьё 0б- 
щуя точки, он бы совыботилясь. 
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Такъ какъ въ эти выражейя коордияаты (2, у), (2,9,), (у) входять оди- 
НАКОВО, то изъ этого заключаемъ, что три тая примыя пересфкаются въ одной 
точЕВ. . 


Пр. 7. Какая нибудь изъ сторонъ треугольвикь рездлена въ отномени зт:т, 
& лин, соединяющая эту точку съ противулежащей вершиной, раздлева въ отво- 
щен (% -- 20, найти координаты этой послёдней точки? 

аи, —_ нету вуь 

Отв. <= рии» = ея 

$ 5. Задаче. По даннымъ координатам (я. и), (22,2), (ху) вер- 
шииъ треугольника, найти его площадь? 

Рьшене. Пусть координатныя оси бу- 
дуть ХХ и УУ (фиг. 6), начало О и треу- 
тольникъ 4; Аз Аз. 

Площадь прямоугольника 4; ВСП, оче- 
видно, равна произведеню: (2—2. )( и}; 
если оть этой влощади отнимемъ площади 
трехъ треугольниковъ 4, ВА», АО А, АША, 
койхъ площади суть: 


буидб-и) , убив), бад) 


то получимъ искомую площадь: 


оби -дби--и)— быти) и) — буди 


1 
8 (ит) и) 
откуда имфейь: 


2 уу) ии) Ри —№) 


Выражене, которое можно изобразить въ видв опредфлителя: 


дв 1 


Если А ==0, то это будеть услоше, что три точки (21,1), (хз, 3), (вв, 8) 
девать на одной прямой лини. 


8 ГЛАВА. П.-АЛГЕВРАИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХЪ мъетъ. 


$ 6. Задача. Найти разстояве между двумя точками, коихъ поляр- 
ныя координаты суть: (и, 9), (о, 2? 
Фит. 7. Ришене. Пусть (фиг. 7) ОР=к, 
00= и мяы АОР=ф, а 400 =. 
Если разстояне РФ означимъ черевъ 
©, то легко видёть, замфтивъ, что уголь 
А РОФ = 9: — фи, Что: 


29. + 7 — 2193 608 (2 — $1). 


ГЛАВА ИП. 
Алгебраическое предетавлен:е гесиетричеснихь ифстъ. 


87. Какал бы нибыла выбрана система координать всегда необхо- 
дико имфть дв величины для опредфленя положеня точки на ллоско- 
сти, то есть необходимо имфть два услошя или уравненя. Если-же будеть 
дана одна только изъ этихъ величинф или одно условше, то существуеть 
безконечное число точекъ на плоскости, которых» положеще будетъ удов“ 
летворять данному условю. Совокунность такихъ точекъ представяяеть 
кривую лишю или зеометрическое место, 


Для пояснешя сказаннаго возьмем ифекольво приифровъ: 


Пр. 1. Пусть будеть дано одно услое х=а. Координата у остается 
неопредвхениою. 

Еели черезь точку, лежащую на оси Х на разстояня & отъ начала, 
координать, проведемъ прямую параллеленую ови У, то вс точки этой 
прямой будуть удовлетворять уравнению: 


ха 


такъ какъ воф онф находятся на разотояыи а оть оси У. Слфдовательно 
проведенная прямая есть теометрическое мото точекъ. находящихся ла 
разстояви а оть оси У, коего алтебраическое предетавлене есть уравие- 
не т==а. Очевидно, что уравневе у-=Ь, представляеть прямую нарал- 
лельную оси Х, проведевкую яз разетояни $ отъ оси Х. 

Совокупность этихъ уравненй дветь точку, ноей координаты суть 
(а,5). Сльдовательно въ Декартовой систем» координать положеше точки 
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на плоскоети опредфляется переефчещемъ двухъ простйшихь геометри- 
ческихъ мфеть. 


Легко видфть, 910 въ отдфльности, каждое изъ уравневй: 


› у—0 


предетавляеть первое ось У, а второе ось Хх, & въ совокупности—мАчвло 
координатъ. ^ 

Пр. 2. Возъмемъ направленше ф за постоянное, а разстояню г обта- 
вииъ неопредёленнымъ, очевидно, что вс\ точки лежания на прямой, про- 
хедящей черезь начало и состозлающей уголь ф еь осью Х будуть 
удовлетворять этому условгю, т.е. координаты вебхъ точекь этой прамой 
будуть удовлетворять уравненю: 


у (9) 


слфдовательно это уравневе будетф влтебраическое предетавлее этой 
прямой, . 
` Напротивь, сели оставинъ ” поетояннымъ, & уголь ф будемъ измЬнять 
иди оставимь неопредфленнымь, то точки, коихъ координаты будуть удов- 
летворять этимъ условямъ, будуть находится на окружности круга, коего 
центръ находится въ полюс, а радусь равенъ лостолнной величинв х. 
Слёдовательво уравнеше; - 
аут? 
будеть алтебраическое представлеше окружности хруга, което раде есть 
т, т.е. ве точки, коихь координаты удовлетворяють предъидущему ураз- 
невю, будуть лежать на этой окружностя. 

8 8. Идея геометрическаго мфета, о воторомъ предъидуне прямры 
дають первое поняте, есть основная въ Анвлитической Геометри, иред- 
меть которой и составлиеть изельдоване свойстиь такихь мфоть или кри- 
ныхъ лин. 

Одо условше или уравнене между координатами (2,у) или (”, ф): 


Е(а,у==0 или Ф(,9)==0 


представляетъь кривую или геометрическое м%фото точекъ, координаты во- 
торыхъ, прямиоугольныя или полярныя, удовлетворяють нредъидущимь 
уравненамтъ. Эти уравнеюмя выражають геометрическое свойство, общее 
зезнт точезмъ кривой. Чтобы построить такую кривую надобно решить 
предъидуйя уравненя относительно у или х. Изъ первато будемъ имфть; 


у== Ка) {1) 
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Давая произвольныя значення х, начиная, капримфръ, съ 0, 1, 2,....., 
—1, —2, —8,.... мы изъ уравненя (1) буденъ получать величины для у, 
Фиг, 8. соотвтетвенно одно или несколько, смотря по 
характеру уравнены. Наприм®рь абсциеев ОД 
(фиг. 8) будуть еботвфтетвовать три ординаты 
40, АР и АВ, изъ коихъ послёдняя отрица- 
тельная. 
Тоже самое можно сказать и объ уравнени 
Фу, $), которое рывивъ, получимъ: 


я = $9) 


Давая веф возможных значен!я углу ф (фиг. 9) получимъ соотвфтетвенныя 
значеня для г. 

Фит. 9. Такимъ образомъ кривая будетъ построена, 

хотя въ общихъ чертахь, 

Обратно, если будетъ дано геометрическое евой- 

=) ство кривой, общее для вевхь ен точекъ, то выра- 

д ЗИвф это свойство ураввенемъ между координатами, 

произвольно выбранными на плоскости, найдемъ урав- 

нене, которое и будеть влгебраическое представлеше кривой, опредфлен- 

ной даннымъ свойствомъ. Кругъ, наприифрь, опредёляетея общимъ свой- 

ствомъ вефхъ его точекъ: что онё находятся въ равномь разстояни отъ 

центра, или что хорда есть средне-пропорщюнальная величина между 

цфлымъ даметромъ и прилежащимъ отрфзкохъ. Первое свойство даетъ 
уравнене круга: 


Г 


рун (2) 
если начало координать находится въ центр® его, а второе даеть урав- 
вене: 

ау = (3) 
если начало координать помфетить на окружности, жщаметрь проведенный 
черезъ начало залть за ось абециссь, а касательную кз овружноети, через 
начало, —за ось ординатъ. 


Изъ этого мы видимт, что извЪетное свойство, принадлежащее воёнъ 
точкамъ кривой, дветь ея уравнеше или-же алгебраическое предхставлеще: 
обратно, каждае влгебраическое уравнеше между координатами т, у или 
”, ф выражаеть геометрическое свойство кривой, принадлежащее вобиъ ея 
точкамъ. Вее здЪ есь сказанное вкратцё будеть выяснено ниже. 


$9. Мы отраничимея изучешемъ алебранческихь кривыхтъ, т. е. та- 
кихь, которыя выражаются алгебраическими урззнечыи и преимущест- 


ГЛАВА ИП. АЛГЕВРАИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНГЕ ТЕОМЕТРИЧЕСКИХЬ МЗСТЪ, 11 


венно кривыми зыражаемыми урльнешныи первой м второй степеней; эти 
Еривых извфетны въ авализВ подъ именемъ колическихь съчена. 


Вев кривыя, воторыя не могуть быть выражены алгебраяческими 
уравневами, называются эпрансцендентными, таковы: 
1 ® 


У , уе , у=щх итд 


Евьъ ни любонытны свойства трансцеддентныхь кривыхъ, но ихъ свойство, 
при настоящемь состоящи анализа, не могуть быть обстоятельно изел- 
дованы и относится къ анализу трансцендентныхь функц. 

$ 10. Алгебраичесня кривыя раздляются по порядкамъ; порядкомь 
куивОЙй называють степень х или у или того и другаго виъстф въ 
уравцени, Чтобы опредёлить порядокъ кривой надобно привести ея урав- 
нене въ такую форму, въ которой оно заключаеть только цфлыя и поло- 
жительныя стевони перенфиныхь 2 и у. Наврим®ръ уравнеше круга: 


=Уя- р 
будучи приведено къ форм: 


ау 


показываеть, что окружность есть кривая втораго порядка. Уравнеше 


, ры 


уф 
пожазываеть, что прямая ливя перваго порядка. 


$ 11. Пояенимъ все выше сказанное примфрами и выберемъ тё изъ 
нихъ, которые будуть составлять главный предметь изслёдозавЁй настоя- 
щаго курса-—коническуя сьченёя; покажемъ сажыя замфчательныя ихъ с30й- 
ства, 8 затВмъ выведемь уравнен!я, найбодфе выдающихся, по своямъ 
свойствамъ, или историческому значеню, вривыхь выше втораго порядка. 


$ 12. Прямая лия. Мы выше видфля, чхо какая нибудь лин, про- 
ходящая черезъ. даф данныя точки (2, у), (ть, г), дфлится, какою нибудь, 
точкою, лежащей ва ней, въ иЪкотодомъ отнощеви Х и что коордияаты 
такой точки выражаются черезь \, д, хз, у, слВдующими уравяешями: 


А ди | 

— А .’ У аА 
давая вс® возможных значен/я \, точьа (х,у) будеть скользить по прямой, 
проходящей черезъ точкя (2, и), (2,5). СяФдовательно если, между предь- 
здущими уравненями исключить ), то получимъ уравнеше между коорди- 
натами точки, скользящей по прямой. Это уравнеше м будеть алгебуаи- 
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ческое предстазлеше прямой, положеве которой виолн® опредвлнетея точ- 
вами (д,/), (25, №). Уравнеше это будеть: 


и цуи (4) 
— щи, 
ли: 
и ши 5) 
2 
Легко видЪть (фиг. 10), что: 
Я 
Ш ву 


сели ф веть уголь, который данная прямая составянеть еъ оскю абециееъ. 
Слдовательно уравнене (5) можно налисать въ слбдующихь формах: 


Уи — 
2—8 (6) 
иля: 
(фи) 099 — (2—ж) тр =0 (т) 


Н&которые авторы вызодять уравнеше прямой изъ нфкоторыхъ ея 
тесметрическихъ свойств; мы находимъ, что лучше вызодить уравнеше 
прямой изъ ея гоометрическато опредёленя: 
что прямою мы называемъ ту линию, кото- 
рая вполнё опредфляетея двумя данными 
точками. 

Клебшь, наприм8ръ, выводить уравне- 
не прямой изъ выраженя для площади 'греу- 
тольнива, коего верщивы (2, у), (ль, у»), 
(ть, ув) даны ($5): 


Фиг. 10. 


жи 1 
ЗА щуф1 
2 31| 
Если трети точка (ль, уз) будетъ скользить по прямой, соединяющей точки 
(2, и), (2ь, 2), то площадь такого треугольника будетъ всегда равна нулю. 
Слёдовательно, обозначая координаты скользящей точки черевь х,у най- 
демъ уравнене прямой въ форм опредфхителя: 
ут | 
ЗА жи 1 | =0 


ии 
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Это уравнене тождественно съ уравнешемъ (5), такъ какъ оно есть вл- 

тебраическое представлене опредфлешя прямой лишён двумя точками, 
Тессе опредфляеть прямую лив!Ю, какъ геометрическое ифото точевъ, 

находящихся въ равномъ разстояни отъ двухъ данныхь точекъ. 


$ 13. Эзлитеь. Даны дв точки, найти геометричеекое ифето точек», 
коихъ сумма разстоянй оть данныхъ точекъь была бы величина посто“ 
янная? 

“Координатныя оси могуть быть взяты произвольно на плоскости, но 
задача унрощаетел, если он будуть выбравы симметрично, отвосительно 
данныхь точекъ. 

Дин этого соединимъ ланныя двЪ точки прямою (фиг. 11), раздёлимъ 
это разотояню пополамь и означимь его черезь 2, изъ точки дёленя 
возставимъ перпендикуляуь и возьмемъ эти Фиг. 11. 
дв% прямыя за координатных оси; лиийо, 
соединяющую данных точки 1, 2, за ось 
абсциесь Х, & перпендикулярь, возста- 
вленный изъ середины ея, за ось орди- 
нать_У. Означимъ постоянную сумму раз- 
стоянй черезь 2а. 

По условю задачи сумма разетоянйй 7; и т», какой нибудь, точки (т, у} 
на кривой, оть данныхь точекь Ги 2 равна 24, т, в. мы имфемъ: 


и-- 7 =38 Хх ® 
Изь прямоугольныхь треугольниковь 2МА и 1МА будемъ имфть: 
ие 
5-е’ 


<) 


г 


вычитая, найдем: ` 
7: 
п—= = (10) 


имя сумму и разность двухъ количествь 7, и ”», найдемъ каждое изъ 
Вихь: у 


9—8 + О 7а — 
Подставлян выражеше для эх, въ первое изъ уравненй (9), найдемъ: 


(+ *) неко 
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откуда, полагая 02— с =, а тавое положене мы въ прав сдЪлать, такъ 
завъ изъ ^(12М) мы имбемъ 2а > 2е и «> г, слЪдовательно а?—е? есть 
величина положительная. Посл» воЪзхъ приведеюй, найденъ искомое гео- 
метрическое иЗсто: 


1 (10 


Изъ этого уравненя видииъ, что х не можеть быть больше а, а у не мо- 
жетъ быть больше $, слдовалельно вся кривая заключена въ прямоуголь- 
ник, котораго сторовы суть 2а и 2. 

Такъ какъ д всегда меньше а, То можно положить: 


2—=а608ф ‚ у=фзто (12) 


эти величины будучи подставлены въ уравнене (11) удовлетворяють ему, 
такъ вакъ это подстановлеве даетъ: 


эшзу -- соф 


Давая въ уравнешяхъ (12) углу ф всё значеня оть 0 до 2к получимь 
воордиваты всвхъ точекъ кривой. 
Слособъ выражать координаты точекъ кривой съ помощью третьзго 
перемниаго—параметую, тождествень съ уравнешемь кривой, которое по- 
Фиг. 12. дучится, исключая этотъ параметрь, какъ 
мы уже сдфлали относительно прямой, 
тдЪ дла получешя уравнен!я прямой исклю- 
чили перемённый параметрь ). 


Изь выражешй (12) легко видёть 
форму эллипса и построить сколько угодно 
его точекъ. Для этого около начала во- 
ординать (фиг. 12}, какъ центра, опи- 
шемъ два круге одинъ радусомь а, & дру- 
той радусомъ 5. 


Черевь начало проведемъ, кавую кибудь, прямую, составляющую 
Утохь ф съ осью абециссь. Легко видёть, что: . 


ОА = 0008ф , Ве АР==у==фзтф 


Слёловательно точка Р находится ина эллипев. ели ф==0, 0 д= а, 
т.е. эллипеь встрфчаеть ось Х ма разстоящи а оть начала координатъ, 


® 
если ф=5, © у=Ъ, т.е. оэллинсь ветрьзаеть ось У на разотояни 
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Ъ оть начала воординать. его видЪьть, что эллицев вотрёчаеть ось 
Х еще на разстонни —в, & ось У ва разстолнш —5 отъ начала коор- 
дииатъ и слфдовательно состоить изъ четырехъ тождественныхь четвер- 
тей. Если в>, № а называють большою, а В малою 06ьЮ эллипса. 
Данныя точки 1, 2 на оси Х, лежация на разстолняхь --с и —с оть 
начала, называють фохусами эллнисв, нхъ легко построить, звал, что: 
0—5? 
Въ самомъ дёлЬ, если изъ точки Г (фиг. 12), вавъ язь центра радлусомь 
а, опишемъ кругЪ, то кругъ этоть пересвчеть ось Х, очевидно, въ точ- 
хахь1и2, те, въ фокусахь. Разстоане с называють окецентрисште- 
томь. Если с=0, 10 д== и элдинсъ обращается въ кругъ: 
ра? 
слёдовательно кругь есть частный случай эллииса. 

$ 14. Гипербола. Даны двЪ точки, найти геометрическое ифето то- 
чекъ, коихъ разность разстоянй отъ данныхь точевь есть величина по- 
стоянная? 

Если означимъ разстолне данныхь точекъ черезь 2е, а разность раз- 
етоянй, вавой нибудь, точки на кривой отъ данныхь точекъ черезь 2а и 
помфотимь координаты, вЕЪ въ эллиле%, то замВчая, что: 

1—7 ==24 


мы легЕо найдемъ, какъ выше, для элхинса, уравиене искомой кривой; 


(3) 


есля положимъ: 
= 

ви называются осями кривой, вавь въ эллипев. 

Изь уравненшя (13) мы видимъ, ч10 х не можеть быть меньше а, 
а у можеть возрастать неопред®ленно. Легко видфть, что между парал- 
лельнымя оси У, проведенными на разстояни а и —@ оть начала 
хоординать, изтъ ни одной точки, при- Фиг. 13. 
надлежащей кривой; въ остальной части 
нлоскости хи у не имють предЪловъ; 
оЕВ могуть возрастать до безконечности, 
сяЪдовательно гипербола есть кривая, про- 
стирающая свои вЪхри въ безконечность. 

Чтобы ближе видёть форму кривой, 
ироведемъ прямую черезъ начало 5оор- 
динеть подъ угломъ ф къ оси Х (фиг, 13) и розыщежь точки кривой, 
левания на этой прямой. 
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Означииъ черезъ г разстолые такой точки отъ начвла координать и 


положимъ: | 
2==7005ф , У=УЗШФ 


подставляя эти выражен!я въ уравиене кривой (13), найдемъ: 
1 


2 = 


(14) 


608 фр 
я в 


Слвдовательно на каждомъ радтусВ находятся двф точки кривой, таз 
кахъ г опредфляется изъ уравненя второй степени. Если, начиная съ нудн, 


60829 , эф 
мы будемъ увеличивать уголь ф, то членъ о уменьшается, а 


ро 
увеличивается, т. е, х возрастаетъь непрерывно, начиная съ а, и при; 
608 _ зш?ф 5) 
а? $ 


дЪлается безконечноетью; для величинъ угла ф больших», знаменатель въ 
уравнеши (14) дЪлается отрицательнымъ, а и мнимымъ. Если означинъ 
черезь & уголь удовлетворяющий уравненю (15) и дающ!Й направлене 
безконечно-удаленной точки на кривой, то будемь имть: 


Слфдовательно есть два направлен, симметрично разсположенныхь отно- 
сительно координатныхь осей, къ которымь криван приближается неопвре- 
двленно, но никогда ихъ не вотрёчаеть. Эти двЁ прямыя называются 
ассимптотами кривой. ` 


Данных двЪ точки, какь и въ эллипев, называются фокусами и свазь 
ихЪ съ осями дается уравненемъ: 


ас? 

Фиг. 14. съ помощью котораго ихъ легко по- 
м . етроить. 
| 8 15. Парабола. Найти геометри- 


ческое ифето точекъ, находящихся въ 
равномъ разстоянЁи от данной точки и 
< данной прямой? 

Пусть данивя прямая будеть МВ 
(фиг. 14), данная точка ЕР. Изъ точки 
К опуекавм» перпендикуляръ на данную 
/ прямую и возьмемъ его за ось абсциееъ. 
Разстояше ЕК==р двлимъ пополамь, изь точки дёлешя возставимъ 


я у 
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перпендикулярь УУ въ оби абописсь и возьмемъ его за ось ординатъ, 
пусть М будеть точка на кривой, тогда будемь ить 


/-9 


откуда, раскрывая скобки и сдфлавъ приведене, получимъ: 


+ (- 


= 
Это опять кривая втораго порядка-—иауабола, коей уравневе ‘не завлю- 
заеть второй степени величины 2. 

Форма уравнешя показываеть, что вриван проходить черезъ начало 
координать и вен лежить съ положительной стороны оси Х, т, е. 2 не 
можеть быть отрицательной величиной, такъ какъ, въ этомь случа у 
дВлается инимымъ. Легко также зидфть, что вфтвь параболы безконечна 
и осью Х дЬлитея на двЪ совершенно тождественныя части: одна съ ло- 
ложительныхи ординатами --у, & другая съ отрицалельными —у. 

Законъ образован!я параболы даотъ легый способъ построить сколько 
угодно ея точекъ. Для этого около данной точки Р (фиг. 14), вакъ цен- 
тра, описызають кругъ, произвольнымь радлусомь 7; на разстояни хоть 
данной прямой (директрисы) по оси Х возетавляють въ этой повлфдней 
перпендикулярь, который вотрЬчаеть описантый круг въ двухь точ- 
кахъ, принадлетащихь параболЪ: одна съ положительной ордиватой, дру- 
гал съ отрицательной. 


$ 16. Уравнены эллииса, гиперболы и параболы могуть быть выве- 
дены еще изъ слфдующей задачи: 

Найти геометрическое мЪето точекъ, отношеше разстоянй которыхъ 
оть данисй прямой и оть данной точки было-бы постоянное? 

Возьменъ перпендикуляръ ЕК, опущен- фиг. 15. 
ный изъ данной точки на денную прямую 
МЮ, за ось Х (фиг. 15), означимъ черезъ р 
разетояне данной точки отъ данной прамой, 
зозьмемь на оси Х произвольную точку 0, 
на разстоящи © оть данной прямой МЕ, за 
начало координатъ, и пусть навонедь \ бу- 
деть дачное отношене. . 

Легко видЪфть, что уравнеще искомаго геометрическаго мфета будетъ: 


Уи (вр) = Ка) 
мили; у + (а —_ 32(7—2} =0 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМИТР. ы 
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откуда инфенъ: ' 


2—1) 1—2{(08—Па-р|а-- ма — (рф =0 (16) 


тажь квкъ а есть величина произвольная, то можно положить для упроше- 
ня уравненшя: 


зелздетыи чего предъидущее уравневе сдфлается; 


22 4 
В Роя 


Очевидно, что это уравнене будеть эллипеь, если < 1, и типербола, если 
\>1. Изь этого олфдуетъ, что если даны точка и прямая и если другая 
зочка скользить по илоекоети такъ, что отношене разетояшя ея отъ дан- 
ной точки къ разстоянню отъ данной прямой, есть величина постоянная, 
то точка опищеть эллилеъ, если она постоянно будетъь ближе къ данной 
ЗочЕВ, = опишеть гицербоду, если она ностонино ‘ближе къ данной 
прямой, 

Мы здёеь имфемъ н®которую точку и прямую, которыя тЪено связаны 
еъ двумя кривыми, эллинеомъ и гилерболой. Проетое вычислеше покажетъ, 
что данная точка ееть один изъ фовусовъ, еъ которыми мы уже познако- 
мились выше. Въ самомъ дВлЪ, положимъ < 1--это эллиноь. Квадраты 
осей эллипса будуть: 


откуда: 


Но растояне данной точки отъ начала есть: 


23, 
о 


8 это есть разстояе фокуса оть начала, слфдовательно эти двф точки 
тождественны. 

Ееть еще другая прямяя, которая играеть туже родь отноеительно 
другаго фокуса, что требуеть симметЫя кривой относительно оси У. 
Эти дв прамыя называются днуентриевни эдлишеа, Выражене разетояыя 
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директрисы отъ центра зллипса, или начала координать, даеть епособъ 
построить эту прямую. Въ самомъ дл: 


«=и 
слфдовательно разетояне: 

Иер 
даеть: 

ие 


р=ер= 


в. 
т. ©. большая полуовь есть средне-пропориональная между разстоящемь 
директрисы отъ начала и окоцентривитетомь эалинса. 

Съ помощью этого свойства легко построить директрису, сяфдующимъ 
образомъ. Изь центра эллинеа 0 радусомь & опиеывають кругь (фиг. 16), 
изъ фокуса Р возставлають перпендику- Фиг. 16. 
ляръ къ оеи Х и продолжають его до 
пересЪченя съ окружностью; точку пере- 
сЪчемя А соединяють съ центромъ и изъ 
лой-же точки А возставляють перченди- 
вулиръ въ ироведенному радлусу; пере- 
сфчен!е этого перцендикуляра съ осью Х 
даеть точку, изъ которой возставленный 
5ъ оси Х перпеядикуларъ и будет» иеко- 
мой диревтриссой. 


Вторая директриса будеть параллельна первой, па таком же раз- 
стозщи отъ центра съ другой стороны оси Х. Сл®довательно эдлииеъ 
весь лежить между директрисами. 

8 17. Разсмотримъ теперь тоть случай, когда }==1, т.е. когда своль- 
зящая точка ваходитея всегда въ равномь разстояяи оть данной точки 
(фокуса) и оть данной прямой (директрисы). Въ этомъ случаЪ уравнене 
{16) 8 16 сдлаетея: 


р — Эре-Е (р 28) =0 


Если положимъ а=—5, то будемъ иифть: 


: / 
8 это, лавъ мы выше видфли, есть уравнене параболы. 

Язь предъидущаго нидимь, что уразневя: эллииса, гиперболы, ша- 
раболы и круга, какъ частный случай эллипса, веф втораго порядка; ниже 
увидимъ, что саное общее уравнеше между координатами х и у втораго 

> 
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порядва будеть влгебраичееки представлять одну изъ этих трех зам%- 
чательныхь кривыхъ, названиыхь древними трфадой Менийхма, которому 
приписывають ихъ открыт. Формы уравненй, полученных нами для этих 
хривыхт, самыя простыл, поэтому оз% называются каноническиии. 

$ 18. Уже въ У-омь в. до Р. Х, греческихь геометровь занимали 
три задачи: ввадратура круга, трисекщя угла и удвоене куба или Делй- 
ская задача, которыя они старвлись рЬтить съ помощью линейки и вруга; 
поелёдняя задача была сведена Гиппократомъ Хюскимь на азыскане 
двухъ ередне-пропордюнальныхь отрфаковь прямой ливш между двумя 
данными отрёзкаии, т. е. если а и Ъ суть данные отрёзки, то требуется 
найти друше два д и у таве, чтобы: 


или: 
или еще: 


Если изъ перваго уравкешя опредфлить у и вставить во второе, то най- 


демъ: 
23==0% 


полагал ф== 2а, будемъ инфть: 


= 2а3 


рьышить ото уравнене значить найти сторону х такого куба, который 
былъ-бы вдвое больше куба, построеннаго па данномъ отрзкЪ а. 

Три задали: отыекаве двухь средне-пропорщональныхь, трисекля 
угла и удвоенше куба занимали многихъ греческихь геометровъ. Начиная 
еъ Платона вопроеы эти не переставали интересовать хревнихъ геометровъ, 
которые придавали имъ особенное значене и важность. 

Древше геометры стремились рёшить эти задачи еъ помощью пря- 
мой лнны (линейки) и круга (цирвули), но только въ послфднее времл, 
въ 1837 году, была доказана Ванцелемъ (\ап2е!) невозможность такого 
рёшен!я. 

Нфкоторыми геометрами даны были рфщешн при помощи коническихь 
сфченй, другими были изобрётены особыя кривыя, изъ чнела которыхь 
найболфе извфетны: конхонда Никомеда, циссоида Жоклеса, одна, изъ кри- 
выхЪ двойной кривизны, предложенная Архитомъ и друмя. Также были 
изобрьтены, н®которыми геометрами, приборы для рышенн этихъ задачь, 
т.е. инструменты для черчешя различныхь кривыхь, ршающихъ вопросъ. 
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Изъ такихъ приборовъ извфетенф мессалабь (пьедзо!аб), предложенный Эра- 
тоевеломь для рышевя задачи объ удвоеши куба. Перейдемь теперь къ 
раземотр®нио нкоторыхь изъ этихъ кризыхъ. 


$ 19. Донхоида Никомеда. Конхоида (черепахообразная) была, язоб- 
рётена Никомедомъ для трисекщи угла. Воть ея образоваше. Дана пря- 
мая НЫ (фиг. 17) и ви ен точка О, данъ отр®- Фиг. 17. 
зовъ прямой линм 6. Данная точка (0 называется 
полюсомь, прямая ЫН директрисой, а отрёзокъ в 
параметром». Изъ точки О опустиль перпенди- #- 
вуларь ОУ на ЫН и проведемъ прямую ХОХ 
параллельно НЫ. Возьмемъ полюсь О за начало 
координатъ, & ХХ зв абсцисеу и ОУ за ординату. 


Проведемъ черезъ точку 0, какую нибудь, прямую ОА, которая пере- 
счеть ЫН въ точкЪ А’, оть точки А’, на прямой ОД, отложимъ въ обЪ 
стороны отрёзки А.А и А.А” равные Б. Геометрическое мЪсто, такимъ 
образомъ, полученныхь точекь проводя черезь 0) прямыя во веБхъ из- 
правлевяхъ, есть хонхоида. Шусть воордиваты точки А будуть ги у, 
пусть разетояще х==а. Изь прямоугольныхь треугольниковь ОРА и 
А’ВА имфенъ: 


а 


ии 
При построен конхоиды можеть быть три случая: 
1. блущий, Ба. Въэтоиъ случа конхоида имфеть форму (фит. 18). 
Фиг. 48, Фиг. 19. ° 


У 


2. Случай, 5==а. Въ этоиъ случа форма конхоиды будетъ (фиг. 19). 
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3. Олучай, 6 «а. Форма ковхоиды будет (фиг. 20). 
фиг. 20. ВЬтви коихоиды на безконечносги встр%- 
у чають директриеу НН, поэтому ова есть 
асимитота вЪтвей конхоиды. 


— $ 20. Трисекщя ума. Пусть ЕОС 6у- 


но деть данный уголъ, который требуется раз- 

——_\__ дЪлить на три равныя части. Возьмемъ за 

директрису конхоиды перпендикуляръ ЕС 

х 9 ° въ ОС въ какой нибудь точкВ (! (фиг. 21). 

Построимъ конхоиду, которой бы полюеъ былъ 0, а израметрт $ =20Е. 

Проведень ЕР параллельно ОС’ до вотрФчи съ конхоидой въ точк® Р, 
соединяя О съ Ри положивь / ЕОР==у мы будемъ имфть: 


две=\ ЕОс 


Въ самомъ дъль, еели / == / ЕРО == / РОС, 
то ЕР==60088==20Е6051, а треугольникъ 
ХОР даетъ: ы 
ЕР миф __ 6605% _ 
0 ви 1, 2008 
о ъ 


откуда: 
. Эф == 2509.6086 = 5129 
Сд®довательно ф== 28. Вели ф ==9%, 10: 
195 0 Е0С 
Фиг. 22. 

$ 21. Днесоида (клинообразная). Данъ 
вругъ, коего радус® г. Изъ концовь даметра 
ОТ, (фиг. 22) проведены касательныя ОУи ЁВ, 
даметрь ОГ принимаютъ за ось Х, каса- 
тельную ОУ за овь У. Черезь начало О про- 
водятъ безчисленное множество прямыхь, въ 
родз ОР, каждая изъ этих прямыхъ перес#- 
ваетъ овружность и касательную Г.В въ точ- 
кахъ, какъ Си Г. На каждой изъ такихь 
праныхъ отьладываютъ отр&зокъ 01/==00); геометрическое мЪето точекь 
М и будетъ кривая, носящая назваве чиссоиды Д?оклеса. 

Такъ какъ точка М на кривой, то ОК= ЕГ=х, а КМ==у. Изъ 
прямоугольвыхь треугольниковь ОМР и ОСЕ инфемь: 


МЕ:ОЕР=СЕ:ОЕ 
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но: 

СЕ=ОЕ. Е = (2—2) 
слжховатедьно: 

Чета == (2 зд: (а 
откуда: 


Изъ этого уравкеня видижъ, что пиесоида есть кривая третьяго порядка, 
состоящая изъ двухъ тождественныхь вфтвей: одна еъ положительныхи 
ордиватами, другая съ отрицательными. 068 эти вЪфтви неопредьлевно 
приближаются къ касательной ГВ и сливаются сь нею на безконечности, 
когда 2==2, слфдовательно касательная Г.В есть ихъ общал асимптота, 
Кривая вся лежить съ положительной стороны оси Х и вся заключена, 
между касательными ОУ и ГВ, а для 9 и для — 2 ордийвты длаются 
МнИмыМи. 


$ 22. Найти лва средне-пропорцюналяныхь 
отрфеха, между думя данными отрЪзками ви? 

Онишемъ кругъ АНВ, коего радрусь есть. 
Построимъ циссоиду АНЛ (фиг. 23}: 

Изъ центра С’ возставимъ перпендикулярь 
ЕС=Ь, соединимь Е съ В, ЕВ вотрётить цис- 
соиду въ точк% С, проведешь 4’, которая ветрф- 
тить ОЕ въ точяВ Р, отрфзокъь СЕР и будеть 
искомый зъ пропорщяхъ: а:#=24125=2:5. 

Вь самомъ ДЬЛЬ: 


в _СЕ 

=== и 

= у 
Откуда, заиЪчая что: 

2__ 4 
Уи 
найдемъ: 
СЕ 


$ 23. Фомумь Декарта. Эта кривая дается уразневемь: 
у —Залу-- 28 0 


Такъ вакъ опо сямметрично относительно 2 и у, то и ея фигура респо- 
ложена также симметрично. 
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Легко видфть, что выражен: 


зн _ в. 
ти “ Ув 


+= 


Фиг. 24. удовлетворнють уравнению кривой, какое бы 
х значене не имЪло перемфнное $, поэтому, да- 
вая различных чиеловыя значены #, мы бу- 
я демъ имфть координаты точекъ кривой, кото- 
рая имзеть форму, показанную на фигурь 
(фиг. 24). ВЪтви ея ОН и ОС имЪють авимпто- 
той прямую РМ. 
$ 24. Оваль Кассини. Найти теометри- 
чеекое иъсто точекь, коихъ произведене раз- 
у [2 стоянй отъ двухъ дааныхь точекь было бы 
м величина постоянная? 
Пусть данныя точки будуть Ри Е", разстояшще между ними КЁ’'=9с 
(фиг. 25), произведлеше разстоянй каждой 
точки геометричеекаго Фета отъ точекъ Е 
и Р' пусть будеть ий. 


У 
и | Раздьлииь, въ точк О, разстояне РЁ’ 
х = —х пополамъ, возьмемь РЁ’ за абециееу, а ОУ, 


ау перпендикулярную ЕР”, за ординату. 


Если точка Р находится на, геометри- 
У ческомъ мфстВ, то: 


Фиг. 25. 


РР.ЕР= т 
Такъ какь ОВ и РВ суть координаты х и у, точки Р, то мы имфомъ: 


оо ао я 


Фиг. 26. 


ИЛИ: 
(0 ++ — 4с2? == в“ 


Овалъ будеть имЪфть форму (фиг. 25) если 
те. 

Если же т==е, то мы будемь нить 
деннискату Бернулли, коей уравнен!е есть: 


я — мб-у)=0 


Форма лемнискаты будеть (фиг. 26). 
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Если-же же, то оваль Кассини состоить изъ двухь отбльныхь 
овалотъ (фиг. 37). 


$ 25. Трансцендентния кривыя. Фит. 27. 
Ве до сихъ поръь раземотрвиныя и 
кривыя называются сиебранческими, 
такъ какъ всЪ онЪ зыражолтся ал- =—) Г. Хх 
тебраическими уравнешями различ- ‘чаи 
ныхь степеней. Коничесвя сЪчешя У 


суть вривыя 2-ой степени, конхонда—4-ой, диссоида-—3-ей и т.д. За эл- 
тебраическихи кривыки слЬдують транснендентиия, т. е. таюя кривыя, 
въ уравненн которыхъ входить ‘трансцендентныя фувкци; зах, со, 
1х, 0х, “ит. д. 
8 26. Синуюоида. Уравнеше этой вривой есть: 
у=зтх 

Чтобы вилфть ея форму ладимъ х вс значеня, изчивая съ 0, и опредЪ- 
лиыъ у: 


х п т 5 7х 
ДО. ре ты 2= д" д: 6" т,... 2: 6 „+. 8 


„Я==2к,... 


1 } 1 1 
У=0,... у: бе ре" 1... у = 0,... 9 ру 1,.. у—0,... 


Эта кривая имфетъ слфдующую Фиг. 28. 
форму (фиг. 28). 

Въ болфе общей форм8 
уравнен синусоиды будеть: 


у= ат (62) 
тд$ аи произвольныя 5о- 
хичества. 


$ 97. Косинусоида. Эта кривая выражается уравнеяемъ: 
у=с08х 
Еели изслфлуенъ ея форму, кажь это 
иы сдблали для синусоиды, то уви- 
димъ, что она имфеть слЬдуюний виль 
(фиг. 29). 

ЗВидъ ея показываеть, Что кри- у 
зал пересВкаеть оеь ординать на раз- 
стоянш равном единиц оть начала 
координать 0. 
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8 28. Кривая таменсов.. Кривая эта выражается уравневемт: 
ух 


Если изсяфдуемь ея форму, какъ сдфлали это для двухь предъидущихъь 
кривыхъ, то найдемь, что: 


Кривая имфетъ форму (фит, 30). 
Фиг. 30. $ 29. Лозариомическая кривая. Кри- 
вал эта выражается уразненемъ: 


2 = 03 (у) 
которое можно написаль въ форм%: 
уе? 
если 105 ееть ненеровсвй, 
&=— 55,... #=0,... = 


у=0,... У=1,... ужо 


форма кривой будеть (фиг. 31). 
$ 30. Кривая секчнсовь. Кривая эта выражается уравненемъ: 


у == 3е2 


и иифеть форму (фиг. 32). 
Фит. 31. Фиг. 32. 


у ы | 
д хх’ м 
хе 5 +9 у. Я = Мы 
у 
у } 1 } 


$ 31. Кочдратрикса Дойнострата. Если ордината ПР (фиг. 38) рав- 
номфрно движется по маметру АВ круга О, пачиная съ точки В къ А, 
и вЪ тоже время радусъ ОВ вращается также раъномфрно около центра, 
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то точка пересфчешя ординаты и радёуса, образуеть геометрическое иЪето, 
которое и называется хвадратриксой. 

Если радусь круга есть г, а Фиг. 83. 
/_ВОРЕфФ, то очевидно, изъ усдо- 
я движешя, мы будемъь имфть 


д 
до Отуда ф== 


Но мы имфемъ; 


откуда: 


Это и есть уравнеше квадратриксы. Эта кривая была изобрётена Дейно- 
стратомъ для отыскашя ввадратуры круга, откуда ея назваше. Если х==0, 


2+" . 
то ордината ОЕ будеть равна 7 › 310 можно показать съ помощёю н- 


которыхъ преобразовашй уравневя, слфдовательно надобно только’ но- 
строить точку Е, чтобы найти п. Но построен!е точки Е представляеть 
тавыс-же трудности, какъ и построене п, Съ номощью квадратриксы можно 
также раздфлить уголь ватри равных части, для этого надобно раздёлить 
на три равныя чаети отрзокь ОБ, тогда орхинаты этикь точень ветрё- 
тать квадратриксу въ точкахъ, которыя соединивъ съ цевтромъ, раздёлимъ 
уголь ф на три равныя части. 

8 32. Циклонди. Циклоида есть кривая, описанная точкою окружко- 
сти вруга, который катится, не скользя, по прямой лиши. Пусть ОХ будеть 
прямая, покоторой катится кругъ, Фиг. 34. ` 
коехо радусь есть » (фиг. 34). 
Пусть г будетъ точка касайя 
круга и прямой ОХ, пу, М 
будеть точка, описывающая ври- 
вую. Мы полагаемъ, что въ из- 
чалф движеня точка М совиа- 
даеть съ точкою касашя О, прямой и окружности. 

Возьмемъ за ось Х прямую ОХ, О за начало коорлинать, ОУ пер- 
пендикулярную ОХ за ось У. Въ томъ положены, какое инфеть кругь и 
фигурЪ, координаты точви М будуть: 


2=ОР=ОВ—РВ , у=08— 08 (т) 
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Означимъ черезь у уголь, который ражуеъ ОМ составляеть съ началь- 
нымъ своимъ положенюмь ОЛ. По свойству движешя мы имфемъ: 


ОВ=дугь МЕ=='у 
Но: 
ЕР== М5==узшф , 8С==тс08ф 
подетавляя въ (17), найдем: 
&—т(ф—зш®) , у—7(1 — 08$) (18) 


Откуда найдемь: 


—9 ‚ шо ИР 


608 ф == —* 
Ы т 


С. ‘Едовательно: 
— 
у аена ИУ 
у 


подставляя это выражене ф въ первое изъ выражен! (18), найдемъ: 
„ —- 
я 


Таково уравнене одной изъ самыхь замфчательныхь кривыхъ по своимъ 
геометричеекимъ и мехавическимъ свойствамъ. Она состоить изъ безко- 
незчнало числа тождественныхь частей, изъ коихъ тольво одна дана на 
чертеж». у 


$ 38. Воть еще замЪчательная кривал, выражаемая уравменемт: 


у од вшз Их 


Чтобы построить эту кривую, построимь сначала параболу у == ад. 

Фит. 35. Пусть она будеть С'ОС (фиг. 35). Если 
будемъ прибавлять и отнимать оть ординатъ 
параболы, величину зтжИ т, то съ ноложи- 
тельной стороны получимъ овалы: РН, КЁ 
и ММ..., асъ отрицательной отдзльныя 
точки А’, В', С',..., на вВтвахъ параболы, 
тажъ какъ для отрицательныхь величииь х 
выражеше зазИя будеть инимое, а дЪй- 
ствительное, равное нулю, только въ точ- 
жахь Л’, В', 0’... Длина оваловь и разстоявя точекъ 4’, В', С'..., ечи- 
Тая по оем Х, будуть ве равны х. 
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8 34. Спираль Архимеда. Прямая ОА вращается равиомфрно около 
точки О (фит. 36), точка М, начиная съ 0, скользить равномврно по пря- 
ной ОА и притомъ такъ, что когда Фиг. 36. 
прямая сдВлаетъ полный оборотъ, точка, 
М проскользить на прямой разотояе 
х веегха одно и тоже для вебхъ пол- 
выхъ оборотовъ. 

При такихъ движешяхъ, съ пря- 
мою и по прямой, точка М опишеть 
кривую, состоящую изъ безконечкаго 
числа оборотовъ около точки 0. Ёри- 
вая эта извъстна нодъ именемъ спирали 
Архимеда. 

Возьшемъ полярных координаты: а 
точку О за полюсъь, & постоянная прямая пусть будеть первоначальное 
направлен!е прямой 0.4. 

Пусть О.’ будеть такое положене радтуса вектора ОД, пря которомъ. 
уголь ф будеть шеотнадцатая часть овружноети. Но услов!о точка М прой- 
деть шестнадиатую часть 7, елфдовательно: 


откуда; 


х : 
полагая -=а, искомое уравнеше спирали будеть: 


р = (19) 


Уволъ $ можеть возрастать неопредфленно, какЪ зъ положительномъ, такъ 
и въ отрицательномь направлени, въ обоижъ случаяхь получатся двё 
эЪтви хождественныя, но съ противуположными оборотами. 

Если изъ точки О возетавииъ перчендикулярь я возьмемъ его за 
оеь У, а 0.4 за об Х, то будемъ имть: 


у 


Е 


ея , т ‚ 9—8 
Откуда уравненю спирали въ декартовыхь координатахь будегь 


эре акне 
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ИЛИ; 


(20) 


уравнене травоцендентное, между т$мъ съ перваго раза кажется, что въ 
полярныхь координатахъ (19) оно алтебраическое. Чтобы выясяить это 
кротиворъче, надобно вспомнить, что р и ф келичины разнородныя. 

$ 35. Этихъ примфровъ достаточно, чтобы показать, какъ съ помощью 
жетода Декарта, всякую кривую, которой свойство, общее вофмъ ея точ- 
хамь, извфетно, служалцее для ея опредфленя, выразить алгебраическимъ 
уравнешенъ, и обратно, каждое алеебранческое уравневе представить гео- 
жетрически. Такимъ образомъ, вс геометрическя изся\доваюя обращаютея 
въ алгебраичесвя комбинащи и преобразовавя, геометрическая конкретных 
представленя обобщаются въ отвлеченныхъ азгебраическихь символахъ и 
часто, переставая существовать конкретне для глаза, идеализируются въ 
алгебраическихь символахъ и ихъ законахъ. Тая обобщеня, или такая 
идеализащя, ведутъ ко многимъ теоремамъ, которыя безъ этото были-бы 
дли насъ всегда скрыты, вуществуя только въ отвлеченной комбинаци 
алгебраическихь символовъ, 


ГЛАВА Ш. 
Преобразован!е координатъ. 


$ 36. Часто вотрёчается необходимость опредВлить положене точки 
на плоскости относительно другаго начала или хругихь координатныхь 
осей, Тавой переходь оть однёхъ поординалныхь осей къ другимъ назы- 
Фиг. 37. вается зреобразоващемь координать. Въ пе- 
уху реходЪ отъ однёжъ овей къ другимъ встр8- 

чается НФсколько случаевь: 
Случай 1. Перенесеще начала. Пусть 
.х’ ОХ и ОУ (фиг. 37) будуть старыя ое, 
О'Х' и 0'У' новыя, параллельныя старымъ. 
Черезъ хи у мы будемь обозначать 
координаты точки М относительно старыхъ 
осей, а черезь хи’ координаты той-же точки относительно иовыхъ осей. 
Пусть координаты нового начала, относительно старыхъ осей, будуть 
Од=аи 40’—6. Координаты точки 21, отнесенной къ старымъ ослмт, 


-Х 
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будуть 2==0Р, у==РМ; отнесенной къ повымъ, будуть 2’=0’Р”, 
у=—Р’М, Но: 
ОР= ОА АР=ОАОР 


МР= РР'-- МР'=0'А-- МР! 
дай , уже у (1) 


Это формулы, съ помощью которыхъ неремфнлетея начало. а наиравлене 
осей остается тоже; аи [о суть величины данныя. 


или: 


Пр. 1. Что сдфаветен съ уравнешажи: 
у-ае-ть0 , ода, ф1=0 
если начазо коордянать иеренесемъ въ точиу (2, —1)7 
Отв. уат-0 , ув. 
Пр. 3. Что сдблавтея съ уравнешемь: 
де "т ро 


вм 
если новое начало находнтея на осн ОХ, на разстеюии тоя отъ старато начала? 
у та \? 
та, ат", 6, 
ия 


Случай 2. Перемьна ноправленая осей. Пусть ОХ и ОУ будуть ста- 
рыя оси, а ОХ' и ОУ’—новыя, имфюця общее начало со старыми осями. 


Пусть а и В будуть углы, которые новыя оси ОХ’ Фиг. 38. 

и ОУ’ составляють съ осью ОХ (фи. 38), эти углы 5 т 
опредвляютъ положене новыхъ осей. Какъ прежде | 

мы будемъ обозначать черезь х,у координаты точки р и 


М отновительно старыхъ осей, а черезь 2’, у’ коор- 
динаты той-же точки относительно новыхъ осей. 
Пусть ваконець ® будеть уголь между етарыми 
овями ОХ и ОУ: 


Слфдовалельно иы имфемт: 
‘= УОХ , а=Х0ОХ , 1= УХ 
д=0Р , у=МР ‚, #=0ОР', у= МР 


Чтобы выразить д и у черезь хву’, проведешь ОЕ перпендикулярно ОУ 
н 08 перпендикулярно ОХ и прозктируемь полигонь ОРМРО ва ОА. 
Въ силу теоремы, что алсебраическая сумна проэкд сторовъ замкнутаго 
полигона, на какую нибудь прямую, равна нулю, мы будемъ ныть са%- 
дующее уравневе, пробфтая полигонъ въ напразвлени ОР’МРО: 


ОР’. оз РОВ -- Р'М. 03 ВОТ! + МР.с ВОТ РО. со5 НОР =0 
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или: 
2'с0з ВОР' -- у’ 605 ВОТ — поз ВОХ =0 


проэкщя стороны МР на ОЕ равна нулю, такъ какъ уголь ВОТ есть 
прямой. Но мы имфемъ: 


хов= тов тох=тЬ— 
а также: 


хов=хох+ ХоВ-а Е 9) 


ГОВ= ГОХ- ХО В 


подставляя, найдемъ: 
аз (4—0) -- узш (4—8) — х910=0 (2) 
Если хоть же полигонъ проэктируемъ нз 05, то найдемъ; 
ОР'. 60; Х'08-- РМ. 003 У'06— МР.е0в 705 — РО .сз ХО8=0 
но: . 


у г у т =" 
Х'08=5—в , У06=5 В, У08=,:—0 


& сторона ОР перпендикулярка 05, саВдовательно ел проэкщи равна нулю; 
подетавляя найдемъ: 


хзта-Нузш в — узше =0 (3) 


Уравненя (2) и (3) дають иекомых величины для ки у: 


= оо Ри р 


зв , 500 — 
Эти формулы служать для перехода отъ одной системы косоугольныхь 
осей, къ другой косоугольной, инзющей тоже начало; онЪ рЁдко употре- 
бляются во всей ихъ общности, 
Мы разберемъ т частные случаи, которые часто встрчаются, 
+. Перейти оть системы прямоугольныхь осей къ системЪ косоуголь- 


ныхъ? Въ этомъ случа& в, 81%=—1, слфдовательно формулы (4) 


сифлаютен: 


= 


60а + усов 
уУ=а зто -- у зщ 
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2. Перейти оть системы прямоугольной яъ другой прямоугольной? 
Въ этом случа = „ ШТ и = На, с} = бя и 
шв == 008. Въ силу этого формулы (4} сдфлеются: 
дд’ сова — узша 
, , (6) 
ужизта + усоза 
Это самыя употребительныя формулы. 


3. Перейти отъ системы косоугольной къ системВ прямоугольной? 
Въ этомъ случаЪ мы имфемъ: 


8 Та ‚ 8 (9—а) 60$ (4—0) и зи -=соза 


въ силу чего формулы (4) сдёлеются: 


[6 


—_# эта ус0х 
зто 


Случай 3. Общее преобразоваще. Оно состоитъ въ перенесеши начала 
и #5 изиБаенши паправлешя овей. 

Этого можно достигнуть съ помощью двухъ предъидущихь преобра- 
зованй. Если координаты поваго начала О’ будуть (а,6), а оеи ироведен- 
ныя черезь это начало, параллельно старымъ, будуть ОХ" и ОТ", чо 
мы будемъ имть; 


ета", У-ЪЧУ 
Остается перейти отъ сиетемы 0'Х’, О’У” къ системЪ О’У’, 0'Х', сохра- 


кяя начало ('. Для этого надобно преобразовать =” и у” по формуламъ (4), 
что даеть: 


ат 8 т — . 
па 29 ( О в. 

(8) 
уе а ‘та утв. 


08 


Веф прелъидушля формулы, служавя для перехода отъ одной системы къ 
другой, первой степени относительно я и у, имють форму: 


пари , У у 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТВОМЕТРЯ. 3 


34 ГЛАВА П!.- ПРЕОБРАЗОВАЕТЕ КООРДИНАТЪ. 


Подстановлеве этихь выраженй въ уравнеше и-ой степени вмфето х иу 
ведеть къ уравневю той-же степени относительно новыхь координат 
дну. Въ самомъ дЬлЬ, очевидно, что степень не можеть повысится, 
возвышая полиномъ въ и-ую степень и не дасть членовъ въ хи у’ выше 
п-ой степени; стенень и не понизится, ибо возвразцаясь обратно, она бы 
повысилась. 

Пр. 1. Показать, что уравнене: 

ое руаиа 

будеть такой-же формы для вофх® прямоугольных осей, инфющихь тоже иачало? 

Пр. 2. Что сдфлаетея съ уравнешемь: 

2-1 — ад — Буа 

если назахо координать перенесемъ въ точку (л,5)? 

Отв. изу, 

Пр. 8. Что сдфляется съ уравненемъ: 

1—6 

зъ прямоугольныхь осяхъ, если за новых оси возьмемъ равнодёлятИя углы между 
старыми осями? 

Отв. ху =3. 

Пр. 4. Написать фориулы, служатая къ лерехолу от® одной снетемы прямоу- 
тельныхь осей къ другой косоугольной, сохраняя начало и 0еь Х? 

Отв. = у сов , узузтВ. 

Пр. 5. Дано уравнение въ прямоугольных осяхъ: 

2 Зву = 

какую форму оно будеть имфть, если оставить ось Х, а за овь У взять равнодёля- 
щую уголь между старыми осями? 

Отв. да --ут-гу ув. 

$ 37. Переходь оть декартовыть координать къ полярнымь и обратно. 
Прехьидущ/я фориулы дають возможность перейти отъ одной системы де- 

Фиг. 39, картовыхь координеть къ другой, но часто необхо- 

дино бываетъ отъ декартовыхъ координатъ перейти 
въ полярнымъ и обратно. Если ны имфемъ прямоу- 
тольную систему координать и желаемъ преобра- 
зовать уравнене кривой въ декартовыхь коорхи- 
натахъ, въ полярныя, коихъ полюсъ находится въ 
началь, а направлене кается осью Х, то будемъ имфть слёдующую за- 
висиность: 


д=ревф , уз , $ |: 


тдф р есть разстояще точки {т,у) отЪ начала координать 0, & ф уголь, 
который р составляеть ©ъ осью абещиесь (фиг. 39); подставляя вызсто 
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2 ину ихь выражешя черезь р и ф въ данное уравнене, мы получимъ 
уравнене хривой въ полярныхъ координалахь. Если, обратно, требуется 
перейти отъ уравнев!я въ полярныхъ коордиизтахь къ декартовынъ пря- 
моугольнымь, то предъидущуя уравненя дають: 


р=ИЕу , фо ; 


Фиг. 40 


Подставляя эти выражетя въ полярное уравне- 
не, найдемъ уравнен!е въ координатахъ Декарта. 
Если оси Хи У (фиг. 40) не прямоугольны, 
& составляютъ уголь ®, то мы будемъ имфть 
слёлующя пропорпи: 
у: == зтф: Шо |, х:р==ыт(—ф): зо 


откуда: 
__ оз 
зв® 


Эти формулы и служать для перехода отъ косоутольинхь декартовых® 
воординать къ полярнымъ, если начало координать есть нолюсъ. 


Пр. 1. Преобразовать слёдующя уравнен:я въ прямоугольныхь координатахь, 


въ полярныя: 
Е Е 


Отв. т-=басовф , тооварытий, 


Пр. 2. Преобразовать слдуюиця уревнеюйн въ подярнныхь координатахь, въ 
° прямоугольных: 
паиореьвай , оообоейр , оо рой 


Отв, зуа?, (иуунащи у), араба 


ГЛАВА ТУ. 
Прямая лингя. 


$ 38. Въ глав П $ 12 мы вывели уравнеше прямой, основывачеь 
на ея опредфлени; въ настоящей главф мы дадииъ этому уразненю рез- 
личныя формы и изелВдуемъ воф свойства прямой, изиъ въ отдёльноети, 
такъ и въ связи съ системою прямыхъ на той-же плоскоети. 

Въ $ 12 мы нашли, что уравнеше прямой, проходящей черезь дз» 
данныя точки (2,1), (ль, у), произвольно выбраяныя на плоскости, есть: 


еже бе Зи. 1 
аа Ра или уч еЫ я} {И 


ры 
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изи еще: 


ии) —щбфуфав — ви =0 


Замфтииъ, что форма этото уравнешя не зависить отъ павлонешя воорди- 
натныхь осей можду собою. 

Фиг. 41. Одна изъ самыхт, замфчательныхь формъ 
уравненя прямой получится, если возьмемт, точки, 
опредфляюиИя прямую, одну ца нереефчея?и пря- 
мой въ осью Х (фит. 41}, другую на пероеёчент 
съ осью У, слёдовательно надобно положить: 


де , и=0 , №=0 , уж 


тдБ а И 6 отрьзки, которые прямая дфлаеть на 
хоординатныхь осяхъ, Подетавляя эти величины въ уравпене (1), лайдемъ: 


у 
ау! (2) 
Если положимъ: й 
ан, в ® 
В Ю 


то предъидущее уравнеше сдёлается: 


ы ут 4) 


Это одна изъ самыхъ замфчательныхъ формЪ уралненя прямой. Опа также 
не зависить отъ каклоненшя осей. 

Отрьзки а и ® опредьляють положене прямой или-же & и ч, евя- 
занныя съ ди. уравненями (3). Величины & и 1 называются хоордина- 
тами прямой, фикснруюц!я ея положеще ва плоскости, танЪ точно, какъ 
координаты точки фикеируютг. ея положеве, 

Въ уравнени (4) хи у называются будущими или скользящими коор- 
динатоми, онф остаются неопредёленными и должны удовлетворять только 
уравненю (4). Когда х и у удовлетвораютъ уравнению (4), точка, коей 
координаты суть 2, у, скользить по прямой, фиксированной координатами &, 1. 

Форма уравиевя (4) замьчалельна въ томъ отношени, что она еии- 
метрична, относительно координать &, { прямой, и координать х,у точки. 
Ниже увидимъ важное значене этой симметрии. 

При изученм Амалитической геометрии необходимо вызените, геомет- 
рическое значене каждато злгебравческато выраженя или уравнешя, безъ 
этого аналитическая формулы навсегда остаютея только отвлеченпыми ком- 
бинащныи алгебраическихь символовъ, хоторые теряютъ, такимъ образомъ, 
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конкретное иредетавлене. Возьнемъ, напримфрь, уравиенге (2), которое вы- 
ражаеть только то, что прямая проходить черезь точки (и, 0), (0,5); но 
еели мы его напишемь въ форм: 


вх -- ву== 
Фиг. 48. 

у тв видимъ, что площадь прямоугольника @ф 
(фиг. 42), лостроеннао на отрёзкахъь аи воегда 
равна суммв площадей прямоугольниковь 65 и ау, 
тлф бы точка (2,9) ни была взята на дегонали 

‚х Прямоугольника, т. е. и& прямой (2) *), 


29 $ 39. Евли уравнение (2) помножимъ ва пер- 
пендикулярь р, опущенный изъ качала координать на прямую АВ 
(фиг. 48), то получим: 


Но Е есть ©05 угла, ноторый перпендикулярь р составлнеть съ осью Х, 


Фиг. 43. а 1 есть Ш того-же угла, сяфдовательно, озна- 


чая черезь о этотъ утолъ, найдемъ: 

2603 а | ува—р==0 (5) 
Это уравнене прямой, которой положеше фикеи- 
руется воорлинатами о и р. Эта форма называетех 
нормалиной—ниже увидинъ почему. Замвтимъ, что: 


04а =—} ‚ О-В , 0б=р ‚, (40б-=а 


черезь точки (2, у), (2,,), можно дать слфдующую форму; 


8 40. Мы видЪли въ 5 12, (6), что уравиеню прямой, проходнщей 


У ыы 
Ре ву 
или: 
у—у=(@2—э)щу (6) 


Это есть уравнеюе ирнной, проходящей черезь данную точку (и) п 
составляющей уголь ф сх осью Х. Точку (ж,у) можно выбрать гдв угодно 


*) См. Ващенко-Зихарченко, Элементариля геометрия, №евъ, 1883, 11-8, стр. 78, 
$ 138. 
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ив прямой, Возъмемъ точку пересёчешя прямой съ осью У, коордмиаты 
этой точки будуть (0,5); $ есть отрёзокъ, который прямая дВлаеть н% 
оси У. Полагая въ уравнени (6) х==0, и ==Ь, найдемъ: 


уе -Ь 
или полагая щф==а, уравнене сдфлается: 
у-ва Ь (1) 


Звачене коэфищента въ этомъ уравнени объяснено выше. Уразнеще (6) 
можно написать еще въ слёдующей форм: 


Ури (8) 
зиф 608$ 


или, полагая: 


о, (9) 
81ф 6039 
найдем: 
у=жи-тавф , х=а-- 7.008 ф {10} 


тдЪ г есть разстояне скользящей точки отъ данной точки (д.,у:). Если 
прямая проходить черезъ начало координать, то въ уравыене (7} отр- 
зовъ 5==0, сябдовательно: 


уаз 01) 


будетъ уравнене прямой, проходящей черезъ начало координать и со- 
ставляющей съ осью Х уголъ, коего тангенсь равенъ числу а. 


Если въ уравыени: 


уд 
д ив 


вомфстимъ точку (ль, ф) въ вачало коорди- 
ЕТ, т, 6. ПОЛОЖИМЬ 2,==0, у,==0, 0 
уравнене сдфлается: 

Уи Ши 


2 #1 Уд? (12) 


Ееля оси будуть косоугольныя м уголь между ними будеть ® (фиг. 44), 
то значене коэфищента д въ уравнени: 


узтадх--® (13) 
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найденъ, написазь уравнеше (13) въ формЪ: 


у—5=ах или а 
2 


откуда: 
лик (14) 


$ 41. Мы иечерпали вс№ формы, которыя уравнене прямой можеть 
получать, выбирая извфстнымъ образомь величины (коордиваты), опред$- 
ляющ]я положеще прямой. Всф эти уравченя первой степени относительно 
х,у, откуда представляется самъ собою вопросъ: всякое-ли уравнене пер- 
вой степени, въ х м у, предетавяяеть прямую лин? 

Мы сейчась покажемъ, что это такъ. Въ самомъ дЪЯВ, самая общая 
форма уразненя первой степени относительно х, у будеть: 


А+ 0=0 8) 


Боторое можио написать въ форм»: 


с # 
Де ив) 
А В 


но это ничто иное, какъ уразнене прямой въ фориб (2) $ 38, тд: 
[А 


=—= 


В 


в=—— 


, 


отвуда заключаемъ, что каждое уравнене первой степени относительно 
5 в у предопавляеть прямую линию. 
$ 49. Мы видбли въ прехъидущемъ параграф, хакъ прямая, данная 
зъ самой общей форм: 
Ах Ву б==0 {17} 
приводитея къ фориЪ: 


но чаще воего требуется уравиеню (17) дать нормальную форму: 


поза -- узто-—р=0 (18) 
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для этого помножимь уравненю (18) на неопредфлениый множитель , 
тогда получимъ: 
лева -- Музша— №=0 


Если это уразнеше тождественно съ (17), то мы должны ныЪть: 


ов = А , Ава В, Жж=С (19) 


откуда, возвышая въ квадрать первыл два уравнении складывая, надлемъ: 


или; 


== В 
Подетавляя въ уравнены (19), получимъ; 


А 


сова = зша 


уж, 


—С | 
У в? 


Периендикуляръ у, опущенлый изъ начала координать, на прямую, мы 
будемь веегда привимать за величину положительную, поэтому въ выра- 
жени: 


(20 


радикалу нужно давать такой знакъ, чтобы вторая часть была положитель- 
ная. Этимъ усдощемь опредфляется знавъ радикала. Жсли О булетъ коли- 
чество положительное, то радикалу нужно дать знакъ —, а если О будеть 
количество отрицательное, то радикалу надобио дать зпакъ --. Опред%- 
ливъ, такимъ образомъ, зиаыь радихала, мы булежь имфть эта и сова. 

Сядонательно если уравнене (17) раздфлимь на У 42-4, то оно 
приметь нормальную форму: 


А Во 


Уже ° 2) 


Замфтимь еще, что тя и соза выражаютсн только коэфищентами Аи В 
и не зависять отъ С. 


У 48. Если въ уравнеши прямой: 


ар 9) 
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узмБиимь @ и ф на на и я, то получинъ уравнене: 


шт Б-! @4 
или; 

У =. 

«+5 ы 


прямой, очевидцо, параллельной праной {23}. 


Если въ уравнеши: 
хеова | узта ==р (25) 


изуфнимт, р на р, то прямая перересется параллельно самой себЪ, тавъ 
какъ ел наклонеше, при такомъ зам щеши, неизиЪинется, СлБдозательно 
прямая: 

соза -- узта == 
параллельна прямой (25). 


Такь какъ ваклонове примой, данвой общизь ураввенемъ: 


Ав В+ 0=0 


выраждетея только коэфищентани Ди В, 10 съ изифчешемь С прямая 


переноситен нарадлельно самой гебъ. 

Наконень въ уравнеши: 

узлае--Ь 

оставляя в, угловой коэфименть, безъ неремфны, а измёння только $, мы. 
булемъ мереноеить прямую параллельно самой себ%. 

$ 44. Задача. Найти уравнеше прямой, проходящей черезь каиную 
точку (д, и? 

Рьшене. Возьмемъ уравнене прямой въ самой общей форм: 


Ах 0-0 (26) 


Исли эта прямая должна проходить черезь точку (21, у). То координаты 
я ии должны удовлетворять продъидущему уравиешо, т, е, мы должны 
инЪфты 

Аж-- Вит 0=0 


откуда: 
С==-— Аа— Ву 
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вставляя въ уравнен!е (26), найдемъ: 
4(х— т) {+ Ву— и) =0 (21) 


Это и есть уравнеше прямой, проходящей черезь точку (2). 
Легко видфть, что если уравнеше прямой будеть дано въ формах; 


У 
в + [о 1 
деоза -- узша ==р (28) 


у=ах-- 5 


то уравнены прямой, проходящей черезъ точку (2, и ), будуть: 


(и—)сова | (у--и)ша=0 (29) 
у и==а(е—2) 


Если въ ураввеняхь (29) будемь измЪнать коэфищенты а, В, уголь а в 
угловой коэфищенть а, то прямая выраженная этими уравнешями, будеть 
зращатся около точки (м,и), принимая вов возможных направления. 


$ 45. Задача. Дано уравнеше прямой въ нормальной форм%: 
сова узта=р (30) 


н точка (2, и) ви® этой прямой; найти длину церпендикуляра, онущен- 
наго изъ данной точки (д, и) на данную прямую? 


Риьщене. Черезъ данную точку (д, и} проведемъ прямую параллельно 
прямой (30), уравнене ея будетъ (8 43): 


двох узта == р) (81) 


вели д будеть разстояне, проведенной прямой оть начала, координатъ. 
Еели означимъ черезь $ исконый перцендикулярь, то легко зидфть, что: 


3=р—р 
Но точка (2. \) находится ма прямой (31), сл довалельно: 


= 91 с08а -|- ивта 
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откуда: , 
= и— р== ева -- изте -—р (32) 


Отвуда видимъ, что если прямая дана въ нормальной форм и точка въ 
ея, то результать нодстановленя координать м ии въ данное уравнене, 
дастъ дяину перпевдивуляра, опущеннаго изъ точки (2, и) на прямую. 

Если данная точка лежить съ той стороны прямой, съ которой ле- 
жить м цачало воординать, то длину перневдикуляра принимають за ве- 
дичину положительную, въ протизяомъ случаь за воличиву отрицательную, 
СлЬховательно мы должны нисать: 


$ ==-{ (216088 - изта — р) (33) 
въ первомъ случай, и: 
$ = — (мева -изша — 2} {34) 


зо второмт. 
Если уравневе прямой будеть въ общей форм: 


Аз-- Ву-- б=0 
то надобно его привесть въ нормальную форму, вакъ это было уже пока- 
зано (8 42, 22): 


Аз Вто 
=Уи4?-- В 
подставляя координаты жиз 8Ъ это уразнеше, найдены: 
42+ Ву ый =—5 (35) 
И 47 - В 


знакъ радикаля надобно тажъ выбрать, чтобы перпендикулярь $ имёль 
величину положительную или отрицательную, смотря по положению точки 
относительно нрямой, какъ сказано выше, 

Пр. 1. Найти клипу перпендикуляра, онущеннаго изъ начала координать на 
прямую: 

Отв. $=4. 

Пр. 8. Найти длину периевдикузяра, опущениато изъ точки (2, 3) на прямую: 

2е+у—4=0 


-—8 
Отв, УЕ › "Оч чаходится съ протввупозожной стороны начала координат. 


Пр. 3. Найти данну перцендикуляра изъ начала аа прамую: 
в(—а) Е В(у—5)=0 


324-4у-20=0 


Отв. Узы 
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$ 46. Задача, Найти координаты точки пересфченя двухъ прямыхъ: 
Аз Ву - 
Ах-- Ву =0 


(36) 


Рилиене. Координаты точки пересфченя должны удовлетворять обо- 
имъ уравненямь, слёдовательно должно изъ этихъ уравиен опредфлить 
дии 


_ Вс, Ва, „— 43—46, (37) 
2. ВВ, У В, №№ 
ДИ: 
ы у 1 (8) 


В&—В4 46-46 зв 

„ыражешя (37) и будуть координаты точки пересвчени нрямыхъ. Если 

зъ уравкешяхъ (36) коэфищенты находятся въ такой зависимости, что 
знаменатель ухи у: 

- А.В: — Ва 0 (39) 


то х=юи у— ©, если при этомъ числители остаюТея величинами ко- 
вечными; слёдовалельно въ отомъ случав прамыя (36) ветрёчаются ва 
безконечноети, т. е, олф параллельвы, 


Услоше параллельности (39) можно написать въ форм: 


А _ В 
2:1 40 
В (40) 
т.е. коэфищенты ух иу въ уравнешяхъ (36) пропорцювальны. 
Ир. Прямыя: 
За-Нбу1=0 6=--19у-1=9 
параллельны, такъ какъ: 
3_5 
" 5-ю 


Если при услови (39) случилось бы, что и одинъ изъ числителей, 
наприм®ръ: 
В,0, — № =0 


то и другой числитель, какъ известно, будеть тавже равенъ нулю и но- 
ординаты примуть неопредфленную форму: 


сяздовательно дв данных прамыя тождественны. 
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Задача. Найти координаты точки пересбчешя прямой, проходящей 
черель точеи (2, У), (2», №), ©Ъ прямою, данною уравнещемь: 

Ав -+ ву С=0 {41} 
Очевидио, это предъидущая задача въ другой формз. 

Рьшене. Прямая, данная предъидущимь ураваешемъ, вотрфчал пря- 
ную, соедипяющую точки (1,9%), (хз, 32}, дЪлить разетояше между этими 
точками въ нфкоторомъ отлошени (знутреляе или внЪине); еели это ие- 
известное отвоненю означимъ черегь %, то координаты искомой точки пе- 
ресбчетя будуть 


эти координаты должны удовлетворять уравнению (41), сяфдовательно 
имфент: 


АА. ИН со 


1% 1--А 
откуда: 
Аа Ви ЕС 
= 2 т 42. 
Яы Вы 0 из) 


Если это выражене напишем въ-формВ: 


{43} 


то легко зидфть, что числитель и знаменатель этой хроби суть перпенди- 
куляры, опущенные изъ точекъ (21, и), (2›,%) иа прямую (41). Зяажъь — 
перехь дробью произошель оть того, что если искомая точка пересфчейя 
паходитея между точками (2,9), (2, уз), то упомянутые периендикуляры `. 
иифвють противные знаки, велфдетыи чего \ будетъ величина ноложитель- 
ная, какъ и елёдуеть, для точекъ, лежащих между точекь (м, ), (2, 9). 

8 47. Съ помощью выражен для ^ (42) Фит, 45, 
можно лезко доказать слёдующее свойство треу- 
гольника: 

Если прямая линёя (фиг. 45) пересфкаеть 
стороны В0, СА, АВ треугольника АВО зъ 
точнахъ №, Г, М, то мы будемь имфть: 

ВЕ.ОМ.АМ _ . 


орам ви 1 ‚9 
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Пусть координаты зершинъ треугольника АВС будуть дом» (2,%), 
(в, уз), то мы будемъ имфть (42): 


также: 


и наконент: 


перемножая эти выражены, найдемъ зависимость (44). 


Если въ предъидущей задачЪ, уравнене (41) прямой будеть дано въ 
форы%: 


(в) 2 — (в 2ду- ау, — яв = 0 


проходящей черезъ денныя двб точки (2%, Уз), (ша, 4), то Х будеть: 


—__@® а — аду Гид (45) 
буд — о-ва аул — 24 


$ 48. На основам этого послфдиято выражешя для \, можио пока- 
заль еще слЪдующее свойство треугольника: 


Если, какую-нибудь, точку О (фиг. 46), взятую. на плоскости, еоеди- 

Фит. 46. винъ прямыми лишями съ вершинами треугольника 

р.) АВС (фиг. 46), тоэти пряныя встрфчаютъ противу- 

положныя стороны ВС, СА и АВ въ точкахъ Л, Е, Ё, 

ру р дёлянЦя` стороны на отрфзки, которые удовлетво- 
рають всегда слфдующему условю: 


ВР.СЕ. АР 


ВП.СВ.АЕ р 
а с бР.АЕВЕ о + 48 


Если координаты взятой точки будуть (24, у:), 2 верщинъ треугольника 
(2, и), (5), (1, уз), то ны будемъ имфть (45): 


В _ 2 (вм) 2223 (м > (у —). 
С ми) Рави) —) 


СЕ пауза) [из (а уз) | ау) 


АЕ &(ф—) ЕС 9) 


‚ ЕВ бат) Габи) а - у) 


перемножая эти выражен!я, найдемъ зависимость (46). 
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$ 49. Задача. Даны уравневя дзухъ прямыхъ: 
Аж Ву-- С: = 0 
Ар ВЕ б=0 


(47) 


найти уголь между ними? 

Рьыцене. Уголь между двумя пряныхи линями равевъ углу между 
пернендияулярами, опущенными изъ начала координать на прямых, Если 
означимьъ черезь а: и в, углы, которые перпендикуляры, опущенные изъ 
качала на прямыя, составляють съ осью Х, то будемъ имфть ($ 42, 20): 


Изь этихъ вырежешй мы имфемъ; 


: А В— АВ 
м ужемул, ри, 
ДА (48) 
А-В, В 
че) ужасу Е 
откуда: _ АвбАВ Ио 


(@а— 5) == 

5 (@—а,) АА РВВ, 

Если данных пряныя параллельны, 10 9—2 ==0 м мы будемъ имфть: 
А.В — А, В, =0 

Если прямыя верлендивуларны, 10 4-5, слфдовательно мы имфемъ 


008 (&— @2) ==0, отвуда: 
4,4, -|- ВВ, =0 . (50) 
Это услове нерпендивулярностн прямых? (47), т. е. если сумма проиаве- 


ден воэфищентовь ухи у равна нулю, то прямых перпевдияулярны; 
услове (50) можно написать еще въ слфдующей форм}: 


2 „В (61) 
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Еслн уралненя прямихь длны #ъ форн: 


уе , уни --Ы (52) 


то услоше перпепдикулярности будет: 


а НН 1==0 {58) 


Слфдоналельно, уравневе прямой периевликулярной кт. прячой: 


у 


будетъ: 


если об прямыя проходять черезь точку (0,2); если онф проходатъ че- 
фезь, какую-нибудь точку (и), То ихъ уревнешя будуть въ общей 
форив: 

уи=а@— я) 


(54) 
ито) 
Уи а я 
Если уролнеше прямой дано въ общей форнЪ; 
А (х—) + Ву) ==0 (55) 


то уравнене прямой, проходящей черезь туже точку (д, и) и перпенди- 
кулярной (55) будеты: 


В(а—т) — Ау) ==0 (56) 
Если прямая дана зъ общей форм: ° 
А&-- В+ б=0 (51) 


то уравнене прямой перпендикулярной къ ней и проходящей черезъ 
точку (м, и) внЪ ея будеть (56), тдЪ хочка (м, и) не лежитъ на иря- 
мой (57). 


$ 50. Задачи. Найти уравнене прямой, проходящей через данпую 
точку (п, и) н составляющей съ данной прямой данный уголь? 


Рьшене. Пусть данная прямая будеты: 
у=аж В (58) 


данная точка (2, м), данаый уголь 9. 
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ели означинъ 1 угль, который искомая прямая составляеть съ 
осью Х, черезь и, то ел ураввеше будеть ($ 44, 23): 


у—и==а(#— м) (59) 
уголь между этими прямыки будетъ: 


. = Рад, (60) 
откуда {2 искомато угла с: будеты 
— 9—2 
ам &) 


Пр. 1. Найти уравиентя лерпендикуляровъ, опущенцыхь изъ зершииз (а, 1), 
(3, —2), (—% —1) эреутодьника, на противуположныя вершинаиь стороны? 

Отв. Уравзеня сторонъ ($ 38, 1): 

«Луи =0 , Зу—х=1 , Згу=т 
Уравнешя первендикузяровъ; 
Та—у=8 ‚ Зтфузт , Зуиыт 

Пр. 3. Найти уразнешн перпендикуляролт, возстевленвыхь изъ срединъ сто- 
ронъ тото-же треугольнчка? ^ 

Отв. Координаты срединъ будуть {$ 4, пр. 3): 


Эн: 6,-5 
& перпендикухяры: 


7е-у--2=0 , Зау3==0 , Ву =--4=0 


1 3 
эти перцендикудяры пересвкаются въ одной точк® ( 3. = 2) . 


Пр. 8. Найти уравнешя перцендикухаровь, опущенныхь изъ вершинъ (=, у: 
(= у), (2. у:) треугольника на противуподожныя стороны? 
Отв. 
(ада, иду) — ии) =0 


(и -аое Ну, уу (аа, -уз уз) — (вьаь Руа) 


(ее ии) — и -уу)=0 
этв три ирямыя пересфкаются въ одной точкф. 


Пр. 4. Найти уразнева перпендикухяровь, зозстазленныхь изъ ерединъ сто- 
ронъ гого-же треугольника? 


Отв. 
аду в Той о 
еее 9+ би =0 
акад + били =0 


эти три прамыл иересфваются въ одной точк%. 
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Пр. 5. Взявь за оси основав!е треугольника я перпепднкуяярь изь верщины 
на основаше, найти уравнеше двухъ остальныхт перпендикуляровь и точку ихь ие- 
ресфчешя? 

Оте. Коордипаты зеришшь треугольиика въ утомъ продиоложени будуть 
(0, .), (21,0), (—2. 0), а искомыя уравнени: 

&=0 ; (ея) фуу-0 ; хе) — пу =0 
де и 
“/ 
$ 51. Задача. Найти уравнеше прямой равнодбдящей уголь между 


зрямыми: 


точка пересфчения будоть: (. 


жеоз 6 узшио —- р ==0 
(62) 


воза, | узтоь — р ==0 


Рилцеще. Если непомнимъ, что лервендикуляры, опущенные изъ каж- 
Хой точки прямой, равнодфлящей уголь между прямыми (62) па эти пря- 
мыя, равны, то уравнене равнодфлящей, очевидно будеть: 


деова, | узи — дл == 4608 а, | узы — ре (63) 
Такъ какъ скользящая точка (х, у} находится на равнодлящей, то 00% 
части уравневя (63) и выражаютъ длину пернендикуляровь ва пря- 
мыя (62). 

Тавъ какъ прамыя (62) заключаютъ сше и другой уголь, дополиене 
перваго до двухъ прямыхь, то очевидно, что уравнене равнодфлящей дру- 
гой уголь будеть: 

со узта, — р= — (лов Рузша; — р} {64) 
Если уравневя дапы въ общей форм®: 


дх--Ву+ С -=0 
(65) 


Ах Ву-- С =0 


то уравненя обфихъ равнодфлащихь углы между этими ирамыми, 0че- 
видно, будуть: 
Аа ВУ „Ле Вы РО (69) 
Ул 8 УЖ В 
Если начало координать дано, т.е. показано въ кавомъ изъ угловь между 
данимии прямыми оно находитен, то легко, по принятому условю ($ 42) 
относительно знака перпендикуляровт, опущенныхь ва прямую, опредф- 
лить, какой знакъ вадобно принять для равнодфлящей тотъ уголь, въ =о- 
торомъ лежить начало и какой знакъ дли угла дополнительнаго, 
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Пр. 1. Даль равводфлящей между прямыми пормальную форму: 


сова узша--р=0 
Отв. 


вов 9+5 Чушь ед 


2ив а (и — 34) 
вот ис Руа ыы = — ВВ 
оз щщ 


Пр. 2. Если вачахо коордвнать лежить внутри треугольника, коего стороны 
суть 
жоова, умы, — 21 = 0 


203 м узи аи — р, =0 
< сз аь Руша, — в, =0 
то равнодфляиця внутренне утлы треугольника будуть: 


2608 ау Ну а —- а — (сова ув а, — в) = 0 


д сова, -- Узша, — р, — (10084 узи — 24) =0 
я сов уз а, — 21 — (и сова, уши — р) =0 
показать, зто ояф пересбкаются въ одной точа Е? 
Пр. 3. Найти уравнощя разяодфаящихь углы между пряиыии: 
32-49 —9-=0 ; 1225 —3=0 


Отв. 


ЕН =О ; + —12=0 


$ 52. Задача. "Найти услоые пересфченя трехъ ирямыхь въ одной 
точь? 


Рьшене. Пусть уравнешя прямыхь будуть: 
ша Нун =0 


ах Е Бу = 0 {57) 


вх ву Нав =0 


ели эти прямыя пересфваются въ одной точь, то координаты этой точки 
должны удовлетворять веймъ тремь уравнешлиъ, что влечеть за собой 
услове: . 


(68) 


аз 65 6 


$ 53, Задача. Найти услоше, что три точки (и, у); (ла, у; (а. №) 
лежать на одной примой? 
4* 
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Рьшене. Пусть уревнене прямой будеть: 

Аз- В О=0 {69) 

такъ какъ всЪ три точки лежать на этой прямой, то мы должны имфть: 
Аж + Ву | С=0 


Аж, -- В РО =0 (10) 


Аж - Ву @=0 


откуда: 
жи 1 


2 у 1|=0 (т) 
2 У 1 
Если это услове сразвинъ оъ зыражешемъ $5 для площади треугольника, 


то увидимь, что оно еъ нимъ тождественно. Если три данных точки де- 
жать на одной прямой лини, то площадь треугольника Л ==0, 


$ 54. Задача. Найти площадь треугольника, коего стороны суть: 


ща--ву-фа=о 


вх Ву =0 (72) 
аз -Н ву в=0 


Рышеще. Съ помощью этихь уразнешй опредфлямь координаты вер- 
щинъ треугольника; пусть (2, и) будеть точка пересфченя двухъ послфд- 
михъ прямыхъ; (ль, у») первой и третьей; (5з, уз)—первой и второй. Опре- 
дВливъ эти координаты, надобно вставить ихъ въ опредфлитель $ 5. 


Координаты эти будуть: 


д— 8 , „бы 
а — в ° 9393 — або 
Вс — Вы . аз — 6 

* ив Фе ’ я а. 63 — вы (3) 
Фея — Яве 


абы * > Чай 
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Числители и знаменатеди этихъ выражен! суть миноры опредфлителя: 


и ца 
42 & в (14%) 
в ВЫ в 
и: 
А 
и: = 5 БЕЛ -& 
А. В, 
д: = Гл  т=0 (75) 
А. В, 
д: = р ‚ = Г 
Слфдовательно плошадь искомаго треугольняка будеть: 
4 в. 1 | 
ата’ 
= В 
А= 2 & а, + | (76) 
48 № т | 
16 °’ в ’ 
или: 
вар | 
А ь | (7) 
55 в 


Ниже мы еще вотрфтимся съ этимъ посяфднимь выражещемь дла площади 
треугольника. 


$ 55. Задача. Найти уравнешще прямой, проходящей черезъь точку 
пересфченя двухъ данныхь прямыхь? 


из -- ура =0 
вау а ==0 


Роьшене, Если какое-нибудь изъ двухъ предъидущихь уравневый 
помножимь на кеопредфленяый множитель А и сложимъ ихъ, то получимь 
‘уравнен!е: 


(78) 


аа ву-а Мес у-ры) ==0 {79) 
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также прямой, которая проходить черезь точку переофченя данных пря- 
мыхъ. Въ самемь дёлВ, координаты точки пересфченя прямыхъ (78), 
очевидно, обратять въ нуль и уравнене (79), независимо оть произволь- 
нато множителя }. Давая вов возможных значеня } оть — © до --, 
мы получимъ безчисленное множество прямыхъ, проходящихь черезъ точку 
пересфченя данныхъ (78). Между вевми этими находятся и данныя (78), 
именно когда \==0 и \ ==. 

Пр. 1. Найти уравнене прямой, соединяющей начало координатъ съ точкой 


зересфчен!я прямыхь: 
ау фа =0 


(80) 
, дут у =0 
о Унножииъ первое ня с;, а второе на с: и вычтемъ, получимъ уравнене: 
2 (лс, — 6) + (6,0 - иду =0 (89 


Эта прямая ироходнть черезь начахо координать, тажъ какъ уравнене (81) удовает- 
воряется координатаин = == 0, у=0 и по предъядущему она проходить через точку 
пересфчев!я прямых» (30). 
Пр. 2. Найти уравнев!о прямой, проходящей черезь точку нересфченя пря- 
мыхь: 
ау =0 


я 
ал ву =0 ® 


и параллельной оси Х? 
Отв. ба, —ыал)у -- ца: ва: =0 


Пр. 8. Найти уразнене прямой, проходящей черезь точку пересфченя пря- 
иыхь: 
ау =0 


ау у с: =0 © 


и черезь точку (оу) 


Отв. Если прямая проходить черель точку цересфчевя прямыхъ (83), то ея 
уравнеше будеть: 


аа -НВу а + А (аа у ро) =0 (84) 
Но эта прямая, но условйю, должва проходить и черезь точку (2, 1), сафдоватедльно; 
орды: а, Ноу о + > ви, Е о) =0 (85) 
х=— аи а 
ах, + Зы а 


вотаваяя въ уравнене (84), найдемь уравчеше искомой праной: 
(НЫ +5) (ия НБУ 4 о) (а Ву, + с.) (аа Ъу с) -=0 (86) 


Пр. 4. Найти уравнене прямой, проходящей черезь чочку (2,3) и черезъ ше- 
ресфчеше прямыхь: 
22 --3у--1=0 , 8-4у-5 
Отв. 


ПО +0+482—49-5=0 вв 645 — 249—689 
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Пр. 5. Мы видЬли ($ 44, 29), что: 
у-и=а(#— 2) 


есть уравнен!е прямой, проходнщей черезь точку (х,, уу). Если а разематривать, кант 
неопредфлениый множитель, то эго есть уравнеше прямой, проходящей черезь точку 
пересфчеша прямыхъ! 


у—и=0 , 2-м =0 
т. ©. черозъ точну, даниую координатами у = у, = 


$ 56. Услове, данное ($ 52, 68) для пересфченя трехъ прямыхь въ 
одной точкф, часто можно заифнить сяБлующимь правиломъ: 


Три прямыя перескаются въ одной точкф, если ихъ уравнен:я, бу- 
дучи помножены на прилично выбранные множители и алгебраически 
сложены, тождественно равны вулю, т, е. если: 


Мих Е оу -- а) в (аз + Ву в) - У@з2 Ну + св) == 


кавя бы нибыли я и у. .. 


Вь самомъ дЬль, коордавалы точки пересёчешя первыхъ двухь обра- 
щаютъ въ нуль первые два плена предъидущаго тождества, но вЪ силу 
тождества тьже координаты должны обращать въ нуль и третй членъ. 


Пр. 1. Три прямыл, сосдинающя вершины (2;, У), (2, 9,), (2 Уз) угловъ треу- 
тольника во срединами противулежащихь сторонъ, пересекаются в одной точЕ$. 


Отв. Легко видЬть, что уравпен!я равнодфлящихь суть 
(у — 2) 2 — а а — 8) у -- (вил — 2.) НЕ @, — #5) =0 
2) 2 — (а — 2) у (ви, — уз) (в — ву) =0 


и — 2) 2 — (а, — Эду + (уз — му) + (а — 219.) =0 


Тажь какъ эти три уравнен!я будучи сложены даютк тождественно нуль, то он% ие- 
‘ресфкалютея въ одпой точь, коей координаты суть: 


+2 
8 


ии 
у 3 


Пр. 2. Если уравневя периендикуляровт, опущенныхь изъ веригивт треуголь- 
ника (2 у:), (т,5з), (2, №) на противулежания стороны ($ 50, пр. 3), сложимъ, то 
получимь въ результал® тождество—нуль, слдовалельно они пересфкаются въ одной 
точкХ. 

Пр. 3. Приложить тоже къ примфру 4, $ 50. 

Пр. 4. Иоказаль тоже, взявЪ за координатныя оси стороны треугольника, коихъ 
длина есть ви 

Оте. 
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$ 57. Мнимая прямля. Если въ количественный матераль введем 
и числа составвыя, то перемфнныя или скользнийя координаты могуть 
получить я составныя формы: 


а ай , уфы (87) 


соотвфтствующая этимъ координатамь точка есть мнимая, Двф мниныя 
точки называются сопряженнымя, когда онф отличаются только знакомъ 
перехь $, таковы: 

д = , и=ь -Ы 


В —в 


(88) 


= —а , № 


Точка равноджлящая разстояше между сопряженными точками дЪйстви- 
тельная, такъ канъ ея координаты суть (8 4, пр. 3): 


а и 
2 : 2 
или: 
” = , у=Ы (89) 


Прямая, проходящая черезь дзЪ сопряженныя точки, дфйствительна. Въ 
самомъ дфлЬ, если въ уравнение 


иди (90) 
#—й 8—м 


нодставимь выражен для (2,. и), (24, у), (88), то найдемъ: 


в _ № 


или: 


$ 
у @—а) [6 


& это уравнене прямой, проходящей черезь точку (В) и составляющей 
съ осью Х уголь, коего #4 равенъ ь. 
а 
Мы выше видфли, что точка (а,®) лежать на средин% между точ- 
ками (м-р ай, 6--ЬР, (и— аи, 6—8), слАдовательно пряжая (91) 
проходить черезъ эту точку. 


$ 58. Уравнеше прямой: 


Аз р 0=0 (92) 
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тДЬ А, В, С суть количества дАйствительныя, удовлетворяется дйствитель- 
ными координатами точевъ, лежащихь наэтой прямой, но оно удовлетво- 
ряетея еще безчисленннмь нножествомь тотекь хниныхъ, поэтому можно 
сказать, что прямал (92) содержитъ еще безчисленное множество чнимыхь 
точекъ, 

Пусть и-|- ай, В, будуть ноординаты инихой точки, удовдетво- 
ряющуя уравненро (92), то мы будемъ инфть: 


А(и-- ай) - Вы НЫ) 6=0 
Аа -- Вы --С=0 , Аа В 


числа а м, а) и В» суть коорхинаты двухъ дЪйетвительныхь точекъ, 
изъ ноихь одна лежить на прямой (92), а другая на прямой: 


Аа» | В, =0 


откуда: 


0 (93) 


Сь помощью уравневй (93)”можно опредфлить отяошешя Е. и ру, ко 


торыя входятъ въ уравнеше прямой, проходящей’ черезь данную мниную 
точку (аа, 8-Е). 

Уравнешя (93) дають только одну систему величинъ для этихь от 
ношенй, слфдозательно есть только одна прямая, проходящая черезь дан- 
ную мнимую точку. 


$ 59. Самое общее уравнене инимой прямой есть: 
(4 + Аг + (В + Ву а Е би=0 99 
Это уравнеше можно написать въ форм: 
Ах Ву @ + ИЯ - Вы 0) =0 (95) 


изъ этой формы видно, что прямая (34) проходить черезъ точку перее$- 
ченя прямыхь ($ 55, 79): 


Аз-- Ву-- @ =0 
Ах -- Ву | С, =0 


СОльдовательно, каждая мнимая прамая, проходить только черезъ одну дЪй- 
ствительную точку на плоскости. 


(96) 


Уравнешя двухь сопряженныхъ прамыхь суть: 
(д Ад» (В-- Ву а 0я=0 
(1— чд =-- (В-- Вду + @— би=90 


(97) 
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Эти уразвновя можно написать въ форм: 
Ад ВУ ОА + Ву-- 0) =0 
Аж ВиО (Ах -- Ву -|- Св) ==0 


(98) 


Откуда видно, что обЪ эти прямыя проходать черезъ точку перосченя 
прямыхъ (96). СлЬдовательно двЪ сопряженныя прямыя поресфкаютен въ 
дВйствительной точкЪ. 

Ни ннимыя точки, ни инимыя брямыя, не могуть быть построены 
геометрически, т.е, не могуть быть видимы для глаза, ТЪиъ не менфе 
озф ведуть къ анадитическикт комбннациь, хоторымъ давая геометин- 
ческй смысль дЪйствительныхь значенш, иолучають весьма замфчатель- 
ные выводы и обобщетия. 

8 60. Уравнене прямой иъ полнрныхь координаталь. Пусть АВ (фиг. 47) 

Фиг. 41. будегь прямая, отнесенная къ прямоутольнымь 
осямъ ОХ и ОУ. Изь начала 0 проведемь ОР 
перпевдивулярно АВ и возьнемъ ОР’ за начало 
угловь, а О за полюсь. 

Если Я есть, вавая-нибудь точка на иря- 
ной АВ, то ОВ-ь, /РОВ-=9. Изъь А РОВ 
мы имфехъ: 


08055 РРй=оР 


откуда: 


6608 ф=р (99) 
если ОРз=р. 
Ееди бы за начало угловъ была взята ось Х, то уравнеше прямой, 
если / ХОЕ-==ф, будеть: 


084 — а) =р (100) 
тдф а есть уголь ХОР. 


Уравнеше (100) можно получить прообразоващехь уравнен: 


лобва Рузще=р 

Извфетно, что ($ 37); 
$=660%9 , у=оэзаф 

подставляя, чайдемь: 


© (605 ф соза -|- зтузта) == р 
откуда: 
008(р—в) == р 


ГЛАВА У.- ДВОЙСТВЕННОСТЬ БООРДИНАТЪ. 59 
Пр. 1. Преобразовать уравневе: 


т\ 
= аве (9+1) 
р== а вес |ф-- ё; 
въ прямоугольимя ноординаты? 


Лр. 9. Найти полярных координаты точни пересбченя нряныхъ: 


рошн( — 
и уголь между вимн? 
Отв, 


* т 
р=2а ‚ = › утовь ее 5 


Ир. 8. Найти полярное уравненше прямой, проходящей черезь точки (2,2), 
в)? 

Ота. раб за (ф; — Фе) + ори зв (4, — 9) Н ри за 4—4) 

Пр. 4. Найти услове периендикулярности двухъ прямыхе: 


ров (ф-т) =, рф) = 
Отв. ав =. 


ТЛАВА У, 


Двойственность координатъ. 
Прямая я точка. 


8 61. Если обратимъ внимаше на геометрическое опредфлеще пря- 
мой и точки, то увидимъ, что онф въ отвлеченномъ смыслдф тождественны, 
70 есть по опредфлен!ю, между прямою лишею и точкою, ыётъ разницы. 
Отличаются же онф тольно конкретнымь геометрическимъ представленемъ. 
Йзь этой отвлеченной тождественности вытекаеть методь изяфетный въ 
вналитической геометрш, подъ именемъ двойственности координат». 


Воть свойства прямой и точки, дающ]я начало двойственности. 


1. Прямая лия вполаф опредф- 1. Точка вполнф опредфяяется дву- 
лнется двумя точками, мя прямыми хиннин. 

2. Если двф точки одной прямой 2. Если дв пряныя одной точки 
совифщаются съ двумя точками другой | совифщаются съ двумя пряными другой 
прямой, то 00% прямыя совжЪщаются. точки, то 06% точки солизщаются. 


3. Двф прямын могуть перевфчься | 3. ДвВ точки могуть лежать только 
только въ одной точкф, ! на одной прямой, 
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Изъ предъидущато видимъ, что между прямою и точкою разница 
заключается въ словахь: прямая и точка, точка и прямая, 


$ 62. Методъ Декарта соетоить въ томь, ч10 положенше точки на 
плоскости онредфлнетея относительно двухъ прямых, проведенныхъ про- 
изВоЛЬНо на плоскости; прямыя эти называются координатами, & точка 
ихъ пересфченя называется ничаломь координать. 


Въ силу двойственнато смысла опредфлен!я прямой или точки, выра- 
женнаго въ предъидущемъ мараграфЪ, можно представить другую коорди- 
натную систему, въ которой вместо двухЪ прямыхъь беруть д9ъ точки, 
которыя и будуть соотвфтетвовать ибсциось и ординать Декарта, & пря- 
мая, совдиняющая двЪ взятыя точки будеть соотвфтетвовать началу коор- 
дЕнатъ, Въ этой систем веякая прямая тавъ опредфляется относительно 
координатныхь точекь и прямой соединяющей ихъ, кавъ точка опредё- 
лнетея относительно декартовыхь координать и точки ихъ пересфченя— 
начала, 

Въ силу такого усломя, положене прямой на плоскости будеть опре- 
дВлатся двумя числами (координатами) или двумя ураввешяыи, & точка 
однииь уравнешемъ первой степени между координатами прямой. Въ де- 
хертовой систем точка, коей коорликаты удозлетворяютъ уравяеню пер- 
вой степени, скользить по прямой, которой алгебраическое представлеше 
и есть это уравнене, а въ настоящей систем, прямая, коей воордизаты 
удовлетворяють уравнению первой степени, вращается около точки, коей 
алгебраическое представлене иесть это уравнене. Въ этой систем® всякое 
уразнене, какой бы нибыло степени, между двумя координатами прамой, 
будеть опредфлять безчисленное множество положен прямой на плоско- 
сти, посдфдовалельное пересъчене которыхь обравуеть геометрическое 
ифето или кривую, которой движущанся прямая касается во веЪхЪ своихь 
положенянхъ. 

Слфдовательно, разъ геометрическое иЪето ееть непрерывный радъ 
точекъ, удовлетворяющяхь извфетному уравненйо, а другой разъ геометри- 
ческое мЪото или кривал есть непрерывный рядт прямыхь, удовлетв.ряю- 
щихь извфотному условно; напримфрь: окружность есть геометрическое 
мЪето точекъ или пряныхь, находящихся въ равномъ разетояни оть 
данной точки центра. 

Мы не станемъ развивать эту систему коорлинать, такъ какъ въ 
такомь щуен® мы потеряем въ единетвВ координатной идеи, & мысль 
бвойственности мы разовьемъ изъ девартовой системы, 


Мы видфли, что зъ декартовой систем координать положене точки 
на плоскости опред ляется двумя числами, координатами, или что тоже, 
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двумя урзвневшами, в геометрическое мфото точекъ, однимъ уравне- 
немъ. 

Геометрическое мфото точекъ, лежащихъ на прямой представляется 
злтебраически однимъ уравиешемь первой степени между координатами 
точекъ. 

Въ уравнене прямой входять зеличины во первихъ, опредфляющя 
положеше прямой относительно координатныхь осей, & во вторыхь вели- 
чины, опредфляюн!я положеше, каждой точки на прямой; пезвыя изъ 
этихъ величин для одной и той-же прямой постолнны, а вторыя должны 
удовлетворять уравненю прямой, слЪдовательно величины нпереминния— 
ояф называются бизущими или скользящини координатами точекъ на пря- 
мой. 

Величины, входяния въ уравнеше прямой и опредфлаюния ея поло- 
жене суть координаты двухъ данныхь точекъ. Эти дв точки, выбранныя 
извфетнымъ образомъ, даютъ различныя формы уравнению прямой. Самое 
удобное положеге точекъ для нашей цфли, есть то, въ которомъ одна изъ 
точекъ взята на оси Х (а,0), адругая по ови У (0,5). Ураввеше прямой _ 
при такомъ выборф точевъ, кавъ мы видёли, принимаеть форму: 


ву 
, аь=1 (0. 
мыли; 
ш чу ® 
полагая: 1 1 . 
= у ® 


форма уравнены (2), какъ видно, замфчательна въ томъ отношени, что 
онё симметрична отиосительно х иуи бич. Эта симметрия и сядет, 
изъ нея вытенающя, и были причиною выбора этой формы уравненл. 


Въ уревнени: 


вели 1-0 


Ё, ч суть координаты прямой, опредфлаюлия ея положеше, а т, у коор- 
дииаты точекъ на прямой. Первыя величины постоянныя, & вторыя ве- 
личины— перем ниня. 


$ 63, Возьшемь на прямой: 
бр +1 &) 


опредфленную точку (2, у). Координаты этой точки должны удовлетворать 
уравнению (4), слёдовалельно: 


ви--чщи + 1 =0 (5) 
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Если въ этомъ уравнени, оставивъ координаты м,\: ностоянвыми, будемъ 
измнять 2,1 такъ, чтобы онф удовлетворяли уравнению (5), то мы полу- 
чимъ безчиеленяое множество прямыхъ, которыя вс будуть проходить 
черезь точну (м, и), т. е. будуть вращатся около точки (2,9). 


Слфдовательно, если въ уравнени: 


Ви-Рчу +1 = (6) 


Вт будуть величины постоянныя, а х,у перенфнных, то точка, коей ко- 
ординаты удовлетворяють предъидущему уравнению, будеть скользить по 
прямой, коей положеше опредфляется постоянными величинами $,1. Если 
въ томъ же уравнения х,у будуть величины постоянныя, а 3, % перемв- 
иыя, то прямая, коей координаты удовлетворяють тому-же уравнению, 
будеть вращатся около точки, коей положеше опредёляется величи- 
нами х, у. 
Поэтому уравнеше: 


мЕия = 


называють уравненеиь точки (21, у}, около которой вращаются всф прз- 
мыя, кояхъ координаты Е,  удовлетворяють предъидущему уравненю. 


Изь этого вытекаеть двойной взглядь ва уравнеше первой степени: 


#8 +1=0 


Оно есть уравнеше ярямой, если &, 4 суть величины постоянныя, а 2, у 
перемнныя;—оно есть уравнеше мочки, если $, суть величины пере- 
ифниыя, а х, у постоянныя. 


Это начало двойственности. Оно вытекаетъ изт, тождественности опре- 
дЬлешй точки и прямой. Опредфлене точки переходить въ опредвлене 
прямой, а опредёлене прямой переходить въ опредфлеше точки, заифще- 
зенъ слова: точна-—прямою, а прямая—точкою. 


Сиысль уравневя (6) можно выразать, говоря: что оно есть совифет- 
ное представлеше прямой и точки, т.е, представлене положешя, въ ко- 
тором лочка находитея на прямой, х прямая проходить черезъ точку. 


Такъ какъ геометрическя теоремы отноеятся или къ сислен® точекь 
или къ систем прамыхь, или въ тому и другому, то изъ предъидущаго 
видяо, что точка въ геомети прямой играеть ханую-же роль, какую пря- 
мая въ гоометри точки. 


Итакъ въ аналитической геометрии ееть два основные элемента для 
изол»дованя-—точка и прямая, об даются и координатами и уразненемъ, 
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06$ въ отвлеченномъ предетавлени, т. е. въ алгебраическомь, тождест- 
зенвы, а различаются только конкретинмъ представленеимъ. 


$ 64. Перевесемъ тешерь теоремы, по смыслу двойствениости, най- 
дениыя въ теори прямой, на теоремы зъ теори точки. 


1. Уравнеше первой стенепи отно- | 
сбтельню координатъ м, у иредставляеть 
прямую линю. 


1. Уравиене первой степени отио- 
сительно координать &, 4 представляет 
ОчЕТ. 


Въ уравкеви; 


8 чу--1=0 


постоянные козфищенты суть вмфет% и коордипаты, прелетавляемаго урав- 
мезжемъ элемента, т. е,, если предъидущее уравнене ипредставляеть пря- 
мую, то коэфищенты Ё, 4 суть ея координаты, а если оно представляеть 


точЕу, то постоянные коэфищенты х,у суть ея координаты. 


2. Если положене прямой дано ко- 
ординалами &, ‘7, 10 ея уравнеше: 


Бия +1 =0 
3. Если прямая 
Вау 


то ея координаты суть: 


дана уравненемъ: 
=0 


В, м 


4. Если уравнене прямой дано въ 
совмой общей форм: 


4 Ву =0 


10 ея координаты суть: 


А 
8=0 › 


8. Если положеюе точки дано ко- 
ординахами г, у: то ея уравнеше: 


а -фут--1=0 
3. Коли точка дана уравнене 
аб фут Е =0 
то ея координаты суть 


в, 


4. Если уравнене точки дано въ 
самой общей форы%: 
два -6=0 
| 10 ея координаты суть: 
== 


6 . 
) 


Эта взанмность не имла-бы мФста, если мы за координаты прямой 
взяли-бы отрёзви, которые она дёлаеть и& коордиватныхь осяхъ, 


5. Уравнене прямой, проходящей 
черезь двф данныя точки: 


(вн), (вы) 
есть: 


я _ 


Изь предъидущихъ примфровъ 


5. Уравнеже точки находящейся на 
пересфченти двухъ даиныхь прямых: 


т), В) 


ЕВ 9% 
&-В ив 


есть: 


видимъ, что дфйстмя и результаты 


изь них вытекаюнщия, въ обоихь случаяхь однф и тфжо, только значене 


постоянныхь и неренфвяыхь величивъ различно. 
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$ 65. Но тамъ, гдВ входить отрезки и услы такого преобразована 
сдфлать непосредственно нельзя, & можно едЪлать перенося задачу на пря- 
мую, коей координаты входятъь вЬ зелачу. Возьмемъ для иримфра задаяу, 
уже рышенную для прямой (8 45). 


Задача. Найти разетояье точки, данной уравненемъ: 
аб-Рия-Ет=0 (7) 


оть прямой данной координатами (5, \!)? 
ФРьышене. Мы видфли ($ 64, 2), что уравнене прямой, данной коор- 
диналами ($, и) ееть: 
БЕ щу + 1=0 
< въ нормальной фориЪ: 
Вау 
УВ-Еа 


Но координаты точки, данной уравнешемъ (7) суть (м, %), слёдоватедьно, 
если искомое разстояне означимь черезь х, то будемь инфты 


д 


Если въ этомъ уравнени сдфлаемъ координаты &, т, перемфиными, удо- 
злетворяющими поетоянно этому уравненшю, то пряжая, перемфщаясь, 6у- 
деть находится постоянно на разетояни х отъ точки, коей уравнене 6- 
деть слёдующее: 

жЕ-Нич--1=0 
а воординаты (ду, у). 


Слфдовательно: 
виа, 
Ув 
или: 
(ибн (9) 


будеть уравнеше вруга, тотда вакъ уравнене круга въ декартовыхь ко- 
орлинатахь есть 


ея 
1$ 2, и, суть координаты центра. 


Изъ этихъ выраженй видимь, что круг, какь въ окной, такъ и в 
другой систем координать, относительно перемивыхь-втораго порядка 
и втораго класса, 
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$ 66. Задача. Найти уголь между двумя прямыми, дапанми коорди- 
натами (8,7%), (бы, 2)? 


Рьшене. Уравнешя прямых®, коихъ коордивать (&, чи), (&,%») бу- 
дуть ($ 64, 1): 


Вау 1=0 , аут =0 (10) 


слЬдоваледьно угодъ между этими прамыми будеть ($ 49, 48); 


‚ вр = Е ВИ 11) 
ИРИ 
Изъ этихъ выражен найдемь услоше нараллельности прямыхъ: 
Зиф=0 или 3—4 =0 (12) 
а услоше перпепдикулярности: 
005$==0 или && чить =0 {18) 


8 67. Въ $ 48 мы вилфли, что еели зъ уравнеши прямой, оставляя 
коэфищенты при х,у (перемфнныхь) постоянными. будемъ изиЪнять только 
постоянный члень, 10 прямая будеть переноситься, на нлоевости, израл- 
лельно самой себф. Что схЪлается съ точкою, если въ ел уравнеши сд$- 
лаемъ тоще, т. е. оставихь коэфищенты при &, 4) веизинными, & будемъ 
измфнять постоянный члень? 


Пусть уравнене точки будеть дано въ самой общей форм: 
А-В 0=0 (14) 


Координаты точки будуть ($ 64, 4): 


А В 


с’ п 


Если постоянное С будемъ изифнать, то координаты точки, измфняясь, бу- 
дугъ удовлетворять уравиеше: 


(15) 


Сяфдоватедьно точка, даиная уравешемть, будеть скользить по прямой 
(15), проходящей черезъ начало коорхипать. 
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$ 68 Задача 1. Лапы уравневя | 
двухъ прямых: | 


Бе у 1=0 
фату 1=0 


Найти координаты точки ихь переобче- 
ня? 

Координаты токи пореефчешя доя- 
жны удорлетяорять обфимт уравлепямт, 
сдфдовательно нужно опредбяйть г пу 
изъ данных уравнений. 
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Задача 1. Даны уравнейя двух 
точекъ: 


дб фут 1=0 


аз ум 1 =0 


Найти координаты прямой, проходящей 
черезъ ати точки? 

Боорлипаты прямой, проходящей 
черезь далныя точки должны удовлетво- 
рять объихь уравненимь, олфдовательно, 
нужно опредфаить $ и изъ данпихь 
уравнен!Й. 


Поставии еще въ параллель слёдующя двф зедачи относительно урямыхь п 


точекъ. 
Задача 2. Найти уелов пергобче- | 
выл трехь прямыхъ, дапзыхт уравлентуи, 
въ одной точ? } 
Три прямыя: 


Бе-ету +1 =0 
бет =0 
фу: =0 


Еели эти три прямын поресбкаюлея въ 
одной точкф, то координаты м, у этой 
точки должны удовлетворять веф три 
предъидупия уравненя, а для этого ие- | 
обходимо услове зежлу козфитентами: 


61 
& вт 
№1 


Задача 3. Найти усхове, при ко- 
тором+ три точки, дапныя координатами 


(су), (вы), (вьул), лежать на одной 
прямой? 


сли три точки: 
(тьз:), вы), 2,3) 
лежать на одной прямой: 


ба у +1=0 


Задача 9. Ныйти уелоще, при во- 
торомъ три точки, данныя уравневяии, 
лежать па одной прямой? 


Три точки: 
а-я -+1=0 
а. + и -1=0 
2 фид 1=0 


Еели эти три точки лежать па одиой 
прямой, то координаты & 9 этой пра- 
ной должны удовлетворять ветра пред 
илупии уравиещя, а для этого псобходимо 
услове можду козфищентвми: 


|= и 1!| 
[в 10 
чит 


Задача 3. Найти уеломе, при ко- 
торомъ три ирямыя, данныя коордивз’ 


тами (5,1), вы %), чз), первое 
ЮТСЯ въ одной точиБ? 


Если три прамыя: 
о %), Сы), бы) 
переебкаютсл въ одной точки: 


2 ут --1=0 
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то хы пифемъ: 
Ба, фи -1=0 
В, {и 1 =0 
фл а 1 =0 


то мы имфемт: 


а, ум 1=0 
2, у -+1=0 
2, + уз +1 =0 


откуда имфомт лскомоо уелове: откуда пифемъ искомое услове; 


| | $5 ит 
0 м 1|=0 & № 1150 
ов 1 | $6 шт | 


ели сраввисиь эти поелфяяя условя съ предъидущими, то увидимт, что то, 
которое въ одномъ случа стоить въ празожь столбиф, переходить, въ другомъ слу 
чав, въ лвый и обратво. 


$ 69. Задача. Найти уравненя точект пересбчетя трехъь пряныхь: 


аа -Н Ву На ==0 
азж-Р у + а=0 (16) 
ах -- Ву Г в =0 


Рииене. Если черезь $ и у означимъ координаты, какой-нибудь, 
прямой, проходащей черезь точку пересчешя крямыхъ дачныхь послфд- 
ними двумя уравнешями (16), то ея уравневе будете: 


--у4+1=0 а 
Координаты точки пересфченя трехъ пряныхъ: 
ее 1=0 
а -- у-|- а =0 (18) 


ах -РВуРв=0 


должны удовлетворять этимь тремъ уравнешямтъ, слфдовалельно ($ 52) 
между коэфищентами этихъ уравненй должно существовать уелове: 


$11 


в В @ | 
| 
| 


=о (19) 


4 Ы в 


Еели 5, п координаты прямой (17), измфняясь, будуть веегда удовлетво- 
рять предъидущему уравнению, то прямая (17) будеть всегда проходить 
5 
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черезь персефченя` послфлнихь двухЪ прямихъ (16); слфловательно (19) 
будеть уравнеше этой точки. Кели изъ коэфищеятовь уравщенй (16) с0- 
ставимъ опредфлитель: 


а ь 


| @з >, 


| 43 № 


{20} 


то легко видЪяь, что коодиниенты пои 2 в м вт уравиенйт сул, мипоры 
опредфлихезя В, соотвётетвующие озементамь @, Вы, аь Бели эти миворы 
означин» черезь А,, В, С., то сиредфлитель (19), или уравпеню искомой 
точки. можно написать въ слёдукидей форм ` 


АЕ--Вя-- С =0 (21) 
Изъ еказаннаго легко вихфть, что: 


А -- Ви © =0 
(29) 


дя ВЯ о 


будуть уравнемя точекъ перебфчешя прлхыхъ (10): первой и третьей, 
первой и второй. А», В,, С, Аз. В; и Сь суть мипоры опредфлителя А (20), 
соотвфтетвующие а». 6, со, аз, 3 И 2. 

$ 70. Задача. Найти уравнешя трехт, прямыхт, проходящих черозь 
точки: 


авиа 0 


р-р = 0 (23) 


пене 


Рьшене. Развуждеше подобное предъилущему, дасть намь слфлую- 
ия уравнены: у 


Аа Ву-+ а =0 


(24) 


тд% А, В, С суть миноры опредфлителн Л ($ 69), 


Дегко видфть, что сели бы были дамы ураннешя (21), (22) или 


ГЛАЗА У. -ДВОЙЕТВЕНВОСТЬ БООРДИНАТЬ, 69 


(17) въ мниорахъ, то подобный шуемь, казой изложенъ выше, приведеть 
къ уравиешяиъ (23) и уравпешямт (18). Замфтимь при этомъ, что: 


|^ Ва] чи ай 

1 В бы ве | 

$ 71. Задачу $ 54 можно ушить тенерь гораздо проще. Еели сто- 
роны мекомаго треугольинка даны ураввенныи; 


(25) 


18 24 6%; 3 № 6 


иа--бу-а==0 


езз -Н Буа =0 (26) 


ва - Ву-На =0 
то уравнешя его вершинъ будуть (8 69, 21, 22): 
А-- Вт @ =0 
Е Вл--0,=0 (21) 
33 -- Зум -- в =0 


Слёдовательно координаты зершияь будуть: 


д В А. В 4 В . 
(и р) ( с.) (2.2 128) 


откуда площадь треугольника, коего вершикы суть (27), будеть: 


$ 72. Найти площадь уреугольника, коего вершины даны уравяешаями: 


Е ит-р1=0 


д-рим + 1=0 [2 
жд -|-унт 1 ==0 


Если эти уравнения предетавлають вершины треугольника, то координаты 
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этихъ верщныь будуть (ль), (ть 3), (хьуз). Слбдовательно треугольнийъ 
будеть ($ 5): 


Если ураввеня зершинъ даны въ вамой общей форм»: 
щЕ- я-а =0 
вЕ Ня =0 
‘а Ня -Е а =0 


то координаты этихь вершинъ будуть: 


я И) [ы Ы)\ ( & 
я’) ’ \ ° 62] ° 63 63 


сяъдовахельно площадь треугольника будетъ: 


1 В в 


ГЛАВА У1. 
Прямая и точка. 


$ 73. Вь уравнейи праной: 


Ва--юу--1=0 (1) 


неподвижный элементь есть сама прямая, данная координатами (а, м) 
® подвижный элементъ есть скользящая точка; координаты 5, у этой точки 
должны удовлетворять уравнене (1). Слфдовательно эдементъ постоянный 
въ уравневн (1) есть (6, %,), а перемъивый х, у. 


Въ уравиеши точки: 


я -Нут--1=0 [6] 


неподвижный олемешть есть точка, данная координатами (2, у), & ох 
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внжный элемент есть прямая, постоянно, проходящан черезъ точку (2, 1) 
и коей координаты Ё, 9 должны удовлетворять уравненгю (2). 


Слфдовательно уравнены: 
В; --ту--1=0 


жё--ич--1=0 


представляють неподвижные элементы, первое прямую, & второе точку. 


Изъ двухъ неподвижныхъ элементовъ, принадлежащихь одной вис- 
тем}, можно построить одинъ неподвижный элементъ, принадлежащий 
другой систем. 


Въ самомъ дЬлЬ, пусты: 


аз щу+1=0 
(3) 


бд ву + 1= 


будуть уравнения двухъ прямыхъ. Если одпо изъ этихъ уравненй, напр. вто- 
рое, помпожимъ на неопредфленный параметрь \ и сложимъ съ первымъ, 
то получимъ уравнеше прямой, проходнщей черезъ точку пересфчешн пря- 
мыхъ (3) ($ 55): 


х-щу ЕЕ бя-ныу-- )=0 4) 
иди: 
В+ 1=0 (5) 


координаты этой прямой суть: 


№ = ть © 


1 ›’ 
Съ измфнешемь параметре Х, прямая, выражениая уравнещемь (6), вра- 
щается около точки переефчен!я прямыхъ (3), имфя всегда своими коор- 
динатами выражешя (6), Это будеть подвижный элементь, принадлежащий 
второй еистемф. Если между выражениями (6) исключимъ параметрь \, 10 
вайдемь уравнене: ` 


| ‚Ш 
=0 


Я, ты 
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иди: 
ЗА 
9 {1 =0 (1) 
№1: 


Это уравненю точки или неподвижный олемеить” второй системы. 

$ 74. Если все то, что мы сказали въ предъидущемя параграфВ 0- 
ноеительно днухъ ирамныхь, переноссмь па дьБ точки, хоихь урмиеня 
суть 


а-я =0 , ад -рум--1==0 {8} 


то найдемъ, что; 


о (9) 
или: 
а» И 1.1 == 
и (9 


есть уравцене точки, лелилией на прямой сооднияющей точки {8). Коор- 
динаты этой точки суть: 


_ и дима 
РП › УЕ) [6 


Измвняя парамотръ , топка (9, 10) будотъ донгатьея по прямой, имёя 
веегда своими координатами выражетя (11). 


Уравневия (9) или (10) булуть продетавлять неподвижлый элементь 
второй системы, а выраженя (11} подвижный одементь порвой системы, 


Если нежду уравношями (11) неключимь парамотт Х, то лайдемь 
уразнене ирямой, проходящей черезь точки (ум, (ину 


| #—м уфи 


= 
1—9 и 
или: 
ут 
| | 
ми 1, =0 
| 
[22 № 1 


закъ это уже видфли выше. 
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И ЕЯ 


дають самое общее иредстазлене прямой, 
кахь осноланю ряда точен. 


дають самое общее предотавтеще точки, 


Уравнения: |. Уравнения: 
| 
; казъ цовзрь связки нрямыхъ. 


Итакь, разь прямая или точка даетел однымъ уравнещемъ, другой 
разъ оц лаютея, каждан, двумя урауномями, съ перемфипыхь варамет- 
рожъ, иеключеню котораго ведоть къ урарлешю прямой или точки. 

& 75. Газсмотримь теперь гоометричеекое значене перем щииго иа- 
раметра ®, какъ въ уразненйг примой, такъ и въ уравнени точки. 


Въ 8 4 мы видфли, что въ выраженяхъ: 


‚ = РА (12) 


в эн . 
=, есдн „_ ость отношоше, вь которомъ точка (ху) дЪлить разетоя- 


з1е между точками (2), и), (хо, у.). Если означимь черезь хи х разетоя- 


тв 


: х й 
я точки (2,у) отъ точекъ (в, и). (2, 2), то 
ы ы а 


‚. СлЬдователь- 


во въ уравневи: 


эя-- р =0 (3) 


Е 
3-9 


Х ость отаошене разетоятй точки, омрисжениой прейъидущинь уравиенемь 
оть точекъ (ж,), (2., уз) черезь которыя эта, ирямех проходить. 


Еели уравненю точны булеть дапо пъ замой общей форм: 
43 -- Ви -- © Е С Ви --- 0) =0 [0 


лить разотояе 


то, очевихно, что отношене ®, въ воторомь точка (14) п 
между точками: 


ДЕ Виа ео — 4-- Ви 6-0 


будеть: 


$ 76. Уравнене: 


Защита -- О =0 (16) 
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предетавляеть примую, проходящую через» точку пересёчещя прямых 


Ця-ещу-т=0 вр ву 1==0 (1) 


(18) 


Выражешя, заключенных въ скобкахъ, для точекъ лежащих внф прямыхъ, 
будуть имЪть тнелоное значен]е периендикуляронъ, спущенныхь изъ точеёъ 
на прямыя. Коди для такихь точекъ озпачимъ нерпендикуляры черезъ р, 
на первую прямую, а черезъ р. ма вторую, то будемъ имфть: 


ах му--1 зу, 
Ув. о И № 
а-я бы 
Фит. 48. Пуеть прямых (17) будуть ОА, и Од 


(фиг. 48), то прямая (16) будетъ ОД; пусть 
углы ЧОД, =, АОА; = 5. 

Такъ кажъ въ уравненйя (16), точки 
лежашия на этой прямой относительно пря- 
мыхъ (17) будуть внЪ, то это уравнене 


можно написать въ форн: 


ИНЕТА И В Наль =0 (19) 
откуда: 
= М у (00) 
Но очевидно: 
вали (29 
р пы 
слфдоввтельно: 
{22) 


Если уравненёя (17} будуть даны въ нормальной форм, то есть: 


зо -Гузвв—д=0 , доз -- узш в 4 ==0 


ГЛАВА УТ. ПРЯМАЯ И ТОЧКА. 15 


то въ уравнеши: 


хоз -ГузшВ — ФА (26058, узш В, — 9) =0 (23) 
козфищенть: 
= Ча 
№ Я ао (24) 


Неаконець, если уравнен!я прямыхъ (17) даны въ самой общей форм: 


Ая Ву 00 — Ае- Ву-- @=0 (25) 


то въ уравнени: 


Аз-- Ву О-Раз-- Ву-- бд ==0 (26) 
хозфищенть р, очевидно, будеть: 


—^@а 
вс, (7) 


Изъ воего сказаннаго выше видимъ, что если уравнешя двухъ пряныхъ, 
или двухъ точекъ, даны въ нормальной форн%: . 


дез -Гузша—р==0 , хоз убща, — рр =-0 
(28) 
вия ФЕТ 
Е =о , И = 0 
Ув ув 
то въ уравнены прямой, проходящей черезъ точку ихъ нересфчешя, или 
въ уравневи точки, лежащей на примой, соединяющей эти точки: 


>  хеова-Рузто— р -- А (2 соза, уз ва — р) =0 


[6 


Ея ЕТ, (6 рум 1 
и) 


хозфищенть \, въ первомъ случа®, будеть предетаваять отношеню пер- 
пендикуляровь, опущенныхь изъ каждой точки прямой (29) на прямыя 
(28), & во второмъ Х будеть отношенше разстоян! точьи (29} оть точевъ 
{28) или отношеше перпендикуляровъ, опущенныхь изъ точекъ (28) и& 
ве прямыя, проходящя черезь точку (29). 
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ГЛАВА УП. 
Сокращенный способъ, 
прямая. 


$ 77. Если въ уравнени прямой или точки, запнеаиныхь въ пор- 
мольной форм: . 


жебза - узта— р=0 @ 
Е 
1 =0 2} 
Ут 


зетавимт коорхинаты точки, лежащей рыЪ ноямой или хоордииаты примой 
не проходящей черезь точку, го мы видфли въ $ 45, что числовыя зна- 
чени, полученния оть такого подстановленуя, бухуть выражать дзилу пер 
левликуляромь, опущевяыхь изъ дапной коорлипатами точки на прямую, 
данную уравнещемь, или изъ данпой урмаощемь точки на прямую, дан- 
ную координатами. Сл 
точки ввБ иришой (1), то: 


дователрио, сени озличимь черезъ я, уг координаты 


се изшя--и=А 


будетъ длина, перпендикуляра, спущелнаго изъ точки (ми) на примую (1). 
Если &.л, будуть координаты прямой впф точьн (9), 16: 
РСН а 
ттт 

будетъ длина перпендикулира, опущеннаго нэъ точки (2) на прямую (,%,). 

Если точка (п, \) находится па прямой (1) изи врямая (3, чро- 
ходить черезь точку (2), то длина перненликулира А равна вулю. На 
оеноване такого свойства, прамую (1) и точку (2} обозпачають просю 


охной буквой А, подв которой разумфють или уразнеше (1) али уравне- 
ве (2). Сдфдовательно уравиевю: 


А=0 


будеть показываль, что длина периендикуляра, опущеннаго изъ точри ив 
прямую, равиа пулю, т. е. точка ложить’ па прямой (1) или ирямая про 
ходить черезь точьу (2). Такой сюсобъ въ аналитической геометрии ва“ 
зываевтея сокращениям; съ помощью сто мномя предложеня доказываются 
проце и задачи рёшаютея легче. 
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$ 78. Условимея разь палесгха обозначать енмволами Ау, Л», Аз»... 
прямыя: 


2605 Гута — м ==0 , 2608, Руми р =0 


1005 а; - ута: — 3 =0,.,,.. 
или точки: 


Е 
Ут 


ам 
у2-в 


1 вит 

уе 
таьъ, что индексы при углахъ 2, и при координатахъ ху соотвфяетвують 
нидексамъ при 4. Такъ, паиримёуь, М» будеь иродетавлять или ирямую: 


о,..... 


2008 и Рут е, — рр =0 (3) 
ИЛИ точку:, 


(4) 


смотря потому изображаеть-ли А», вокращенио, прямую или точку. СлЁ- 
довательно подъ уравнешемъ Л» ==0 мы будемъ вестла подразум® вать ураз- 
лены (3) или (4). 


$ 79, Если: 
И 


0 (5) 


будуть уравнешя двухъ прямыхь въ сокращенной форм, то уравнений 
А, =0 ©) 


тдр \ ель пеопредъленный воэфищенть, будеть уравноше прямой, про- 
ходниней черезь точку пересфчени прямыхе (5). 


Фиг. 49. Давая А веф значешыя отъ — оо до -|- <> 
мы нолучимь вой прямыя, проходяния че- 


фезь точку иемеефчешя прямыхъ (5). 


р Чтобы онред\лить геомстричевкое зна- 
чение ® возьмезгь дв прямыя ас и 24 (фиг. 49), 


утеть перхая будеть 41 =0, а вторая 4›==0. 
Пусть еЁ будеть прамая: 
А --А4а=0 


Для вофхт, точеъ на прямой (4, А; и 4» будуть числовыя зназеня пер- 
пендинуляровъ, опущенныхь ва прямых: 
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Возьмемь на е/, какую-нибудь, опредфленную точку 4; пусть перпендику- 
ляры мии би, на ве и 24, будуть а и аз, то мы будемь инфть: 
а -Н А =0 
откуда: 
\=_@ 
а 
слфдовательно уравнене (6) едфлается: 


44 
а в 


А.— А.=0 или о [© 
аз 

Если начадо координаль въ томъ же углу, въ которомъ ложить и прямая 
вр т.е. въ Даб, то. перпендикуляры, опущенные изъ точекъ ей, на 
и 64, будуть или оба положительные или оба отрицательные, емотря по- 
тому, будутъ-ли они опущены изъ точевъ прямой её лежащихъ въ угль 
4% или лежащихь въ угл сой, въ обфихъ случаяхь Х будеть величина 
отрицательная. Если-же прямая (6) лежить въ угл 60е, то перпендиеу- 
ляры м и а будуть иифть форму: 


4,4: _ 
аи ® 


Если В я № будуть углы, которые прямая еГ составляеть съ ас и Ба, то, 
очевидно, мы иифемъ: 


& В 
в 
слфдовательно уравненя пряныхь е/ и 44 можно написать въ форм: 


№ оф ® 
эт за ’ зай эВ 


$ 80. Если прямыя «Ги № будуть равнодфляшя углы аоф и 5, 
и = или В =, слдовательно уравпешя равнодълящихь углы 
„жду прямыми А, —Ох 4. =0 будуть: 
А; — 4=0 к АА, =0 10) 
Очевидно, что уравнеши: 
А 4 а 
а @ я Г? 


он 4 №0 


будуть уравненя прямыхъ, дёлящихь углы иежду прямыми ас я 54 въ 
одномъ и томъ-же отношени. 
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8 81. Мы видЪли вЪ 8 56, что если уравновя трехх прямых, по- 
множенныя ва прилично выбранные коэфищенты, даютъ въ сумм® тождество, 
то тая прямыя перескаются въ одной точкЪ. 


Пусть 
А=о , 4,=0 , Аз=0 (11) 


будуть уравновя трехъ прямыхь, которыя, пересзказег, образують треуголь- 
пикъ. Назовемь углы этого треугольника, противулежание сторонамъ (11) 
черезь В, В», В. Если прямыя, проходяция черезъ вершины треуголь- 
ника (11) будуть имфть форму: 

43 _4 


: 4 _ 4—0 , 0 (12) 
< @ в @ а @ 


то, очевидно, тая прямых перссфкаются зъ одной точеф, тавъ какъ ихъ 
сумиа лаеть тождество. Легко также видфть, что прямыя: 


№ | 43 3 4 __ 


о , о (13) 


р: 
=0 
а р а 2 @ 


также, проходяшйя черезь вершипы треугольника (11), пересфиаютея въ 
одной точкф, такъ какъ сумма перваго и послёдняго уравненя безь вто- 
раго лаетъ тождество. 
Если въ уравиешахь (12) сдфлаемъ: 
а — а) — аз 


то оиЪ сдфлаются: 


А— А, =0 , 4,—4,=0 , 4. А, =0 (14) 


Еели начало координать находитея внутри треугольника (11), то уравие- 
ня (14) будуть уравненя равнодфяящихь внутренне углы треугольника, 
(11), сабдовательно эти равнодфляпйя пересфкаются въ одной точк®. 


Если въ уразненяхъ (13) сд®лаемть: 


а) = = @ 
то онф сдфлаются: 


А-4=0 , 4:--4=0 , 4 — А ==0 


Первыя дав уравневя будуть равнодфлянИя вифинше углы треугольника, 
а послёднее будеть равнодфлящая внутрений ‘уголь, слёдовательно, де 
равнодфлящ!я два вифин!е угла и равнодёлящая одинъ внутреннй уголъ, 
пересфкаются въ одной точЕЖ. . 
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Задача 1. Найти уравиеня трехъ перпендикуляровь, олущенныхъ изъ 
зершипь треугольника (11) на иротивулежани стороны, и показать, что 
эти пернендикуляры пересфваются въ одной точь? 

Рышенще. Если стороны треугольника будуть: 


ДО , А=0 , 4,0 


зо легко видЪть, что синуеы углозь, которые перпепхикуляры воставляють 
в0 сторонами треугольника, равны косинусамь укловь треугольника, сл®до- 
затольно уравнения отихъ пернендикуляровъ будуть: 


4 4 5 _ № фо 44 4. 


сов 60% > 50585 6088 > сз 00588 
м 3 23 


формы которыхъ показывають, что они пересфкаются въ одной точкЪ. 


Задача 2. Написаль уразиевйя прямыхъ, проходящихь черезъ верщини 
треугольника и черезь средины противуложащихь сторовъ? 


Ришене, Пусть (фиг. 50) стороны треугольника буду: 


‚ А, =0 , 44=0 


Ева точна 7) будеть родина АВ, то СЛ) булеть 
одна изъ искомыхь примыхъ. Если периендику- 
ляры РЁ и ОГ на АС к ВО кззовомъ через 
а, И а., то уравнеше прямой ДО будеть: 


А 4 


но очевидно: 


= Арт , а=Р8Взта, 
откуда, замфчая, что: 


АР=рВ 
найдемь: 


Аз — Аозш В =0 , Ат — Аза, Азылв— Дав, =0 


форма этихь уравкешй показываетт, что нскомыя примын пересфкаются 
въ одной точь». Поелфдел два уравпевя лолучаются т 
‘заюв и первое. 


кимъ же образомъ, 
Пр. 1. Иоказоть, что воли в5 треугольник изъ конца основания возставимь 

перпендикуяяръ, то его уравнеше будегь: 
А; + 4, с в, = 


Пр. 2. Если нерпендикуляры, онущенные 135 веривнъ одного треугольнике 
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в8 стороны другаго, пересфкаютея въ одной точк®, 10 нернендикуляры опущенные 
изъ зершинъ втораго треугольника на стороны перваго, также пересфнутся въ одной 
точ? 


Рышеше. Нусть стороны треугольниковь будуть: 
4—0, 4,=0 , 4-0; 4. =0 , 4.=0 , д, = 


Ознечныь череть (4: 4,), вообще, уголь между прямымн 4, = 0 и 4, = 0, то уравне- 
ие перпендикуляра 


; , 


изъ вершивы (4, 4+) на 4', 


будеть ($ 81, зад. 1: 
А, воз (А, 4°,) — А, ваз (А, 4") =0 


изъ вершины (1, 4,) на 4‘, 


будеть: 
А, 608 (4, А") — 4ь 08 (4, 4) =0 


изъ вершины (4, 4,) ва А‘, 


будеть: 
Аз 603 (А, А',) — А, сов (А, 4',) =0 


Усдове, что эти три прямыя пересфваючся въ одной точк%: 
сов (, ';) . 008 (А; 4") . 008 (4, А") == 08 ('; 4) . сов (А', 4.) .608 (4*, А) 


кого спиметря показываеть, что друме перпендикуляры пересфкаются въ одной 
точкф. 


Пр. 3. Ноказаль, что прямая: 


А, —^4, =0 
составляеть такой уголь съ 4, = 0, какой прямая: 
ЛА, — 4, =0 
состаляяеть съ 4,=0, иди, что этн прямыя одинаково наклонены къ равнодфлящев: 
- ’ до , 


Пр. 4. Еели черезь вершины треугольнике: 
.=0 , 4:=0 , 4, =0 
проведемь три, какя-нибудь, пряныя, нересфкающяся въ одной точЕФ, то ирячыя 
одинаково изклоненныя ©ъ ними къ равводёхящимь углы треугольвика, также нере- 
сВкутя въ одной точка? 


Рьшеще. Уревнен!я трехъ прямыхь, первефкающихся въ одной точкё будуть 
681: 
. 4: _ 4 _ 4 Ао, № Ао 
а в 2 в @ 
Уравнев{я прямыхъ одинаково наклоненныхь съ этими посдёдними въ равнодля- 
щииь углы треугольника, очевидно, будуть: 
- д, _ 4, д, А, А, _ 4 
— = — 28 =0 — 0 
а, а, бы 2 @ 


НН: 
в 4, — 4, =0 , 4,4, — 2,4420 , 9,4, — а. 4,0 


которыя, очевидно пересфкаются въ одной точь, 
АМАЛИТИЧЕОКАЯ ГЕОМЕТРИЯ, 
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Пр. 5. Выведемъ еще предложено изъ уравнея прямой сяфдующей форми: 
А А 4, =0 (5) 


А =0 , 40 , 4&=0 


суть уравненшя сторонъ треутозьника. 


тд: 


Уравнеше (15) можно разематриваль, вакъ происшедшее изъ схожешя урав- 
нен{й; 
= и 4,4, =0 


во второе уравнене есть равнодфялжая вафизя угохь треугольника между сторо- 
нами А, =0 и 4; =0, елфдовательно точка пересфченя ранводфлящей внфиин!й уголь 
треугольника съ противуположной стороной лежить на прямой (15). Дфлая тоже раз- 
суждене отвосительно уравненй: 

4.=0 , 4,+4,=0 ‚ 4,=0 , 4.44, =0 
бучемь нифть сабдующее предложене: 


Предложеще. Три точки пересфченя равнодфяящихь вифлн{е углы треуголь- 
вика еъ противуположаыхи сторонами, лежать па одной прямой лини. 


Ески тоже разсуждене сдёлазыъ падъ прямою: 
А — 4, =0 
то получиыь сл%дующее нредложене: 


Предложеще. Три точки нересфченя двух равнодфаящихе внутренне углы 
въ треугольник и одной--внЪший съ протявулежащими сторонами, лежать н& одной 
прямой лили. 


Задача. 0ъ помощью сокрашеннаго ©особа можно доказать свойство 
треугольника, доказанное выше ($$ 47, 48). 


Точа. 


$ 82. Если уравневя двухъ точекъ въ нормальной формЪ будуть: 


‚ Аа=0 (16) 


дао а? 


будеть уравнен1е точки, лежащей на прямой проходящей черезъ точки (16). 


Числовыя значеня А, и 4; вь уравнени (17) будуть перпендия- 
ляры, опущеяные изъ точекъ (16) ва прамыя, проходяпуя черезь точку 
(17). Слфдовательно \ въ уравнении (17) будеть отношене этихъ периея- 
дикуляровъ. Если точка (17) будетъ находится между точками (16), т 
эти перпендикуляры будуть имфть противные знаки, если-же эта точка 
будеть внЪ точекъ (16), то они будуть имфть одинаковые знаки, то есть 
будуть или оба положительные ухи оба отрицательные, 
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Пусть 4. Аз будеть прямая (фиг. 51), проходящая черезь точки (16). 
Пусть О будеть точка ив А; 4, между А; и 4. 
Если АО=Ь, АВ==в,, то для прямой Фиг. 51. 
СВ ны будемъ имфть; 
и -0 
откуда: 


но и имфютъ противные знаки, слховатедьно: 


= ы, = ОА, — 
[7 ОА, Я» 


откуда уравнене (16) сд®лается; 
а А, А 
А --- 4 =0 или —--—=0 18) 
ми + 08 


Если точка О будеть лежать вн точекъ А; и А», то ея уравнеше, оче- 
видно, будеть: 
4 4—0 (19) 
я  @ 
Очевидно, что (18) и (19) суть уравнешя точекъ, дёлязя разстояне А: А», 
нервая внутренне, а вторая вязшие, въ отношени а: ао, 
Если а == а въ уравневи (18), то: 
4, &4=0 


будеть уравнеше точки, дфлящей пополамъ разотонне А.А». ели д==аь 
въ уравнени (19), то: 
АА — 42=0 
будеть уравневе точки на безконечности. 
$ 83. Если уравненя трех точекъ: 


д =0 , 4-0 , 43=0 


помноженныя, на прилично выбранные козфищенты, дають въ сумиф тож“ 
дество, т. е. если мы имжемъ: 

Ади, + УАаеЕ 
10 ТАБ три точки лежать на одной прямой лини. Разерждеше такое, 


хакъ и въ $ 56. 
в 
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ели: 


суть уравнешя вершинъ треугольника, то очевидно, что точки, лежания 
на сторовахь треугольника и данныя уравненями: 


460, №440 , №0 (9) 
а а @ —@; &  @ 
или уравненями: 
до, но, во © 
‚в а в  @ а @ 


лежать на одной прамой лини. 
Пр. 1. Есаи въ уравнеши (20) а, = а, = а,, то три точки данныя уравненямн: 
д, =0 , 4, — ‚ 4-А, =0 
находятея на безвонечности и лежать на одной прямой лин. 


Пр. 2. Если а, == 0, = в въ уравненяхъ (21), то средины хвухъ сторонъ тре- 
зтолъяиЕв и точка ча безконечноети на третьей сторон лежать на одной прямой 
лини. 

Пр. 3. Уравнения (20) показывають, что вели разстоляйя между точками А, я А» 
разлёлимъ вяфшне въ отношев!и в, :0», разстолье между А, и 4, раздВлинь вь 
отношении а: 4; и наконець разстояне Ау п 4, в® отношеви из :а,, то иостроенныя 
три точьи лежать нё одной прямой лини. 


Пр. 4. Ожблатль выводы изъ уравнев!й: 
4. +444, =0 , 44—41, =0 
кая мы сдфяели относительно прямыхь лин въ $ 81. 
Пр. 5. Тоже сдьлать и относительно уравненйй: 


д А 4, 4,4, А 
Р-р 
ТЛАВА УШ. 


Геометрическое исто точенъ есть прямая лин!Я. 


$ 84. Геометрическое мфото есть непрерывный ряд точекъ или пря“ 
мыхь ливй, каждая изъ коихъ удовлетворяеть извфстному услово. 910 
услоше выражается уравнешемъ, въ которое, если введемъ или координаты 
точекъ или коордиваты прамыхъ, выбравъ извфстлую систему координать, 
то получимъ уравнеше между координатами, которое и будет представлять 
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теометрическое мфсто. Въ гдавЪ ПЦ мы уже познакомились съ премами, 
съ помощью которыхъ но даннымь усломлиъ мн выводили уравненя гео- 
метрическихь мФеть, Въ настоящей глазф мы займемся, только тфми уело- 
ями, которыя дають, какъ геометрическое м%®ето точекь-—прямую лин 
и вакъ геометричеекое мфето прямыхь линй-—точку. Премъ для соета- 
вленя по иавфетному условтю уравнены теометрическаго мфета есть сл$- 
дроний: беруть двф, кав/н-нибудь, прямыя за коордиватныя оси и еъ по- 
нощью, даннаго услоыя ищуть зависимость между координатами точекъ 
или пряныхъ тгеометрическаго мфета. Таковь премъ въ общих чертахъ, 
но выборъ координать иифеть большое значене, какъ относительно легко- 
сти составлешя уравнешм геометрическаго мфета, такъ и относительно 
простоты самаго уравнен!я. Указать правило для выбора координать нельзя 
по безконечной разнообразности условй дающихь геометричесня мфета. 
Единственный для этого указатель ееть симиетря- условй, навыкъ и со- 
ображене. 


При симметр!и услоый коорхинатныя оси такъ выбираются, чтобы 
данныя, усломяни геометрическато мфста, были расположены симиетрич- 
но относительно выбранныхь воординатныхь осей. Иногда вводятся 
параметры, которые затфиъ исключаются и въ результатВ меключеня по- 
лучается теометричесвое мфсто. Нижеслдующие примфры пояснять все 
сказанное. 


Прямая, 


Ир. 1. Найти геометрическое мёсто вершинь треугольника, коего основано 
дано и дана разность хвадратовь его сторовъ? 


Риицеще. Тавъ кавъ основав!е треугольника дано, то концы его будуть сим- 
метрично расположены относительно ноордннатныхь осей, ебли это основан возь- 
немъ за ось абецисоъ, а перпенднвуляръ, возставленный изъ его срехины, з& ось ор- 
динать, 

Нусть (фиг. 52) АВ будеть данное основаве, его 
Фиг. 52. средина 0, ОУ ось ординать, С’одна изъ точекь геомет- 
рическаго мвота. 


ут 


Но условю задачи: 
АВ=а , 40? — СВ — т? 
ели С есть точка теометрическато ифета, то: 
0ор== , 6=у 
Изь Д АБС и АДВС мы ныфемъ: 
Аб = 40° рее ее. , ОВ аа 


откуда: 
ов -у=т или (42) (@- зу = 
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Сльловательно геометрическое ифето будеть: . 
т 


4аг = т? или =. 
4а 


; Ра 
прима перцендивуларная въ основаню на разстоныш ‚‚. оть его средины. 


Пр. 9. По данному основанию треугольника к с0% А 4 со В найти геомеь 
рическое мфото вершины? 

Ришеще. Пусть основане АВ = 24, & с04 А -- тощ В =6 (фиг. 52). Возь- 
иемъ тЬше координатных оси, что и въ предъидущемь примЪрф, то легко видфть что; 


Ар _а+= РВ _в-в 
Аср =" ” , 998-05 
откудв: + 
«42, а 
ео 
ут" 
или; 
(@-+ 2) +ва-д-ш=0 
нд: 


абы а +») =6 
стфдовалольно геометрическое мфето есть нримая лия, 


Ир. 3. Дано основане треугольника и сумма двухъ другихь сторонъ; высота 
треугольника продолжена тавъ, чтобы воя ея длина быдла равна одной изъ еторовъ, 
Найт геометрическое мфсто конца этой высоты? 


Риешеще, Возьмемъ туже фигуру (52) и тЁже координатныя осн. Мы имбемт: 
АВ = , 4б+-СВ=т , 4б=рв 
Изъ этихь данныхь инзенъ: 
Вб=т-—у , В0*= АВ? 40 —ЗАВ. АБ 
или замбчая, чо АСР ==, 
"буи фа 8) 
Эту — 4а2 = т? 


откуда: 
праная зни. 


Ир. 4. Найти теометрическое ифсто точекъ, коихь разность разетояый оть 
двухъ данныхъ примыхъ есть величина посто&ннан? 


Фиг. 53. Рицене. Зозьмень данныя нряныл (фиг. 58) 38 
хоординатным оен. Пусть онф будуть ОХ и ОУ. 


Есди М есть одна изь точекь геометрическаго 
ифота, & МА и МВ суть перпендикуляры къ ОХ и 0У, 
то мы будемь имёть, если / ХОУ-=ф и МВ—МА=Е 

МА-узу , МВ -хао 
_в 
вто 


9 у—= 


Очевидно, это прямая параллельная равнодфлящей утожъф. 
Пр. 5. Если сумма разстоянйЙ будеть дана, то геометрическое мфето будеть 


Е 
те 
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Пр. 6. Найти теометричеекое мото точект, копхь разность квадротовъ раз- 
стоявй оть двухъ данпыхьъ точекъ ость величина иостояяная? 


Рьшеще. Возьмемь дли епимотраи разстояне данныхь двухъ точень за ось 
Х, перпевдикуляръ, возставленный изъ средины этого разетояндя, за ось У. Пусть 
это разстояве будетъ равно 2а; разность квадратовь резстоян! точен геометрическаго 
зфета пусть будеть &*, то мы будемь ныть 
уефа) уефа = 
откуда: 
дах = — 


Пр. 7. Даты двВ прямыя лия ОА н ОВ, проведена, кахая-нибудь, прямая 

АВ, паралельно тротвей данной прямой ОС, АВ пересфкаеть ирямыя ОД н ОВ въ 
МА 

точкахь Аи В, на АВ взята точка М, такъ чтобы дв =" Найти геометрическое 
ифето точекь №? ° 

Ришешще. Возьмемъ Од и ОС за коордяналныя оси 
Хи У {фи 54), Пусть уравнене данной прямой ОВ 
будеть ух. 

Тавъ канъ точка В лежить ка ирниой у = тх, то: 

АВ=т, ОА 

Но во условю МА-=и..А8, сяфдовательно геометри- 
зеское мфото будеть: 


у=жт.в. 

Пр. 8. Проведена прямая АВ, гакъ п въ предъидущенъ примфрЪ, варахлехьно 

данной врямой ОС. ПересВкаеть она прлмыя, хопхъ ураввеня суть 
‘у та ‚ узы , уже , ут... 

въ точкахъ В, В,, В,, В.....- Наэтой прямой взята точка М такъ, чтобы отрёзовъ 
АМ быль пропорщюналенъ сунн® ординать АВ, АВ,, АВ,, АВ,..... Найти геомет- 
рическое мБото точекь М? 

Рьшене, Если: 


АВ АВ, РАВ... у 
АМ 
10 мы будемь имёть: , 
ду = та те а та, |... 
буит фи... деф... 

Пр. 9. Даны ословая и сума площадей нфеколькяхь треутольннковъ, иню- 
щих» общую вершину, найти ея геометрическое мото? 

Ринеще. Пусть уравненя основан й треугольниковъ будуты 

20054 ушо-р=0 , 20080, уйпа: — р: =0,....- а) 

ихъ основалия а, а:, и... Сумма площадей пусть будеть м”. Если въ уравнении (1) 


вотавииь координаты общей вермины треугольниковъ, то числовыя нхуъ величины 
будуть длины перпендивуларовь изь вершины на оенован{я ($ 45), Олфдовательно: 


. {ети -рузша — р) в, (хсови, - увшо, — р!) Ра, (тоова, -увта, — р) +. 
а нотому геомотрическое иЪото ость ирямая ливи. 


ихи: 
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Пр. 10. Дана сумиа двухь еторонъ въ треугольник и уголь между ними. Сто- 
роне противудежащан данному углу разяфлена въ данномъ отнощенйт. Найти геомет. 
фическое м®ото этой точки? 


Фиг. 55. Риьшене. Возьиемт, (фиг. 55} стороны ОА и ОВ, за- 
ключающя данный уг0лЪ АОВ, за координатныя осн. Ото- 


рона АВ въ точк$ М раздфлена въ отношеви м". 
По услово мы пыфелъ: . 
д0О+0В=Ь , 0б== , Мб=у 
Изь подобя треугольвиковь Д 40В и А МЬВ пифемы 
ОА ти ОБ ти 


& т 2 у * 


откуда: 


изн: 


Пр. 11. Даны дв пряныя ОА и ОВ и прямая у=ах-- (4В) (фиг. 56). 
Изь какой-нибудь точки М иряной АВ опущены нерпендивулнры МС и МО на ОВ 
и ОА. Найти геометрическое мото срединъ Р отрфака РС? 
Фит. 56. Ришене. Возьмень ОднОВ за и Хи У 
Если / АОВ-==у, а координаты точки М будуть 
ан В, то координаты точки Р будуть: 
06 =ОМ-{ МС == В сов, 
00 =0Е-- Кр =2у =В+{ вез 
откуда ватавляя хи 8, полученных изъ этяхь 
уравнений, въ уравнеше у == 2-6, навдемъ иско- 


мое геометрическое мЪето: 
29 — 22605 = 24 (5 — 9008$) +5 що 
#зя: 
оз" о 

2 
Пр. 12. Найти геометрическое ифсто вершины треугольника, коего основане 


СР дано и дано отношене АМ: МВ = ® частей данивго отрёзка АВ — а, нараляель- 
нато основанию? 


Чаво у— (@ 8х = 


Фит. 57. . Ришене. Возьмемь АВ (фиг. 57) за ось Х, & 
АЕ мерпендикулярь въ АВ, за обь У. 


Пусть координаты точни Р будуть (2,9), коор- 
динаты точекъ Си Р пуеть будуть (2,9), (2,9) 
ордината у: одна дкя объихь уоченъ Си О, такъ 
хавъ СР) пвралхельно АВ. Уравнеше прямой `РС бу 
дегь, есль бфгушйя координаты обозначимь через. г 


уу) —@-ту = у — 2 
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полагая въ этомъ уравиещши у’=0, АМ =’, будехь нифть 


дм А-а, 
у— 
Точно также найдень АМ: 
дм Ш 
Уу—я 
‚ то отношеве АМ ==#.ВМ даеть: 


у — 91 &(«- у ут 
у—м у 


завъ какь АВ = 


откуда будемъ имфть искомое геометрическое мфето: 
ву — ут а(у— у) — (ву — 9,7) } 

Пр. 13. Данъ уголь ХОТ и точка Р (фиг. 58}; проведемь, кави-нибудь двф 
«фвущя РВА и РРС, которыя пересфкають ОУн ОХ въ точкахь Аи В, Си 2; 
найти геометрическое нфсто точекъ нерес6ченя прямыхъ АР н ВС? 

Ришщене. Возьменъ ОХ н ОУ за координатныя оси, Фиг. 58. 
Пусть координаты точки Р будуть (тн 9}. 

Уравненя двухъ, какихъ-нибудь, ефкущихь РА и РС 
будуть: 
(24) у-и=м(е— м) ‚ уиеые-а) (РО) 
Полагая въ этихъ уравнещнхь у==0, найдемъ отрёзки ОВ 
и 02: 


Г @ 


1 


ов= ‚ 00а 


% =, 
полагая г = 0 будемь имфть отрёзки Од н ОС: 


Од=у ба , ОбС=д ща 
Имфя эти отрёзкн, мы будемъ имфть уравнешя прязыхь АД и ВС (8 38): 


(ар т, 6 У: 0 


вх — У У: и — 9 +; - 
Точка М пересфченя АП и ВС должна удовлетворять обфижъ уравнешямь (АР) и 
(ВС), как бы ни были нараметры г; н а. Если ихъ исключикь, получииъ неко- 
ое гоометричеекое мфето. Вычтемъ предъидущуя уравненшя, то найден: 
ух-ау-=0 
Эзю уравнее прямой, ироходящей черезь точку 0. 

Пр. 24. Дьф вершины трозтольийка АВС скользять по двумъ данвымъ пря- 
нынъ Е н ЕМ, три стороны этого треугольника ироходять черезъ три данныя точки 
0, Ри 9, лежыши вв одной ирямой. "Найти геометричеекое мфото третьей вер- 
шины? 

ы `Рищене. Возьмемъ 38 ось '‘х прямую ОРФ (фиг. 59), а за оеь У нряную 0г, 
соехинающую точЕу О съ точкою Г пересёчещия прамыхь МЕ н МТ. ы 
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Пусть координаты точен С будуть (т, у), пусть Ор-=ь, ОМ а, ОМ=а, 
ОР, 090 = а. 


Фиг. 59. Очевидно, зто ураввен}я прямых РМ и РУ 
будуты 
Е р . 
пу шоу 
М) ЗНЕ=Е , ды =1 (М 


з уравнене прямой СР, проходящей черезъ точья 
Р(с, 6) и С(х, у) будеть: 


(2—ду уу =0 (РС) 
Коордияаты точки А персебчены этой прахой с 


прямой 2М будуть: 
аа дав «у. 
ао ' М еды 


Е 
Координаты точки В, пересфченёя прямой 04) еъ ЁМ, нолучатея изъ предъидущихь 
давая инлевсы буквам аи с 


„„— 8 — ©) ф иеу 5 (шву 
* бы фа ау ' Я в) +5 
Но ны должны инь 
и 
Е 
тавъ кавъ прямая АВ дохжна проходить черезь начало, сявдовалельно мы нифемы 
аду __ ау 


26% — в) Рау быв) {ву 
откуда посл приведен, найдем: 
(ае, — са) © 


у 
2-6) аа 8) К 


Пр. 15. Найм геометрическое чфето вершины ( въ предъидущенъ прихбрь, 
велн прямая РФ проходить ие черезъ 0, & черезь 22 
Отв. Если за координатния осп взять ЕМ и ЁМ, зуравиене лрямой РФ 6у- 
деть у == яке, то: 
язь (у — 1) — уз (т — 2.) = мл (иг — У) 
Пр. 16. Найти геометрическое ифето пересфченя драгоначей, виисаннато въ 
данный треугольникь, прямоугольника? 


Фит. 60. Ришеше. Пусть (фиг. 60) данный треугольнияь 
будеть АВС. 
Возьнемъ основаше АВ и высоту СО за коор- 
Е динатния оси. Пусть ОСЬ, ОВ-=а, ОА =в, т 
5, уравнев{я прамыхь АСи ВС будуть: 
Уй У? 
р ит в | ь м =1 5 Бан! @) 


Проведенъ ЕЕ параллельно АВ она разетоным & оть АВ, Абоциссы ОЛ и 60 10- 
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чекъ Ев ХР найдутся изь уравнен!й (2), подожизъ въ вихь у= А. Сафдовательно 
ны будемь нифты 


00а (1-#) , @=-в (1-Е) 


Имфя збециссы точень Е и Е мы найдемъ абециесу среднны ЕЕ, которую если на- 
зовеюь черезъ м, то найдем: 


ий (1 
= ( к) ® 
очевидно это абецисса пересфченя диагоналей ЕР я @Е. Но ордината этой точки 


1 
есть 5 Ё, слдовательно геометрическое мфето получится измфняя ® на 2у, именно: 


из: 


< 
кли еще: 


Сяфдовательно искомое геометрическое фото есть прямая, проходящая через сре- 
дину основашя АВ и через среднву высоты й. 

Пр. 17. Въ даннохмъ треугольник АВС проведена прямая ЕЕ параллельно 
АВ, точки Ри Е пересфченя этой прямой съ АС и ВС соединены съ данными 
точками Ри Ф на основан АВ. Найти геометрическое нфето точки М пересфченя 
пряныхь 79 и ЕР (фиг, 61)? 

Ризиене. Возьмемъ 38 координатныя оси оеноване Фит, 61. 
АВ и высоту ОС. Пусть координаты данныхь точекь Р р 
з О будуть (т, 0), (®,0). Пусть ОВ=е, ОА=—а, 
00 =1, то уравненя прямыхъ ВС и АС будуть 


ВО 1 Ея (46) 


Если ЕР проведено на разсхонийн # оть ЯВ, то абсциесы р ОР вв 
точекь Е и № получатся изъ уравненйй (ВС) и (40), иольтая въ нихЪ у=й, что 


даеть; 
оа=а(1-+) , 0 = (1+) 


Сльдозательно уравнешя пряныхь ФЕ и РЕ будуть: 


Ком, у ов) 


“(:-!)—» — (1-я) 
исключая изъ этнхь уравнен!й &, найдеиь искомое геометрическое мфето: 
(@—*) {ду —пе-м | =@ |") {в —№2—»)} 
Пр. 18. Рышить туже захочу если точки Ри @ совиадають 5 Ан В? 
Отв. вау аа) =0 


у= 
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Пр. 19. Даны дв параллельныя линт АЕ и В и три точии Р, 9, В на од. 
ной прямой лини, черезъ точву Р проведена, какая-нибудь, еВкущая РЁР, точки 
ЕкЕ пересфченя этой офкущей ©5 прямыми АЕи ВЕ соединимъ съ точвамя Е 
и 9 прямыми Е и 2%. Найти геометрическое мого точши М пересфчешя прямых 
ЕВ к 29 (фиг. 622 


Фиг. 62. Рьшенще. Пусть А и В будуть точки пересёченя 
храной РОВ съ АЕ и ВЕ. Возьмехъь РА за ось Х, в. 
2 АЕ 38 0ь У. 
Пусть АВ-=а, А49=в, АВ=а, АР=а, 0 
в координаты точенъ Р, 9, Е будуть: 


(50), (@ы0), (,0) 


р: давв Пусть АЕ = и, то уравнешя прямых РЕ и ЕЕ будуть 


= У 
и ОЕ 


Чтобы найти уревнене прямой 9, замфтимъ, что абецисся точки есть а, елфхо- 
зательно ординала ВЕ получится изъ уравлен1я: 


и 
р + „= 
подставивь а вуфето х, найдемь: 
=ВЕ= (1 =) =“ (а 
у Ч = @+) 


такъ кавъ пряизя ОЕ проходить ее точки (с, 0) и (а, ВЕ), то ны имфенъ: 


_ м аа 
= ие - аа @— №) 
ИСБЛЮЧАЯ 4 ИЗЪ ЭТОГО уравненя и ‘равненя: 
в У. 
+= 


найдемь геометрическое мЪето: 
2—9 @— 4) рим (а) 
(а — в) а @ и) — 


которое веть прямая паралхельная оси У. 


Пр. 80. Разонотрть въ прелъидушей задачЪ тВ случаи, когда точки 9 и В 
совнадають сь Аи Вы когда точка Р цоходнтоя на безконечиости, ‘т. е. дотла 
РЕ| АВ? 

Рёшить еще схфдующуя задачи: | 


Ир. 21. Данъ треугольникь АВС; ва сто основани АВ даны три точки Р, 
$, В, черезъ точку Р проведена сфкущая, которая вотрёчаеть стороны АС и В6 
въ точвахь Ея Е, точки Е и Р соединены съ Ви 9 прямыми ЕЁ и 29. Нами 
товметрическое мБето точки иереефченя пряныхь ЕВ и #4? 

Разобрать тв случаи, въ которыхь точки Фи В совпадають св Аи Вико 


да точка Р находится из безконечноети, 1. е. когла РЕ| АВ. "Показать, что ир. 19 
веть частный случай настоящаго? ‚ : 
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Пр. 22. Проведены двЪ прихыя РР’ и 90’ параллельно сторонамь АВ и 40 
даннато параллелотрамыв. Точки Р, Р’, Фи © суть точки ветрёчи прямыхь РР ни 
$0’ со сторонами параллелограмма, Найти геометрическое ыфето точни встрЪчи пря- 
мыхь Ро и РФ? 

Пр. 23. Двна точка и дВЪ пряныя лвни, черезь данную точку проведены хвф 
сфкушщ и точки ихъ встрёчи съ данными прямыми соединоны крестообразно. Най- 
ти геометрическое мФото точки ихъ вотрёчи? 


Пр. 24. Дань треугольникь АВС, ва его основан:и дана точка Р. проведена, 
какал-нибудь, прямая 25 || АВ, точки ея пересфчешя аи Ъ съ АСи ВС соединены 
< Рид прямыми аРи 45. Майти геометрическое ифсто точки ихъ лересфченя? 


Пр, 25. Данъ треугольникъ АВС, на основанёи его даны точки @ и Р, черезь 
точку Р проведена сфхущая Раф, которая вотрфчаеть стороны ЯС и ВС въ точкахь 
анЪ, черезь точку а проведена прямая ас || АВ, точка $ соединена съ 9 прямою 
59. Найти теометрическое мфсто пересёчешя ае и 50? 


Пр. 26. Даны двф первалельныя прямыя АХ и ВУ и тря точки Р, ©, В нь 
прямой параллельной первымт двумъ, черезь точку Р проведена сфкущая Раб, 
хоторан вотрёчаеть АХ и АУ въ точкахь @ и В, точка а соединена съ Р, ь точка 
ф съ 9 прямыми @Р и 69. Найти геометрическое мЪето точки встрёчи прямыхь аР 
и 89? 


Геометряческое мЪсто прямой ляшя есть точка. 


$ 85. Во веБхъ предъидущихь примфрахъ условмя были таковы, что 
вс} точки, удовлетворяющия этимъ условяиъ, находились на одной прямой 
лини. Въ нижеслдующихь иримфрахь условя будуть таковы, что вс№ 
прамыя, коихь координаты удовлетворяють этииъ усломямъ, будуть про- 
ходить черезь одну точку, которая и называется геометрическим ифотомь 
прямыхь лнийй, . 

Задачи этого рода, также какъ и предъидущия, можно рёшеть съ 
помощью каждаго изъ методовъ двойственности, т.е. въ координатахъ 
точки и въ координатахь лини, Но по послфднему методу, за исключе- 
земь не многихь случаевь, ршешя бызають вообще сложнфе, такЪ кавъ 
выборъ координать стфеняется иЪкоторыми особенностями метода, такъ 
напримвръ, если даны дв прямыя зЪ услошяхь задачи, то въ метод 
Декарта можно всегда эти пряных взять за координатныя оси, что вейчаст- 
же упрощаеть ихъ уравнения; #ъ другомь-же методВ это вельзя сдфлать, 
такъ кавъ веякая прямая, проходящая черезъ начало, опредфляется коор- 
динатами Ё==00, 1 == со, & ея уравнеше дается парадоксомь С==0, т.е. 
постоянное количество равно нулю, что въ Декартовой систем коорди- 
нать соотвЪтетвуеть врямой на безконечности. Слфдующи примфры пояс- 
нать сказанное, Замфтинтъ сначала, что если даны координаты точки (21, У), 
те ея уравнеше будеть ($ 63): 


о 
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в если даны координаты прямой (&,ч.), то ея уравнене будеть: 
На- чу 1=0 


Если даны коордиваты двухъ точекъ (ли, у), (ть, уг) то уравнене прямой, 
проходащей черезь эти точки будеть ($ 68): 


у! 


а если даны координаты двухь прямыхь (&,1:), (в), то уравнене 
точки нхъ пересвчен!я будеть ($ 68): 


&ёт1 
Я м1 
1 №1 


Пр. 1. Давы двЪ пряныя ОЛ и ОВ, третяя прямая аб пересвкаеть ОА и ОВ 
так, что; 


=0 


® есть чиоло постоянное. Найти геометрическое исто прямой &ё? 


Фиг. 63. Рилиеще. Вольмемь за координатныя ея 
ОА н ОВ (фиг. 63), то изь условЙ задачи видим», 
у чзо воординаты & из прямой ав, которыя суть 


1 1 
р — = 
Ничто чное БакЪ да и бь› должны удовлетво 
рать уравнению: 
1 1 
р дх Вт щи бурая 
“ ® это уравнене точки, коей координаты: 
аут 
= ь =: 
Вр. 2. Даны дв пвразлольный Абн ВО и дьБ зочки Ри 9. Черезь точки 
Фиг. 64. Ри проведевы двф, вакя-вибудь, параллельныя 
Ра и $, точен а и 6 пересфчен!я ихъ съ прямыми 
АСи ВР соединены прямою а. Найти геометри- 
ческое мЪсто аб? 


Ришеще. Проведемь прямую РФ и возьнемъ 
Р® к АС (фиг. 64) за координатныя оси. Пусть ко- 
М ординаты данныхь точекь Рон © будуть (ль 0), 
(=», 6), Если положижь ДВ = а, то уравлещо прямой 


РБ 
ВУ будеть х=а. 
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Если АС и АВ суть координалныя оси, то уравнешя прямыхь Ра и % 


будуть: 
удав) , у=а(# — 2) (® 


абецнесы точекь @ ин ® суть © н а, чтобы получить ординаты надобно въ уранненахь 
(#) положить въ нервомь < =0, а во втором 2 -= а, что даеть — ат, «(а -- 2), ехЪ- 
довлтельно коордивалы точевт а и Ь будуть: 


@ © -—) , @@-5) © 
Слфховательно уравнене прямой аб булетъ (3 63): 
пу, | 


0, ам, 1|=0 


а, аа), 1 


откуда координаты этой прямой будуть: 


Изь чего видныт, что ирямая прохожить во вефхъ своихъ положенихь черезъ точку: 


0 
на, 9) 

Пр. 3. Даны дз точки АЕ В вз прямой АВ и дВЁ друня ан из другой 
прямой, которая ветрфчаеть АВ въ тозкВ С; около этой точки (фиг. 65) врощается 
прямая 05. Во вебху ея похоженякъ проводять пряныя Ча п В, которыя встр- 
чаютея въ точьф 8, черезь точку 8 проводять прямую 50 |5. Нэйтн теометриче- 
ское ифето прямой 50? 


Ришеще. Возьмежь СА за ось Х, СУ, Фиг. 65. 
перпендикуларную СА, 38 ось У, Въ этоиъ пред- я 
положение уравнене вращающейся прямой Са Е 
будеть 
ух $ 


Вь извфетномъ положеши прямой (а пуеть Ео- 
ординаты точенъ 4 и 6 будуть (<", у’), (2”, у"), 9 6 А т 
то очевьдио, что: 
У уда 
Если озвачимъ разстояне Са == р, д =, 0: 


фри 
Тазь кокъ координаты точек аи суть (4’, ат’), (1", ал"), то ихъ уравнешя 6:- 
дуть 
(а) аБфочет , ии =1 ©) 


Полагая: 
бад , Ва 
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координаты точекь Ан В будуть (2, 0), (ль, 6), слбдовательно ихъ уравнешя будуть 
(4) 2 =1, 5=1 (В 


Есля нифемъ уразвневя точелъ (а) № ($), (4) и (В), то легко вайти координаты пря. 
мыхь Аа и В. Эти координаты получатся, опредфляя изъ уравнений (9) и (4), (8) 
и (В), Е и % что даеть 


1 а-# о: 
сид [оне], [Ни 89 
Имя координаты (4а) и (85), найдем уравнене точки ихъ пересфченя 5 ($ 63): 
5 я 1 
о 9 


| 
№ 
|8 
| 


Откуда будемт имфть координаты точки 5. 


Изь уравнешя мы найдемъ, что координаты (х,, 9.) точки 5 будуть: 


аи о, а аа у, 9 


=. Е 
ы на" — Я, ы да" и, 


Уравнене прямой, проходящей черезь точку (5) параллельно прямой Са, будете: 
у-инае=) 
Чтобы найти точьу ея вотрёчи съ оью Х, надобно вх этомъ уравнеян положить 


У=0, то = = 00, ебли О есть точна ея ветрчя; 


с0 = 

подставляя предъидущя выражен дяя ль, у», найдем: 
60-е — 

эр +) — р 


величина лоетоянная, слфдовательно ярямая поетоянио проходить черезт, точку 0, 
т, е. эта точка есть геометрическое мфето прямой 50. 


Пр. 4. Даян три прямых 04, ОВ, 06, проходяния черезь одну точку 0 


Фиг. 66. (фиг. 66); вершины треугольника скользять по 
в этимъ тремъ прямымь, дв изъ его сторокъ Аби 
2% с ВС проходять черезь двф денныя точки (я, #1} 
= (2, 9). Найти геометрическое мфсто третьей сторо- 
"“_ ны 48? 
9 А `` 


Рьшеще. Возьшемъ ОЛ и ОВ за координат 
ныя оси, то уравлеше прямой ОС будегы 


у= = (00) 
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Координаты точекъ А и В будуть (2, 0), (0, у’), если положниь ОД =, ОВ=у, 
слбловалельно уравнеше прямой АВ будеть: 


—_# ‚| 
у-— я =) 
Уравнея прямыхь АСн ЯВ будуть: 


м9 у= 


ит (=—=) р иы (вб) 


Ис эти прямыя должны пересфкаться на ОС, сдфдовательно мы будемь имфль Еоор- 
динаты точки С, опредфливь хп у. изъ уравнеый ОСн АС, 00 и ВС, что дветь: 


ЕЯ 
ая, — (ь—у) 
я оу 
Уу= = 
и —яи —#) А, 9) 
Но такъ какъ эти выражешая равны, то мы будемь ныть 
Е _ ву 
у — а —=) ом —в-у) 
Откуда найдемт, полагая 1’ = ‚ : 


У: (аль — уд-Накал, — 91) — (ах, — у) =0 


или: 
3 (ал — 9) 1 
аз, у, 
Это уравнене точки, коей координаты суть: 
аз, — ах, — 
ЧЕ - 3. р... 
9: — У, ат, — У 


СОхфдовательно теометрическое мЪето прямой АВ есть точка. Рашить еще сяёлующе 
примфры: ' 

Пр. 5. Даны двЁ прямыя 84 и 8В и дв точки Ри © ив одной прямой съ 
хочвою 8. Еели черезъ точки Ри $ проведенъ къ каждой изъ точек, дашной третьей 
ирямой МТ, прямыя, которыя встрьтять 94 и ЭВ въ ТОЧЕАХЬ #8 и п, 10 геометри- 
ческое ифсто прямой тя оеть точка. 

Пр. 6. Даны дев прямыя 54 и ЭВ и точка В, Если черезь эту точку прове- 
демъ, навую-иибудь прямую, которая встрытить ЗА и 5В въ точкахь т и и; черезъ 
двф друйя денныя точки Ри 9 проведемь прямыя Ри и Фн, которыя ветрётать 
ВА и БВ в точкахь т, и п, то геометрическое мфото прямой мня, будеть точка. 

Пр. 7, Даны три арнных 84, 8В, 80, проходяийя черезь одну и туже точку 
Я, прямыя эти встрёчають третью денную праиую въ трехъ точкахь 4, В, С. Есан 
черезь каждую изъ точекъ М прямой 80, проведемь прямую МВ, которая зотрь- 
чаеть 94 въ точкЬ а и параллельную АВ, которая ветрёчаеть 5В въ точк$ 8, черезъ 
точку $ проведем 64, которая встрёчаеть 80 въ точкЪ с, то геометрическое мфето 
прямой ас веть точна. Чертежи въ каждой изъ задочъ читатель можеть зегко сё 
деть по указанянъ въ задачф, 
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Рышить наконец прнмёрь 

Пу. 8. Если изъ данныхь точекъ, въ кавонъ угохво чнолВ, онустихь периен- 
дикуляры на такъ выбранную прямую, что сумма производенй этихъ перпендику- 
аяровъ на данныя чисда равна нулю, то геометрическое мЪфото танихъ прямыхь есть 
точБа. 

„Рышеще. Пусть уравнеше искомой прямой будеть: 


лова узша—р=0 5) 


пусть коордкналы, данныхь точевъ, будугь: 
(ев у), (2 Уз), (Фа Уз), +. - (ен, Эн) 
& данныя чисяа чп: ®, т... о Ты. 
По уеловю задачи мы буден имфть ($ 45); 
чп, (2 сов х у, вша — р) {т (2, сова у зша —р)--....- 
ава (ен 008 и - унзшх — р) =0 
отнузо: 
(тих, рая, +... о. тихи) сова Е иди, тьу, 5... лун) эх 
— В, а |...) =0 
Опредёляя отсюда р п вотавляя въ уревнеше (5), наЙдемь: 
„ д „ з 
2 сов аУ ли, -- уз один, — сов аЗитух, — ана анну, == 0 
1 : 1 


откуда, иайденъ 
ы ы я О 

(&Хт, — тим) + в а(уХнь — Хтьу,) =0 
1 в з 1 


Изь формы этого уравнешя видниь, что эта ирямал проходить черезь точку пере 
ебченя двухь прамыхь: 


" з В „ 
ыы — ть, =0 , узии — Ужну, = 0 
1 1 1 


Координаты точки пересфченя, илн геометрическаго мфетв, будуть: 


* ® 
Узжие, Утуг 
+ а 
=: У 
Зи, Ут: 


1 т 


$ 86. Геометрическея места въ полярныхь координатать. Иногда по 


характеру задачи удобнфе браль или составлять уравневя въ подярныхь 
координатахь. 


Воть иБекольво примфровъ: * 


Пр. 9. Даны дв точки Ан В (фиг. 67), черезъ точку В проведена, ванал- 
инбуль, прямая ВР, изъ точни А опустниь на нее перпендикуларь АР и продол- 
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жимъ ото до точки @ такь, что АР. 49 ==&% В есть величина постоянная. Найн 
теометрическое место точви 9? 
Ришене. Возьнемь А за полюсъ, АВ за начало Фиг. 67. 
утловъ, пусть АВ=а , ДВАР-у , 49=р 
По условшу мы иъфемь: 
АР.дА=В 


#0: 
АР=а соо 


с4фдовательно геометрическое мЪсто будеть: 
ра совф == иди вниз № 
а это, очевидно, прямая перпендикухярная къ АВ. 
Ир. 10. Даны углы въ треугольнихф АВС, вершина А неподвижна, вершина 
В скользить по данной прямой ВР. Найти геометрическое исто третьей вершины С? 


Рищеще. Возьнент А за полюсъ, АР перпев- Фиг. 68, 
дикудярную ВР за начало угловъ (фиг. 68), пусть 
ДАа , ДВНВ, Дб=Ч , 4б-ь, [ 
(РАб=ф , АР-а, т ААВ 
Такъ какъ углы въ треузольник даны, то ны 
зифемь: 
В 
А в. 


Но АР= АВсоз (ф — 2) =а, откуда: 
рев (ф — в) =ай 
8 это ебть уравнеше прямой, составляющей уголь х съ данною прямою ЗР и пере- 
«фвающей ее на разетояни ай оть точки А. 
Пр. 11. Дано основав! АВ треугольника АВС и сумма сторонъ, изъ конца в 
сосновая возставляемь периендикуларь ВР къ сторон ВС. Найти геометрическое 
фото точки его встручи съ равнодфдящей СР вифшняго угла ВСЕ? 


Ришеще. Возьмемъ точку В за полюсь, Фиг. 69. 
В за начало угловъ (фиг. 69), то ВР=р, 
ЕРВЬ =. 6. 


Означимъ черезь а, 6, с стороны треу- 
тольника, противулежания угламт 4, В, С. 


1 
Летяо видЪть, чю ДВОР=%® — 36, а 
изъ АРВС мы будемъ имвты 
@=р чт [2 {6) 


С;ъховалельно, если выразимь @ и вус черезь $, то будем иифть уравнене гео- 


метрическало иЪота точки Р. Изь ДАВС мы пыбемъ: 
а" < — 246008 В 
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но вехи сумма сторонъ есть 4, то: 


т—а 


слфдовательно, таКЪ КАБ: 


08 В =тф 
то: 
т? — Эта а? = а? < — ас зтф 
отвуда: до а 
^ 2 — ев 9) 
Но ны имфекъ: 
и 
61° =а- еб) 
8 такъ какъ: 
Вто овш В = ссовф и фена — со В=а — ся 
то: 
вус= ое 


$ 
: 1 

подставляя въ урзвнене (6) найденныя выражешя для @ и 4 р ©, наЙдемь уравне- 

не геометрическаго ифств: 


т реф _#-@ 
20% свт теме М 299 = 


Откуда видихь, что геометрическое мфото есть перпендикулярь въ основано 4В, 


— с 
В. 
 Ъ 


Рьшить туже задачу относительно ввутренней равнодфлящей уголь АСВ? 


г 
проведенный на разетояи 


Пр. 12. Дьно п ирамыхь лин и точка О, проводемт черезъ О, какую-нибудь 
прямую, которая вогрётить даиныя прямыя $ ТОчкаХЪ т, 7,....7н, ИВ ЭТОЙ прямой 
цостроиыъ точку В такъ, чтобы: 


1 
1 бы 


Найти геометрическое м®сто точекъ Е? 
Ришете. Пусть уравнешя прамыхь будуть 
608 —@) =, ребе — а) Эн... рс08(ф — ан) — Рь 
Легко вндёть, что уравневе геометрическаго фота, будеты 
В Е Ра 


очевидно, пряман лин я. 


п в) 8-м, 


$ 87. Мы уже выше видёли, кавъ по извветнымъ даннымъ условямъ 
отыекиваетея геометрическое ирето точекь; положен которыхъ удовлетво- 
ряеть даннымъ услошямъ. Слфдующие примбры даются для упражненй, 
въ которыхь уравнешя геометрическихь мфеть выше 1-ой степеви, 
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Пр. 1. Найти теомстричеекое мфето вершины треугольника, коего основаше 
дано и суниа квадраловъ сторонь? 

Отв. у = 1 39° — а. 

Пр. 2. Лапы; осповае и сумна или разность т разъ взятый нвадрать одной 
стороны и я разъ взятый квадрать другой? 

Отв, (п Е п) © 4) +2 т па те = и, 

Пр. 3. Даны овноваше и отношене сторояъ. 

Пр. 4. Даны основане и произведене тавтенеовь угловъ при основан, 

Отв. у? нба — тйа?, 

Пр. 5. Даны основан, уголь въ вершин изи что тоже сумна угловь при 
осповаши. . 

Отв. 27 у? — Зазу сов ф = а*. 

Пр. 6. Даны освоване и разность угловъ при ознованш. 

Отв. 2? — у? 4 2алу совр = 4, 

Пр. 7. Даны: оеноване и одинъ изъ угловъ ири основави равенъ удвоенному 
другому. 

Отв. 347 -- у? Зал = а. 

Пр. 8. Даны: оснозае п № С = В. 

Отв. т (а? у — а?) = 24(8 — 2). 

Пр. 9. Проведена прамая МВ параллельно ОС (см. пр. 7, $ 85), пересфкаю- 
щая двз данныя прямыя эъ точкахь Ви В’ и взято АМ? РВ.РВ’, найтн геомат- 
рическое мфсто точки М? 

Отв. тж (ли |!) = убия та). 

Пр. 10. МА есть средне-гарионическая между 4В и АВ’. 

Отв. Эте(иа |- и") = убие та +=). 

Пр. 11. Давъ уголь въ нершинф треугольника, найтн геометрическое мфсто 
точкн, въ которой оеноваюе раздфлено въ данномъ отношен?и, есжи при этомъ хана, 
площадь треугольника? 

Онив. ху = постояннелу. 


Пр. 19. Если дано основане. 
у" Злусво > 


Отв. "т тя, .. 

Пр. М. Найти геометрическое иЁсто точки Р (ем. пр. 12, 8 86}, если пряная 
21 ке параллельна основан? 

Пр. 15. Дано основаше СР треугольника, найти геометрическое м$сто верши- 
ны, если 4В па данной прямой есть востоянвый отрёзокъ (см. пр. 12, $ 86)? 

Ото, (гу — уз) (у — у") (ту — у’) фу) = чу — У) 9 -—У”. 


102 ТЛАВА 1Х.--АНГАРМОНТЯ, ГАРМОНЯ, ИНВОЛЮЩЯ, 
РЛАВА 1Х. 
Ангарион!я, гармонуя, инволющуи. 


$ 88. Отрёзокъь прямой лии между точками а и Ь изображается 
черезь а, принимая а за начало отрёзка, а Ь 38 вонецъ. 


Тотъ же отрёзокь, но взятый въ противуположномъ направлени изоб- 
ражается черезъ фа. Если примфнимъ здфеь геометрическое значене зна- 
хоз | и —, т0 мы должны положить: 


=— 58 или 64а =0 (1) 


т.е. если отрёзовъ, откладываеный въ извфетномъ напразлени на прямой, 
принимается за положительный, то отложенный въ противуположномъ из- 
правлени онъ принимаетея за отрицателькый. 


$ 89. Предложене. Каное бы нибыло относительное положеше трехъ 
точекъ а, В, с на одной прямой линш мы всегда будемъ ныть: 


&--ш--в=0 (2) 


Доказоинельство. Если точки находятся на прямой въ порадЕВ а,5,е 
(фиг. 70), то уравнене (2) очевидно, потому что сумма отрёзковь: 
Реж ‚а ш=-ф 
слёдовалельно мы иифемъ (2). 


Фиг. 70, 


Если точка с будеть между точками д и 6, 10 мы имфемъ (фиг. 71): 


, . = -- $ 
но: 
ас =-—@ ‚, &=—№ 


подставляя, найдемь снова (2). 


Фит. 71. 


Точно, также легко показать м для другихь положенй точекь с ив 
относительно а, что уравнеше (2) всегда имфеть м®сто, 
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На основани этого свойства можно, какой-нибудь, отрзокъ 6е вы- 
разить разностью ас — а5, тдЪ а есть, какая-нибудь, точка на прямой [е. 
Зь этонъ случаВ точка а служить началомь отсчитывая отрЁзковъ, 

$ 90. Предаожеще. Какое бы нибыло относительное положеше четы- 
рехъ точек а, 6, с, 4, на одной. прямой лини, мы будемъ всегда им%ть: 


аъ .са-Р а. -Р аа. =0 {3) 


Доказательство. Кели точки находятся на прямой въ порядк® а, 5, 
с, а, то мы будемъ имЪть, отсчитывая воЪ отрЬзви оть точки а: 


й 


са=а4—а , ф=9—в , И=е—% 
подставляя въ (3), вифсто отр8аковъ с, 4, №6 эти выражен, найдемъ, 
970 выражен (3) равчо нулю (фиг. 72). 


Фиг. 72. 


а фе а 
ГОО | 


Ясли бы точки были въ порядкЪ В, а, с, @ (фиг. 73), то для этого 
порядка, но предъидущему, мы будемъ вить: 


фа. са ® .да--Ы. ас ==0 


но по условю мы имфемъ: 
ь 


а=—ф , =-4 , = —а9 
подставляя, найдемъ (3). 
Фит. 73. 
ъ а 6 а 


Точно также можно показать, что уравнене (3) имфеть мЪето и при 
другихь положеняхъ точевъ. 

$ 91. Опредьлеще. Возьмемъ четыре точки а, 6, с, @ на одной пря- 
ой лини (фиг. 72) и будемъ ихъ разематривать по-парно соотафтетвен- 
ными, напримфрь, аи сий. Эти четыре точви образують шесть от- 
УЬзковь 46, ас, ай, 66, ВА н са. 

Составимь изъ этихъ отрёзковъ слфдующее выражение: 


выше м , . (4) 
аа а. 
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т, е. отношеше разетоян! первой точки а, изъ первой нары (а, $), оть 
точекъ (е, 4) второй пары, раздфленное па отношене разстоянй второй 
точки ®, изъ первой пары, отъ точеяъ второй пары. 

Такое выраженю называется анармоническиме отношевнемь четырехъ 
точекъ. Мы его будемъ изображать символомь (ибе@), тдЪ ви, сиа 
суть поры соотвфтетвенныхь точекъ. Слёдовательно символъ, напримфрт, 
{с@аЪ) будеть изображать выражен: 

- ва, 46 
&' 4 
Такъ вакъ вторая часть выражен (4) можеть быть написана въ четы- 
рехъ формахъ: 
9 еж жж _Ше 


а4` оа’ю аа а’ы в’ 


или также: 
ас. _ са аа _ 4% _В4 аа 


аа” 9: аа в ш 
то есть: 


(афс@) = (с405) == (аеба) == (фас) (5) 


слЁдовательно, если соотвфтственными парами булуть аб и с4, с@ и 0, 
4 и фа, фа и 4%, то ангарионичесвое отнощене неизмВняется. Эти пере- 
становленя получаются изъ (а6ей), второе перестановленемъ паръ аи 6, 
си 4 нежду с0бою, третее получается изъ втораго перемфщенемъ буквъ 
сиб, аив между собою, а четвертое получится тавъ изъ перваго, вазъ 
третее получено изъ втораго. 


Тавъ какъ изъ четырехьъ буквь вефхь перестановленй двадцать че- 
тыре, то различныя энгармоничесыя отношеня суть только елЪдующя 


трупвы: 
(4) , (ас) ‚ (в4е) 


. (6) 
(64) , (54) , (а) 


Первая группа получается изь (абс) круговымъ перемфщешемь трехъ 
буквъ Ъе4, а вторая грунпа получается изъ первой, перемфщая между со“ 
бою сопряженныя точни вторыхъ паръ. Легко видфть, что произведешя 


соотвтотвенныхь паръ ангармоническихь отношенйй (6) равны единиц, 
т. е.: 


{афса). (ава) =1 
(1685) . (а) =1 (9) 
` (@4%5) „(аасф) ==1 
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Слфдоветельно ангармовичесых отноненя второй груипы (6) суть обрат- 
ныя ангармоническимь отношемяиъ первой группы. Три ангармоничесвыя 
отношеши первой группы (6) мы будемъ навывать основными. Слёдова- 
тельно основныя ангармоническя отношеня суть слдующия: 
ас 6 а4. са 0.45 (8) 
аа`9 ’ 4’ * `В 
ели обратимъ ввимане на направлене отрёзковъ въ предъидущихь 
трехъ ангармоническихь отношеняхъ и на услоше относительно знаковъ, 
то увидимъ, что антармовичееня отношеня первое и третее (8) суть по- 
ложительныя, & второе отрицательное 
$ 92. Мы видфли въ $ 90, (3), что если четыре точки а, $, с, 4 на- 
ходитея на одной прямой лин, то мы веегда ииземъ слЗдующее выра- 


жене: 
@.са- в. аа. в=0 


раздзлян вов члены этого тождества на послБды!й членъ а4.фе, найдемъ: 


а. | @&.са 
ва Ро ы К! 
ли: 
а 
или: 
(афе@) -- (афа) = (9) 


Точно тавже найдемъ: 


(10) 


(вас) + (ава) =1 
Ангархоническя отноше, коихъ сумма равна едияиць, назызаются 90- 
полнительныими. 


Изъ уравненй (7) и (9), (10) мы видимъ, что всв шесть ангармо- 
ническихь отношенй, тавъ связаны между собою, что могутъ быть вс 
выражены въ функщи одного изъ нихъ. Если положим: 


сына, № мот 
дополнительныя имъ: 


1 в , в) = (11) 
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и обратных послфднимъ двумъ: 
1 а 
(ие =: , (ов) = — 
Какое бы изъ этихь выражен ви овначили одной буквой, напримрь 
1—а—= В, всЪ функц (11) получаютъ тёже формы только въ другожь 
порядкВ: 


&=1—В , тв, о 


$ 93. Возьмемъ, какую-нибудь, 
точку 0 (фиг. 74), вн прямой, на ко- 
торой находятся четыре точки а, В, 
с, 9. Проведемъ черезъ точку О и 
точки а, 5, с, @ прямыя 0а, 08, Ок 
04. Означимъ углы между этими при- 
мыми символами (0а, 05), (ба, 09... 


Площади треугольниковъ Л а0, 
АО, Да0а, Аа, Ас, Ас0а ножло выразить двоякимъ образом: 

34900 =.р==04.0е и (0а, 06) 

24Ь04=.р== (0%. 04.1 (0, 0а) 

2Аа04=о4а.р= ба. 04. зщ (ба, 04) 

2480 =.р==0а. 0.1 (0а, 05} 

ЗАФОе = .р== 0%. 0е зщ (0, 0е) 

2 Де0а = с4.р==0е. 04. вт (0е, Оба) 


(12) 


Если въ важдомь изъ антармоническихь отношешй точенъ д, $, с, 4 о- 
етавимъ зви%ото отрёзковь ас, аё,..... ихь выражен!я, полученныя изъ 
выраженшй (12), то найдемъ, напримЪръ: 


№ _ ви (0а, 0е) зв (06, Ос) 
аа е = МИС, 00) АС, СО. 
а) — ры ол (ба. 09) (0, 09) из) 
точно таыя ве выражешя пайдемь и для другихъ энтармоническихь от 
ношенй, 
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Выражене: 


в (Оа, 0е) 


«(а 04) 4 


называется ашармоническимь отношещемь свизки четырехь пряныхъ 
Оа, 0%, 0е. 04, проходящихь черезъ точку 0. Ово обозначается симво- 
домъ (0.ож@); слЪдовательно: 


(абв) == (0. ея) (15) 


$ 94. Предложеще, Изь уравнешя (18) слфдуеть, что ангармоня- 
ческое отношеше (0.054) связки, не будеть измЪнятея, при перемфще- 
нии точки О на плоскости, если прямыя проходятъ постоянно черезь точки 
в Бе, @. И, обратно, антармоническое отношене (ас) точекъ на пря- 
мой не будеть измфнятел, если прямая ХУ перемфщается на плоскости, 
& связка Оа, 06, Ое, ОЯ не измЪняется, т. в: 


(ща) (са), (0. ка) = ©-выд) @6) 


$ 95. Вообще шесть выражевй (11) ангармоничесвихь отношенй 
четырехъ точекъ имфють различных чиеловыя значеня, но въ частности 
точки а, 6, с, @ могуть быть такъ расноложены, что нзкоторыя изЪ этихъЪ 
выраженй будуть равны между собой. Такъ можеть случится, что: 


%) =! отвуда &=--1 
отк «-=1 
уда “= 
. откуда @—а--1=0 {27) 
4) а 1 откуда @—а--1=0 
1—& 
5) а= — откуда © —25==0 , а==0 и а=2 
а— 


Изь этихъ значеый только три различны. Въ самомъ дфлЪ, если &==1, 
то мы будемь иыЪфть слёдующён числовыя значеня для шести антарио- 
ническихь отношенЁй: 
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Тавъ какъ одно изъ этихъ значешй есть 0, а это пятый случай (17), 0 
пятый случай даеть тфже числовых зваченя, только въ другомъ порядий, 


Оо о,т, ®,т, 0 


Положим «=—.1, то авгармоничесыя отношеня будуть: 
1 
1, -1,2, 2,0, 


2 
и такъ какъ между ними находятся второй и пятый случаи (17), т.е. ‚2 


9,“ 


то онф дадуть тфже числозыя значен!я. 


Замфтимь, что трей и четвертый случаи тождественны, слфдова- 
тельно четыре точки на прямой могуть имфть только три исключительных 
положен!я, при которыхъ ангармоничесыя отношеня будутъ: 


Из 
=] , а=—1, а КЕУ 8 


Раземотримь каждый изъ этихъ случаевъ, 
1) а=1. 


Въ этомъ случав мы имфемъ: 


т, е. отношеюя разстоявй двухь точекъ аи $ отъ другихъ двухъ си 4 
равны, слёдовательно точки Фи В, си 4 совпалаютъ, 


2) а=—1. 


Вь этомъ случав мы имфемъ: 


(ака)=—1 


(18) 


Четыре точки, находящйлея въ такомь положени называются зармони- 
ческини. Если зторое изъ уравненй (18) напишемь въ форм%; 


(19) 
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то легко видЪфть, что точки си @ дёлять разетоян!е между точками аи 
одна внутренне, а другая внфшне, въ одномъ и томъ-же отношеши. Если 
тоже ураввен!е напишемь въ форм; 


ив (20) 


то легко видфть, что разстояню между точками си Я длится точками 
фи а, одною внутренне, другою вышине, въ одномъ и томъ-же отношении. 
Позтому точки аи Ъ, сн называются сопряженными зармоническими 
парами. 

Если уравнене (19) вапишемъ въ форм: 


а 
=ы (21) 


.И положямъ, что точка & находитея на безконечности, то: 


ао == 


слЪдовательно: 
ае= 65 


т. е, точка с дфлить разстояне аф пополамъ. Откуда слфдуеть, что дв» 
точки, ихъ средния и точка на безконечиости суть четыре гармоничесв/я 


точки (фиг. 75). 
Фиг. 75. 


ъ 
= 
1-5 


Еслк уравнеще (21) напишемь въ фори%: 


1 1 2 

т 8) 
то изъ него легно видфть, что если точка с будетъ приближаться къ точ» 
Ъ, то точка @ также будетъ приближаться КЪ точЕВ фи 06% съ нею совпа- 
дУтЪ. 

Холи точка с, перейдя средину аб, будетъ приближаться къ а, то 4 

перейдеть на другую сторону отрфзка 4 и будеть къ нему приближаться 
пока не совпадеть съ точною а. 


или 08-1 =0 


ати 
р] 


Зо а 
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Въ этомъ случа» а есть кубичесый корень изъ — 1, слФдовательно 
нифеть три значены: 


а=—1 


14 И 1—8 ^ 
’ 2 ы 2 
Въ первыхъ. двухъ случаяхъ мы имфемъ три системы по два равныхь 
знтарыоничесвихь отношенй, а въ настоящемь сдучаЪ дв системы по 
три равныхь ангармоническихь отношенй. Кремона, итальянсв!Й геометръ, 
это послвднее расположенще точекъ назваль экомжармоническиль, 


Прозитивность. 


$ 96. Если на двухъ данныхь прямых АВиА'В', пересфкающихея 
въ точкф 0, возьмемъ по три точки а, $, с, на АВ, но’, В, ©’, на АВ’, 
по данной четвертой 4, на АВ, можно найти всегда четвертую 4’, на А/В’ 
тавъ чтобы ангармоническое отношеше точекъ а, $, с, 4 было равно ан- 
тармоничесвому отношению точекъ а’, И, с’, @', т. е., чтобы: 
аа ас ва’ 


пр РТ 9 


= 


точки ана, Фи б, сие, Чи @' называются соодщьтетвенными, 
, , . 


Тажъ кавъ четвертая точка 4 взята произвольно, то можно построить 
на праныхь АВя А’'В' безчисленное нножество соотвътетвенныхь точек, 
коихь ангармоничесыя отношеня съ точками а, 6, си а, ®, с' равны. 
Напримфръ, по данной еще точк№ е, на прямой АВ, можно построить 
точку ©’, на АВ’, такъ чтобы: 

6 ве ас’ ве’ 
г уг (24) 
и'‘ы 50’ 
Если, такимъ образомъ, поетроимъ ряды ив АВи А’В’, то вигормониче- 
ское отношен!е четырехт, произвольно зыбранныхь изь ряда, точекъ на АВ 


всегда равно ангармоническому отношеню четырежь соотвтственныхь 
точек на А’В". 


Тавъ, напримфръ, если раздьлимъ (24) на (23), то найдемъ: 


аа де а а" 
9’ 9456 


т, е, ангармоническое отношене точекъ а, В, 4, е равно ангармоническому 
отношению соотвфтетвенныхь точен а, 6, 4', г’. 
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Талйе два ряда на прямыхь АВи АБВ’ называются яроэктивными, 
Щаль ихь назваль юморафичеекими, & Мебусь колинеарными. 

Изъ этого видимъ, ч10 три данных пары Фит. 76, 
точекъ ив прямыхь АВи А'В’ вполиё опре- 
двляють проэвтивные ряды. 

Слфдовательно, если а и, Вий, 
сис (фиг. 76) суть три данныя пары, то, 
хакая-нибудь, четвертая проэктивная пара 
# исх найдется изъ уравневшя (23); 


ат с ах ас 
РИ (5) 
$ 97. Точки соотяьтетвуюция безконечно удаленнымь. Если на двухъ 
прямыхъ расположены два проэктивные ряда, то каждой точкф одного 
ряда соотвЪтотвуеть точка другато. Посмотримъ кая точки соотвфтетву- 
ють точкамъ на безконечноети, 


Если вь уравнеши (25) положимъ т’= 0, а #-==Г, то найдемь: 


или: 
1 а, аб 
ыы ' (в) 


Полагая х==0, & х'=Г изъ того-же уравненя (25), найдены: 


(27) 


Съ помощью уравнен! (26) и (27), опредфляются точки Ги Г, воотвёт- 
ствуюния безконечно удаленнымь точкамъ ва прямыхь АВи АВ’ двухъ 
проэктивныхь рядовь, которые опредфляютея тремя данвымя парами а, п’; 
В, И; в, с соотвтотвевныхь точенъ, Этн точки связаны слёдующею зави- 
симостью, которая получается, раздёливъ (96) на (27): 


(28) 
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Такъ какъ проэктивные ряды виолн® опредфляютея тремя парами соот- 
вътотвенныхь точекъ, то въ уравнеши (25) можно или одну изъ данных 
паръ замфотить парою Т, с или с, Г или двф шары данныхъ точехь 
замфетить двумя парами Г, со и со, Г. . 

Если оставим пары в.а’ и 6,6, а вифсто пары с, с’ возьмемъ 1, со, 
то въ уравнони (25), которое можно налисать въ фориЪ: 


ад ат а @ 


ыы: 59 9) 
надобно замфетить вторую часть выражещемь (26), что даеть: 
ИИ 
ах _ а ах 9) 


Сы В 
Это уравнеше проэктивности двухъ рядовъ, опредфляемыхъ тремя парами 
аа Бит. 
Точно также прозктивноеть тфхъ же радовъ опредляемыхъ параня 
а Бис», Г, выражается уравнешенъ: 


аТ а ах 
Г 9 8) 


Наконець, если пары 6, бис, ©’ замфетимъ парами Т, 2 и 0, Г, № 
хайдемь: 


{33) 


Таковы уравненя (29), (80), (31), (32} прозвтивности двухъ радовъ, 


$ 98. Назовемь точки Ги 7’, соотрытетвуюния безконечно удален 
нымъ точвамь мавными. 


Если бы два проэктивные ряда были такого свойства, что [== 0, 
то и Р= о, какъ показываете уравнея (28), въ этомъ случав прок 
тивноеть двухъ рядовъ выразится уравнешемъ: 


р 
р с 
подученвымь изъ (30) или (31), полагая въ первомъ 7==0, & во второн$. 
Т== оо. Изь иредъидущаго уравневйя видииь, что проовтивность, въ этом 
случа, обращаетея въ пропорцюнальноеть. Таве две рада называются #0- 
добными. Слфдовательно въ подобныхь разахъ на двухъ прямыхь, точ 
на безконечноети, въ одномъ изъ нихъ, соотвётетвуеть точка на безконеч- 
ности въ другонъ и обратно. 
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$ 99. Предложеще. Если въ двухъ проэктивныхф радахъ на ДВухъ 
прахыхь АВи А’В’ соотвётетвенныя точки, напримфрь, ди д’ совиа- 
двютъ, то веф прямыя, прохо- 
дядя черезь соотвётотвен- 
ныя точки, проходять череаъ 
одну точку, которая назы- 
вается центромь перспекти- 
вы. 

Доказательство. Пусть 
а, с, 4.... на, 6, в, а... 
суть (фиг. 77) соотвфтетвенныя точки на АВи АВ’, те. а есть общая 
точка или еаиа себф соотвфтетвенвая. 


Такъ какъ эти рады проэктивны по условию, то мы имфемы: 


ас. 96 96 


ааа аа 59 64) 


Проведемъ прямыя $’ и сб’ и точку ихъ пересфчешя р соедииямь съ об- 
щею точкою а, проведемф ирямую р@, если она не пройдеть чрезь соот- 
вфиственвую точку @', то она вотрётить А’В въ точкЬ 4”, слёдовательно 
мы буденъ имБть ($ 94): 


(абс) = (абеа") 
соображаясь съ (34), найдемъ равенство: 
. 
(ареа’) == (абв) 
ивъ котораго видимъ, что точка 4” совиадаеть еъ @. 
Таве два проэктивные ряда называются нерснективными. Если про- 
эзЕтивные ряды подобны, центрь перелективы находитея на безвонечноети. 
Два, проэктивные ряда могутъ быть ехфланы перспективными; для 
этого одну изъ пряныхъ нередвигають нароллельно самой себф до тЪхъ 
поръ пока одна изъ точекъ одной прямой не совпадеть съ своей гоотвЪт- 
ственной точной другой прямой. Очевидно, что въ этомъ похожени нроэ- 
тивные ряды дёлаются перспективными. 
Въ двухъ порспективныхь рядажь легко построить главных точви Г 
м Г. Пусть а, 5, с, 4,.... на, В, ©, 4... (фиг.7Т) будугь два нерепек- 
тизвые ряда на прямыхь АВи А'Б', Если черегь центрь р перепективы 
проведемь пряиую р7 | А'В' и рГ' | АВ, то эти пряныя вотрётять АВ н 
АВ’ въ точкахь Ги Г, которыя, очевидно, и суть главныя точки с00т- 
вфтственных точкамъ нз безконечноети на пряныхь АВи АВ’. 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТОМЕТРЧЯ. , 8 
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$ 100. Легко такше построить точки Ти Г' въ двухъ проэктивныху 
рядаль (фиг. 78). 


Пусть а, Бе, 4... 9, И, ©, 9... будуть два прозктивные рада 
ха АВи АВ’; передвинемъ "праитю АВ параллельно самой себЪ въ по- 
ложене А”В’ такъ, чтобы Фит. 18. 


одна изъ ея точекъ, напри- 
ифръ а, совпала со своей со- 
отвЁтотвенной а на АВ’ 
проведемь пряную в и 
58 [ аа’, став» @8 [ай и 


т. до рялъ полученныхъ, та- А : р 
кимъ образомъ, точенъ о, В, А - 3 
+, 8,... на А"В* будеть пер- А 

спективный съ рядом а’, 6, с, @’,... Центръ перепективы р получится, 


проводя прямыя 6В и с до ветрзи въ точеЪ р. Если черезъ о проведекь 
прамыя рГ' |} 4В' и оГ' | АВ, то точки Г’и Г на прямыхь 4'В" и АВ’ 
будуть главными точками перспективныхь рядовъ а’, В, 1, 8,... и’, В, 6, 
4',.. Евли ваконець проведемъь 1" | ва’, то точка Г, полученная на АВ, 
будеть искоман. Очевидно, что точки Ги Г, получевныя на АВ и АВ, 
будуть главных двухь данинхв проэктивныхь рядовъ. 


$ 101. Проэвтивность двухь радовъ на двухъ прямыхь можеть быть 
выражена еще въ болфе общей форм, слёдующимь образомъ. 

Возьшемъ три пары соотвфтственныхь точекъ, произвольно зыбран- 
выхь изъ двухъ данныхь проэвтиввыхь рядовъ. 

Трк выбранныя пары вполнф опредфляють проэктивность рядовь, 
хакъ мы видфли выше. Возьмемъ из каждой изъ пряныхь АВ и АВ' Ш 
точБф и примемь каждую изъ этихъ точевъ за начало, тавъ что вс тоя 
на прямыхь АВи АВ’ опредфляются разстоаняии ихъ отъ точекъ пря’ 
иятыхь за начало. Пусть три пары точекь опредфляются абецисеами я, 
21; 2, 23 и 2, 2 и нахонещь, кашя-нибудь, скользящия точки опред 
даются абециесами ху 2. 

Легко видфть, что уравнен!е проэвтивноети (23) едфлается, если точвя 
а, 6 с, а; а, Ъ, с, 4’ будуть имфть абециесами 2, 22, 2, 2; 21, 44 
еее 

с Али ис: шей 
фата = 


(35) 


ре Не 

откуда, послЬ вефжь приведен, это уравненше приметь форму: 
Ах - Вг-- СУ р=о (36) 

тдф воэфищенты А, В, С, О суть фунющи трехъ ларь данныхь точек». 
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Таккнъ уравнещемь саязаны два проэктивные рада нё двухь аря- 
мых. 

Обратно, если между абециссами точекъ на двухъ прямыхъ, суще- 
ствуетъ зависимость выраженная зуравненемъ: 


Ахх-- Вх -- СЕ р =0 {37) 


то эти два ряда будуть проэктивны. Въ самомь дёлЬ, изъ этого уравие- 
вия мы имфент: 


, О-В 


= Ая 


Возьмемъ на пряной АВ, кавя-нибудь, четыре точки; пусть ихъ абедиееы 
будуть м, 22, 23, 24, то абецисвы соотвфтственныхь точекъ 2’, 25, 23, 
2. опредфлятея изъ уравненй: 


откуда легко ВИТЬ, что; 


232-63 0-9 2-Я 
8—4 абв‘, 


т. е. ангармоничесвя отношеня, произвольно выбуавныхь четырехъ т0- 
чекъ и четырехъ имъ соотв®яственныхь, опредёляемыхь изъ уравневя 
(37), равны, слЪдовательно ряды прозвтиввы, 

$ 192. Уравненио проэктивности: 


дар ВЕ Се + р=0 (88) 


можно даль различныя формы, опредфляя коэфищенты А, В, С, 2 точками 
выбравными извфетнымь образомъ. 


Если даны три пары проэктивныхь точекь 2, 21; 22, 2; 295, ТО 
онф должны удовлетворять уравненю (38), слфховательно: 


Аля + Ва - би + р=0 
Азух: -- Ва, + Си, р=0 


Аза + В -Ё 03 + В ==0 => 
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присовохупляя къ этимъ уравиешемь, уравнеше (38) для, какой-нибудь, 
пары скользащихь точевъ, найден: 


жж о в #1 
и м 1 

171 д т —0 ( 3 9) 
ваз о 1 
да в 2 1 


таково уравнене проэктивности двухъ рядовъ опредфляемыхъ хремя па- 
рами соотвётетвенныхь точекъ. 

Выбирая извфетвымь образомь пары соотвётетвенныхь точекъ, урав- 
неню прооктивности можно дать различных формы. Въ уравнени одинъ 
изь коэфицентовь можно положить равнымъ единиц», напримръ 4, 
слЗдовательно уравневе прозктивности будоть: 


дд’ -- В + --р=0 (40) 
Если за начало, на прамыхъ АВи 4’В', примемъ соотвётетвенныя точки, 


то, очевидно, при 5==0 мы должны имёть и 2'-=0, э это требуетъ, чтобы 
р=—0, сльдовательно уравнеше (40) сд®дается: 


пи’ Вер = ° #1) 

Если вифсто эбециесъ хи =’ вовьмемъ отрёзки ах и а’, РВ а и а’ с 
соотв тетвенных точки, то предъидущее уразнене сдЪлается: 

аз.ах-- Ваз-- баз =0 {43) 

Опредфлииь В к С съ помощью тлазныхь точекь Ги Г, дия этого ноло- 


жикъ въ (42) послфдовательно ах==аТ, вх == 00 и ат ==еТ, ад= 0, 
то будемь имбты 


В-+аГ=0 , О+а1=0 
отвуда уравнене (42) едфляется: 
вр.а% —аР.ах— аТ.а' =0 {43} 
или: 
ат а т ' (44) 


$ 108. На основащи этого уравиешя (44) можно решить слёдующи 
задачи: 


Задача 1. Но данной точка ВЪ одномъ ИЗЬ ДВУХК Днныхь проэвтивныхь 
рядовь, майти такую точку м, чтобы отрёзокь ах быль равен соот®тственному 
отрЁзку 4” или равенъ, но съ прозивнымъ энакомъ? 
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Рышв. Эта задача рЫшается, положивъ въ уравнеши (44) ал =’ пли 

2 = — в". Тайя положеня дають: 

ах ат --а’Р и дав Г 
Для построевя отихъ отрёзковъ необходимо условитьсл въ какомъ направлени, оть 
точекь @ и а’, считать отрзки положительными и въ каножъ отрицательными. 

Задача 9. Даны двф ираныя ОЛ и 04’ и точка р, провести черезъ точку р 
тацъ прямую, чтобы она, цереефкансь съ ОД и 04’ въточкахь д и 2' даль отрёзки 
05 = 0х пли Ох = — 0х. 

Ршеще. Если черезь точну р (фиг. 79) будежь проводить иряныя, перее#- 
кающя ОЛи 04", то получимь ча этихъ прямыхь два проэктивные рада точевъ 
{$ 934), въ которых точка О ‹ама себЪ соотвфтственная, етфдовательно соотвфтствен- 
ныя точки будуть удовлетворять уравневю (44): 

01 0 
0х ' 0: 


полагая Ох -= Ох’ или 05 == — Ох’ будем имфть: 
02=01401 ‚ 0ё=01—0Р 


Фиг. 79. 


проводя через» р прамыя р— | ОА ноТ| ОА’ найдем 
злавныя точки Ги Г. Слфдовательно задача рнается 
построенемъ главныхъ тозокъ Ги Г’. Усдовимся считать 
отрЁзии по направлено оть 0 къ Ги 2' положительными. 
Коли отъточки Х отложниь = ОР и 0х = ОТ, 26 
приныя ре и ра’ будуть искомые. 

Задача 8. Черезъ данную точку р на основан 
треугольника 4’В провести прямую сх’, такъ чтобы отрёзки Ах и А'х’ быдн равны 
пан равны съ иротивными знаками? 

Рьщете. Пряман, проведенная черезь точку р, нересфкаясь съ сторонами 
АВя А’В треугольника ААД’В (фиг. 80) образуеть проэктнаные ряды. ели ло- 
строимъ тлавныя точки Ти Г, какъ показано выше ($ 100), то соотв ётотвенныя точки 
будуть удовлетворять уравнению: 

ат, Ат Фит. 80. 

И т 

Аз + и 
Ди 4* суть соотвфтетвенныя точки, Позагая 
Аз = А, найдены: 


АЕ-АТЬАТ 


Если условииея считать отрзьи, отечитываеные 
оть Ан А’ но направленю къ Ги Г, то, откяа- 
хывая оть точки Т, о == АТ и = — А'Г, ЕВ- 
дешъ точки 2 и =, черезь который, проведенныя 
прямыя р и рт, рфшають задачу. Если бы въ 
нредъидущихь задачахь требовалось найти таве 
отрёзки 42 и 4’э", чтобы отношеше между янин 
было данное \, то надобно только въ уравненяхъ положить: 


де=Адя 
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8 104. Еслк въ уравнении: 
ах ВЕСЕ =о (45) 
будемъ считаль отр®зви на праныхь 4Ви АВ’ не оть соотвтетвеяныхь 


точекъ, & оть какихъ-нибудь, а на АВий из 4'В', то предъидущее 
уравнене будеть имёть форму: 


ах. бт -- Ваз -- биз -- р=0 (46) 
Полагая х=Ги я'==Г, найдемъ; 
В=—еГ , б=-ч 

слфловательно уравяеше (46} будетъ: 

ах.Ма’—ИГах — ат -- д=0 (47) 
чтобы опредфлить Р положимь г==а, то х'==а’, подставляя найдеиь: 

р=аГье 

слёдовательно уравнеше приметь форму: 

вр. х —ИГ.ах — аТтбх -- аТ.Ьа =0 {48) 
Если въ (47) положимь а=1, а == Г’, 10 это уравнене приметь весьма 


простую форму: 
Т.Г = Т.Г = (49) 


В есть величина постояниая, а Д=а. 


$ 105. Если въ уравнени; 
Аах.б о’ -|- Вах -- СУх + Р-=0 (50) 


коэфищенты Ви С опредфлимь, полагая поелдовательно х == Г, 2’ 
%=00, &’==Т, то найдемъ: 


ВАЗЕ О , ОАО. 
откуда: . 


В 
=, 9-9 


Если проэвтивные ряды подобны, 10 а == о и д1' == ($ 98), сле 
валельно необходимо имфть 4-=0, въ силу чего уравнене (50) сдё- 
летел: 

Вах + 0 - р=0 
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полагая д=а, + ==а; =, с==Ь, навдемь: 


с 1 В 1 


м Би 


подегавляя въ предъидущее уравнеше, получимъ: 


(51) 


Если вмфсто Ых’ подставимь а" — а, то уразнеше преобразуется въ: 


22 4 
ах а 


а, ат 
з + 5 = 0 или 


форма, изъ которой видна пропорщональность соотвфтетвенныхь отрфз- 
ЕОВЪ. 

$ 106. Если одну изъ прямыхъ, на которыхъ расположены два про- 
эвтивные ряда, совифетимъ съ другою, то оба проэктивные ряда распо- 
ложатся на одной прямой, 

Помфетимь прямую АВ’ на АВ такъ, чтобы точка В’ совпала съ 
точкою а, то уравнеше (48) прозктивности двухъ рядовъ расположенныхь 
на одной прямой, если отрёзки отечитываются оть одной точки а, будеть: 


о (52) 


ах.ах' —аГ.ах — вГ.ах' | аТ.ад' 


хавъ бы прямая А’В ии была наложена на АВ всегда найдутся тая 
дв® соотвфуственныя точки, которыя совпадуть. Тая точки называются 
двойными. Чтобы найти эти точки кадобно въ уравнени (59) положить 
&=х, полученное уравненю: 


аз? — ат аГ) ав Г.в ==0 (53) 
даетъ возможность опредфлить положеше двойныхъ точекъ. Такъ какъ 


это уравнен!е второй степени, то проэвтивные ряды на одной прямой лини 
имЪють двф двойныя точки, дйетвительных, совладающя или мнимыл. 


Если двойныя точки овначимъ черезъ е и р, то ве и а{ будуть корни 
уравнен!я (53). Изъ свойствь квадратнато уравнешя мы имфемъ: 
ве = о1+аГ 
а это показываеть, что средина между е м { есть выфетБ и средине между 


Ти Г. Есди О есть средина, то: 
340 =ат-оГ 
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саЪховательно уравнене (58) можно написать въ форыБ: 


45? — 3а0.аг -- аТ.аа' =0 (54) 


Если за начало отрфавовъ возьмемь точку О, т.е. воложимъь а==0, то 
уравнене (54) слфлается: 


07 + ОГ. 00' = 0 (55) 
тд 0’ есть соотвфтетвенная точха точки 0. Такъ какъ О есть средика 
между Ги Г, то О7= —ОГ', слховательно: 

02? = 0Г.00' (56) 
отвуда: 


0; = == ИОГ. 00° 
т. е; —__ 
=4У07.00 ‚ 0и=—У0Г. 00 (57) 


Слёховательно двойныя точки находятся по об стороны точки 0 на раз 
стояни У ОГ.00'. 


Еели точки О’и Г находятся по одну сторову точки 0, то двойные 
точки будуть дЪйствительныя, въ противнохъ случав онё мнимых. 

Выражене (56) даетъ легый способъ построить двойных точки; для 
этого надобно только построить отрёзокъ средне-пропорцюнальный кежду 
отр&зками ОГ и 00. 

$ 107. Мы видфли, что три пары точевьь а, а; 6 $; в, с’ опред 
ляють проэктивность двухЪ рядовъ, а четвертая, какая-нибудь, пара опре- 
дЪляетея изъ уравнения: 

6 ах __ ве аз’ 


55:5 
или: 
аз в’ 
= 8, 
9х ох ‹58) , 


гдЬ \ есть величина постоянная. Если в и $ суть двойных точки еий 
то мы выфемь 

ст’ 65. © 

Я ии Е: : | и 
т. е. ангармоническое отвошеше двухъ, какихъ-внбудь, соотвтственныхь 
точекъ съ двойнымя точками, есть величина постолнная. 


2 
№ 


(59) 


$ 108. Такова теоря проэктивности рядовъ точекъ расположенныхь 
ва прамыхь лишахь. Съ помощью свойствъ такихь радозь легко рёша- 
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ются задачи, которыя занимали уе древнихъ и считались трудными. Анпо- 
ловй посвятилъ имъ три сочиненя: „Бе весйопе дееттша а", „Бе зес- 
Фоще га от15“ и „Пе зееЧо зрай!“. Первую задачу онъ рышиль съ по- 
мощью 83-хъ предложевй, эторую съ помощью 181-го и третюю съ по- 
мощью 124-хъ. 

Задачи эти суть слёдующя. 

1. Даны ва прямой четыре точки, требуется найти пятую, такъ что- 
бы отвошеше нроизведеня разстоянй ел оть двухъ данвыхъ точекъ къ 
произведению разетоян!й отъ другихъ двухъ было величиною давною? 

2. Даны двЪ прямыя ОА и ОВ ин но нихь двф точкя А и В, черезь 
даввую точку р провести такъ прямую, чтобы она, пересфкаяеь съ ОДди ОВ 
въ тозкахь юн а, дела отрёзки Да и Ва, отвошене между которыми 
было бы данное №? 

3. На двухъ прямыхъь ОЛ и ОВ даны дв точки А и В, провести 
черезъ данную точку р прямую такъ, чтобы отрёзки 4а и Ва’, воторые 
она дфлаеть на данных прямыхъ, дали произведеше данной величины А? 

Читатель найдеть рышеня этихъ задачь въ главахь ХГУ и ХУ 60- 
чивеня Шаля 1). 


Ннволюця. 


$ 199. Когда два проэктивные ряда, расположенные на двухь пря- 
мых линНяхъ, переносятея на одну изъ нихъ, то есть замфчательное 1о- 
ложеше этихь раловъ, при которомъ ззавныя точки совпадають. Въ этоиъ 
случаВ проэктивноеть двухъ рядовф, ва одной прямой лини, носить на- 
зааше инволющи, 

Товорять, что радъ точекъ есть инволющонный. 

Посмотримь какую форму приметь уравнене проэктивности въ этомъ 
случа. 


Если изъ уравненя проэктивноети: 
Аз -- Ве-- ов -- р ==0 (60) 


опредёлимь главных точки 7 Г въ функши коэфищентовь, то ивйденъ, 
полаган, поелфдовательно, 2=Х 2==05, ине оо, Г: 


В 


6 
1=—0, 1-29 


2) Сйощез, Ттайб 4е обабе ворбенге. Рам, 1862, 11-8, 
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Изв этихъ выраженй звидимъ, что если точки Ги Г’ совпадут, то мы 
должны имфть В==0(, слфдоветельно уравнеше проэктивности (60) пря- 
метъ форму: 

Ат Ве) = 0 {61) 


Тавъ вавъ это уравнен!е симметрично относительно и, то пары со- 
отвфтетвенныхь точехъ, опредфляемыхь этимъ уравневемть, взаимно со- 
отвфтетвенны, т. е. онф м®няются ролями, когда одну изъ нихъ разсиа- 
тривать, какъ принадлежащую, то къ одному, то къ другому ряду. Если 
точка х принадлежить къ первому ряду, то соотвфтотвенная х’ находится 
30 второмь ряду, а евли точку х разоматриваль, какъ принадлежащую ко 
второму ряду, то х’ будеть находится въ первом ряду. Велфдотыи та- 
кого свойства раядъ точекъ быль названъ инволющоннымь. 

Уравнеше инволющюннахго ряда (61), выраженное въ отр®акахъ, от- 
ечитываеныхь оть извфотной точки а, получится изъ (52), полатая въ 
немъ в =аГ’==а0: 


ах .ах — в0 (ах -- ах) | ад .аа ==0. | (62) 


Точка 0, совнаденя тлавныхь точекь Ги Г, вазывается чнеолюшоннимь 
центром. СоотвЪфтотвенная ей точка, ваходится на безконечности. 'Изь вто1о 
ВИДИМЪ, ЧТО иНВОлЮЦЮННЫЙ рядъ точекъ отличается отъ проэктивнаго толь- 
ко относительнымь положешемъ проэвтивныхь рядовъ на одной прямой 
ниш. Сяёдовательно онъ имфеть такую же общность, какъ и ряды про- 
эктТивные. 


$ 110. Чтобы получить уравненя двойныхь точекъ инволющюннаго 
ряда, надобно положить въ уравненю (62) я-а, что даеть: 


ад — 280 .аа + а0.аа = 0 (63) 


если озналинъ двойныя точки через е и [, то ае и а{ будуть корни урав- 
невшя (63). Изъ свойствь квадратнаго уравнешя мы имфемь: 


ае--а. 
2 


280 =ае-- ар или а0= 


т. е. центрь инволющи находится на срединф разстоявя е/ двойныхъ то- 
чекъ. Эти точки мотуть быть дёйствительных, совиадаюля и мнимыя, 
смотря потому будеть-ли: 


20° — 20 .в4! == а0 (в0—') 00,6020 
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Еели соотвфтетвенныя точки а и а бужуть но одну сторону цеятра 0, то 
двойныя точки будуть дёйствительныя, если же д и а’ находятся по объ 
стороны 0, то двойныя точки инимыя, наконець двойныя точки совиа- 
дуть, если цеитръ будеть точка сама себф соотяфтетвующая, а 210 тогка 
случится, когда центръ 0 будеть самъ на безконечности, т, е. вогда ряды 
нодобны и соотвтотвенные отрзки раввы. Мы видфли (49), что: 


в.Га == оГ.аГ 


если рядъ бужеть инволющюнный, то 1=Г=0, сльдовательно уравнене 
сдфлается: 
0х.0% == Ов.0а’ 


если выфето точки а возъмемь двойную точку е, то уравнене сдфлается: 
Ох. д’ == 0 (64) 


Мы показали, что въ проэктивномь ряду мы имфемъ (59): 


ез ет _ 


вт А 


» есть величина постоянная; если рядъ инволющюнный, то положивъ 2==0, 
==, найдемъ: 
бе 
Аа 
07 
но 0е==0Щ—0[, слФдовательно »==--1; откуда видинь, что двф, кая 
нибудь, соотьфуственныя точки суть сопряжевно - гармоничесвя съ двой- 
ными точками инволющюннаго ряда. 


Проэктивный саязия. 


$ 111. Если черезъ точки О и 0’ проходать лучи, черезь первую 
4, В, С, з черезъ зторую А’ В’, С', то по данному четвертому лучу О, 
проходящему черезъ точку О, можно опреджлить четвертый лучь ИУ, про- 
ходящ черезъ точку О’ такъ, чтобы: 


зт (4,0). кА, В) _ 81 (4,0). зб’, р) (65) 
в: (В, С) вв (В.Р)  эт(В, С) ащ( В, Г’) 


т. е., чтобы ангармоничеекое отношене первой связни лучей было равно 
антарноническому отношенйо второй, 
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Такъ какъ четвертый лучъ ДР можеть быть ванть произвольно, а 0’ 
опредёляется по немь изъ уравнешя (65), то образуются, такимъ обра- 
зомъ, двф связки лучей, коихъ ангармоническя отношешя съ лучани 
А, В, Си А, В, С' равны. 

И равны вообще каве бы соотвфтственные лучи ни были взяты изъ 
свазокъ. 

Тавля двЪ связки называются ироэктиеными, лучи Аи А’, Ви В.,... 
называются соотоътетвенными. 

Изь этого видимъ, 970 проэктивных свяаки опредфляютсл тремя пз- 
рами соотвтетвениыхь лучей и выражаются уравненемъ: 


51(4,С) вт (А.Х) _ за (А, С) вв (А.Х) 
эт (В, 0) зв(ВХ) зщ (ВО) шв, Х) 


[о 


которое можно написать въ фори®: 


(67) 


гдф \ есть величина постоявная, 


Если бы лучи Ан В и соотвфтственные лучи А’и В’ были пер- 
пендикулярны, то предъидущее уравнеше будеть инбть форму: 


в(4.Х=\.щ(А,Х) {68) 


$ 112. Задача. Показать, что если въ двухъ проэктивныхь овязкахь 
два соотвфяслвенные луча совпадуть, то всё друе соотвтетвенные лучи 
пересфкутся на одной ирамой лини? 

Мы не станемъ резвивать свойства проэнтивныхъ связокъ, а излишень 
только уравновя, соотефтетвующуя ураввешянъ нроэктивныхь рядовъ, 

Уравнению (25) $ 96 соотвфтетвуоть (66). 

Уравнению (42) $ 102 соотв®тствуеть: 


51(4,Х) 50(4, 0), мп (С', Х) 58 (0.4) | 
зв (В, Х) ва (В, б) зв СВ’, Хх) в (В, 4) 


эт (А,Х) эт (С, ©) _ 
ре, О Рава, = 8) 


Если лучь А перпевдикулаяренъ къ В, а лучь 0’къ В', то это уравнене 
сдблается; 


ХХ вы, Х)=1 7 
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Уравнене соотвфтетвующее (46) $ 104: 


31(4,Х) эш(В’, Х) } хп (а, Зи зи (В, Х) | — 
й , 


э1(0,Х) ‘вр, Х) ' 2 за, Х) 


если лучи А и С, В' и В’ перпендикулярны, то уравненше будеть: 
Ех. ВВФ Ава Ху рв (в, Х)--=0 (12) 


$ 113. Если 06 прозктивных связки исходять изъ одной точки, то 
всегда есть лучи соотв\тетвенные сами себф,—эти лучи называются двой- 
ными. Еели эти лучи назовемъ через Е и Ё, то проэктивноеть можно 
нашиеать въ форм® (57): 


чи, Х _ (Е, Х) 


зт( И, Х) мщ(ЕХ) (13) 
Если это уравиене напишемь въ формЪ: 
ВСЕ, Х), ан(Е, Х) _) @9 


(Е Х` зв хХ) — 


то мы будемъ имфть предложене ($ 107): 
Апгармоническое отношеше двухъ, кахихт-нибудь, соотвътотвенныхь 
лучей съ двойными лучами ость величина постоянная, 
Если двойные лучи перпендикулярны, то уравнене (74) будеть 
имфть фориу: 
ШЕХ=А (Е Х) (75) 


$ 114. Еели въ уравнени (71), тлф лучи В’и 0’ вазты произволь- 
но, положимь, что они совнадають еъ хучеми Д и О и назовемъ черезъ 
Ти Г два луча, которые соотвётетвують въ первой и во второй связ 
одному и тому же лучу С, разсматриваемому, какъ прикадлежаний и пер- 
вой и второй связеЪ, то уравнене {71) приметь форну: 


зи(А,Х) 
(0, Х) 


* их) 


514), о (9 


полагая, поелфдовательно Х==Си Х==0, вайдемъ, соображансь съ ска- 
заннымь выше, значене коэффищентовь Хи р: 


вр „И 
> м ,Р) * в зт(@,Р). 
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Сл5довательно уравнеше (76) сдЪлаетея: 


81(А,Х) эт( А, х )_ зв(А,Г) (А.Х) (А, Г) кА, Хх), о" 
з(@, Х) ящб,Х) эщс, Г)'зи 0, Х) зб, ща, Хх) т ) 


чтобы опредфлить коэфищенте у положимъ въ уравиеши (77) Х-== А, 
то найдемъ: 


(4, Г) в (4, 4) 
— 10,0 30,0) 


Слфдовательно уравнеше (77), наконець, сдфлаетея: 


зи(А,Х), вс, Х) _ зи (4, Г) зщ(А,Х) _зи(4,Т) (А.Х), 
з1(0,Х) зв(С,Х) в (С, Г) за, Хх) (00) вх)" 


‚ заса, Г) за (4, 4) 
зщ, Л 30 (6, 4) 


=0. (78) 


Полагая Х==Х’, найдемъ уравнеше, опредЪляющее двойные лучи: 


| | Г, вы(а,Г)аща,х) , ча(А,Г) „ЭСА, А’) 


(С. вы, В) а, Ра.) Нацб 0 в.) о © 


Лучи Ди С выбраны произвольно, слёдовательно можно ихъ взять пер- 
пендикулярными, въ этомъ случа® уравнешя (78) и (19) сдЪлаютен: 


ВХ ах) в (а, Гав х—в (а, вах) + 
в (а, Т (А, 4) =0 (80) 


АХ [ии], вм д) =0 81) 
Если бы вифето А поставили лучь С, то въ предъилущихь уравнешнхь 
(80) и (31) надобно только изи®нить А на 0, & & на со. 


$115. Инволюцонная связка. Если проэктивность. будеть такого свой- 
ства, что лучи будуть ВЗаиМИО соотвьтетвенными, то тавая связка назы- 
заетея инвомомонной. 

Если лучи связки вздимно соотвётотвенны, то разсматривая луч С, 
какъ принадлежаний къ первой или второй связк®, соотвфтетвенный лучъ 
будеть Г, сльдовательно уравнешя проэктизноети (78) и (80) при Г=1 
сдлолтея: 


э(А,Х) в (А, Х)_ зи, Г)щ( А, „Ха (а, + 


51(6, Х) зв (0, №) зи (О, Ги, Х "вв (©, Хх) 
(А.Т) ‚5, 4’) _ 
ПОЕМ (#2) 


ах) ах нех) Неа ща, л)-=0 (83) 
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& уравненшя для двойныхъ лучей примуть форму: 


[о 81 (4,1) ви(л,Х) , виа, 0) ви(А, 4) о (849 
зи(С,Х) "зт(0, 7) що" ав (О.Г) я, 4) 


оф. аа р. щ ад) =0 (85) 


$ 116, Послф этой общей твори проэктивности и ея особенной фор- 
мы-инволющи, разсмотримъ эту посл®днюю, выраженную извфетною зави- 
симостью между тремя парами точекъ сопряженныхь по да. 

Мы видБли, что три пары точекъ вполнЪ опредфляютъ инволюцио 
ряда, если эти три пары такъ даны, что ангармоническое отношене че- 
тырехъ, произвольно выбранныхь, изъ трехь паръ точек, равно ангармо- 
чическому отноменщю четырехь имъ сопряженныхъ. 

Раземотримъ всесторонне связь между этими тремя парами точекъ 
опредзляющихь инволюци: . 

Пусть ана, фиб, сиг, будуть три сопряженных пары точен. 
Если онф опредфляють инволющю, то ($91) мы будемъ ямфть, наприм#ръ: 


(абеё’) = (вес) 
8 117. Предложене. Если три пары точекъ: 
у уе 
соетавляють инводющю, которая опредфляетея комбинащей: 
(афеё) = (вв) 


70 это уравнене будеть удовлетворено, векую бы ни выбрели вомбиванию 
четырехъ изъ шести точекъ. 

Доказательство. Положимъ что инволющия шести точеь а, @'; В, 5; 
с, 6 опредфлена сочеташемь: 


” (ав) == (56) (86) 
Мы говоримъ, что уравнене будеть имфть ифето, какое бы сочеташе ни 
взяли изь шести точекъ по четыре. 

1. Тавь вакь уравнеше (86) по условшо имфеть ифето, то ны ни%- 
енъ ($ 91}: 

(Сбеа) == (6) 

или: 
5е' 
фа’ 
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Если зъ этомь уравненши се и сс’ замфкимъ отрфзками а и а@’, 16 67. 
демъ имфть: 

аа ва Бе 

ва’ са’ 

ве в _ а с 


ааа а’ 
Это уравнеше показываеть равенство ангармоническихь отношенй: 
са и ава а 


2. Равенство ангармоническихь отношенй сочетанй (86) можно 
выразить и въ фори%: 
{еваЪ) == (са) 
или: 
са. ба „ба. ва! 
РМ 
которое можно написать въ форыЪ: 
‚ ва’ 
6% 


а въ этой форм® уравнеше выражаеть равенство ангарионическихь отно- 
шен! сочетанй а, К, с биа, Ве, сит. д. 

$ 118. Если три пары сопряженныхь точекь аиа, фи В, сие 
составляють инволющю, чо слфдующёя семь уравнешй имфють м%ето; и 
обратно, каждое изъ этих уравнешй выражаеть инволющю и заключаеть 
зъ себф остальныя шесть: 


. (87) 
са.са _ ва.еа 
6.0 66.65 
96.60 са’ = — 5 .5е.са 
а’. 6.в@ == — в... са 
(88) 


95.06. са' = —@ 5. .са 
05,6. ба’ = — а’. Ы'. ва 
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Каждое изъ этихъ уравневй можно написать зъ форм, выражающей ра- 
венство энгармоническихь отнотешй четырехъ точекъ, изь щести, четы- 
ремъ сопряженнымь. Это равенство нифетъ мвето, хакъ какъ, но условию, 
шесть точекъ составляють инволющию; елВдовательно предъидуния уравне- 
ща имвють мфето. 

$ 119. Обратно, каждое изъ этихъ уравнешй (87 и 88) выражаеть 
равенство автармоническихь отношенй, т, е. ннволющю шестк точекъ, 
слёдовалельно остальныя имфють также мЪето. `Гакъ, напримфрь, первое 
изъ уравневй (87) можно налисать въ двухъ формахь; 


206 ар а 4 аъ 
ве `ае аб’ ' а`ае 


первое выражаеть равенство ангармоническихь отношеюй сочетавя а, 6, 
св иа 6, с, а, а второе сочетая в, 56, виа, В, с, а. Второе 
изъ уравненй (88): 

а’. 6.га = — 26.66. ва 


вводя ипожитель аа’ вЪ обЪ части, можно написать въ форм; 


4 ва _ ва’ 64’ 
95° аб’’вы 


которое выражаеть равенство аятармоническихь отношенй сочетан а, 5, 
вена с, а. 

Введя множитель №" наше уравнеше иожво налисать в® форм вы- 
ражающей разенство ангарионическихь отношенй сочетанй а, $ с, И и 
в, с, В. 

Наконець, введя множитель сс’, уравнене можно написать въ форы%, 
выражающей равенство ангармоническихь откошеюй сочетанй а, 5, с, #' 
ив, Ве, с. 

$ 120. Опредълене. Еели одинъ изъ двухъ отрёзковъ находится 
частью на другомъ, а частью выВ, то мы будемъ говорить, что одинъ от- 
О8зоБЪ налееть на другой. 

$ 121. Предложена. Евли три отрЬзва па’, 5, сс’ соетавляють инво- 
лЮЩю, то если одинъ изъ отрЬзковъ налегаеть на другой, то онЪ нале- 
гаеть также и на трей. 

Доказательство. Пусть отрёзокъ аа’ налегаеть на В’, одна изъ то- 
чекь а или а’ будеть на , а другая вн 5, елфдовательно произведе- 
я 06.06’ и аЪ.а будуть имЪть противные знаки, & если эти произве- 
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хевя имфють противные знаки, то изъ перваго уравненя (87) видео, 
что и произведещя аё.ае’ иа'с'. ас имзють также противные зкаки, а это 
зоказывасть, что одна изъ точень 4 иди а’ находитея на отрзЕВ се’, т. с. 
что отрЬзовЪ аа’ налегаеть и на се’. Откуда слдуетъ, очевидно, что вели 
отрфвокъ не налегаеть на М’, то онъ не налегаеть и ва се’. 


$ 122. Даны четыре точки а, @, би Ф,, пятую точку с можно взять 
произвольно, а сопряженную ей ©’ опредфлить изъ уравненйй (87) и (88). 

Произвольный выборъ точки с даетъ два случая, въ которыхь инво- 
лющонная зависииость имфетъ мфето только между пятью точками: это 
когда точка с будеть взята на безконочности или когда она вовпадаеть 
50 своей сопряженной. 

8 123. Положимъ, что точка с находится ча безконечности, назовемъ 
черезь О сопраженяую ей точку ©, то (87) п (88) сдЪлаются: 


6. _а0 «0 _ 60 
95.в7` 00 ’ Фа.5& 00 ' 


Оа.0а’ = 0.08 


(89) 
0 аи 
№ № 
$ 124. Уравнеше: 
0а. ба = 05.0 


показываеть, что если точки а и а’ находатея съ одной стороны точь 
0, то и точки Фи $’ находятся также съ одной стороны, такъ какъ, въ 
этомъ случав, отрёзки Оа к Оа’ будуть имфть одинаковые знаки, а слё- 
довательно и отрёзвн Оф и ОБ должны имфть также одинаковые знави. 
Если точка О ваходится между точкамк 4 и в’, то, очевидно, что она 
должна находитея и между точками Би. Изь этого олфдуеть, что если 
отрёзки аа’и 55’ налегають одинъ ка другой, то точка О должна находится 
на общей обфимъ отрфзкамъ части, такъ какъ въ противиомъ случаЪ, т, е, 
если бы точка была виф отрёзковь ад’ и Ш’, одно изъ произведен 
было бы больше другаго. 


Навонець, если-бы два отр»зка были одичъ внф другаго, то точка О 
должна находится между отрёзками. Она не можеть находится на одномъ 
изъ отрёзковъ, потому что произведешя 0%. Оа’и 0.05 имфли-бы рав- 
личные знаки; она ие можеть находится вн» обонхь отрфаковъ, потои 
что одно изъ произведенй Оа. Ой’ и 0.05’ было-бы больше другахо. 
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$ 125. Двойныя точки. Положимь, что двЪ точки си 6’, составляю- 
пя инволющю съ двумя парами аа’ и 5’, вовыфщаются въ одиу, которую 
мы назовемъь двойною точкою инвомюцёну означимь эту точку черезъ е, то 
сень уравневй ($ 118} сводятся на слфдующия четыре: 


дав 
— те 
Фа. фей 
Бава — Бе 80) 
а’. ве. а= —@Ъ.Ме. еб 
в. Бе. == — 40.08 


Каждое изъ этихъ уравнешмй выражаеть, что точка е еоставляеть съ двумя 
парами точекь а, @ н В,’ инволющю, въ которой точка е есть сама себЪ 
сопряженная (фиг. 81). 


Фиг, 81. 
ь ваво } 


Положен!е точекъ имфющихь это свойство, опредляетея наждымъ 
изъ четырехъ уравненй (90), которыя, будучи второй степени, дають два 
лоложеня для точки е. Сл®довательно существуеть деф двойныя точки 
ииволющи. 


Означимь вторую изъ этихь точекъ через /, тогда мы будемъ имфть: 


сяфдовательно: 
де а ше 9“ (91) 


Знакъ — взять потому чо съ пожожительнымь знакомь точни ен { 
совнали-бы, что че имфеть м%ста. 
Точно также иифемь: 
и М 6) 
бе 5 
Уравненя (91) и (92) показывають, что отрёзви аа’ и 5’ точванн еи Г 


ЯБлятея гармонически, 
Ро 
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Такъ какъ двойныя точки опредфлаютея квадратнымъ уравненемъ, 
то онф могуть быть и мнимыя, что бываеть тогда, когда отрёзки аа’ и Ы' 
налетають одивъ на другой, у 

$ 126, Обратно, если дв точки е и / двлять гармонически въ одно 
врамя два отрфзка а4 и В’, то каждая изъ этихъ точекъ составляеть съ 
парами а, @ и Ъ,б, инволющию, въ которой она будеть сама себЪ сопря- 
женною. 

Въ самомъ дфлф, если точкм е и Г дфлять гармонически отрёзки 
аа’ и М), то мы имфемъ (6 95): 


1,1 
ева Гей 
откуда: 
1+ 
в 6 
или: 
или еще: 
отвуда: 


&8.Бе. ва’ = — а'\'.Ве. ва 


& это одно изъ уравненй (90) $ 195, слЪдовательно и т. д. 


8$ 127. Одна изъ двойныхъ точекъ можеть быть на безконечности. 


Пусть эта точка будеть е. ДЪлая это положене въ уравненяхь (90), 
вайдемъ: 


26.05’ = 68 
оф 
4=фа’ ; м 


въ. Га 


а вторая точка / будеть находится на срединф каждаго изъ отрёзковъ 
а и 9 ($ 35). 

$ 128. Предложене. Если три пары точекь а, а; В.Б; с.ё’ востав- 
ляють инвояющю, то четвертая пара 4, 4', составляющая инволюцю съ 
двумя первыми парами, составляеть инзолющю съ третьей парой и каж- 
дой изъ двухъ нервыхъ парь. 


Доказательство. Тавъ какъ тры перы точекъ составляють инволю- 
ЦО, то мы имфемъ, каприиёръ: 


(вс У) — (&6'55) 
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или: 
24.6 _ а’ 


або 


(93) 


=о по условю три пары точевъ а, и’; $, $; @, 4’ составляють инволюню, 
слБдовательно мы имвемь также: 


(«5') == (в'955) 
или: 
% 4 «5 ав 


5-6 69 


изъ уравнешй (93) и (94), найдемъ: 


вт 


`ай 66 `45 


а 310 показнваетъ, что ангарноническое отношене точекъ $, &, с, 4 равно 
‹ ангармоническому отношению точекь $, 5, с, 4’; слЪдовалельно три вары 
точекь 6, ©; с, ©; @, @ составляють ниволюцио, 
$ 129. Дентральная точна. Мы видфли $ 123, что ебли три пары 
точевъ: 
аа; 0; 0, © 


Составляють инволюдею, то: 
Оа.04 = 0.0 


Есди с, с есть третия пара, составляющая инволюцую съ двумя первыми 
парами а, д’ и ВХ, 19, по предъидущему предложению, мы также иифеиъ: 


0, ОБ’ == 0.06 


т.е. если три пары точекъ составляють инволющю, то всегда существуеть 
такая точка, коей произведене разотояьй отъ сопряженвыхь точек есть 
величина постоныиая, Эту точку называютъ центральною точкою иннолю- 
цы. Эта точка, какъ мы уже выше видфли, составляеть инволющю съ 
двумя, какими-нибудь, изъ трехъ паръ, имфл сопраженную точку на без- 
вонечности. 


$ 130. Обратно, еели три пары точекъ связаны условемъ: 
ба. да = 0.05 = 0.06 


то омЪф составляють ирволюцю, 
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ВЬ свмомъ дёлЬ, если точка ©’ съ пятью точками а, @; 9, иске 
составляла бы инволюци, то существовая бы хругая точек с’, которая с0- 
ставляла бы инволющию съ аа; В, К ис, т.е, мы имфли бы: 


Оа.Оа’ = 0.06’ 
сравнивая съ’ предъихущимъ, найден: 


0е. 0 == 06.0 
откуда: 
Ое = 0" 
елЖдовательно и т. д. 

$ 131. Предложене. Если на двухъ отрьзкахь аа’ и ©’ описаны 
два каке-нибудь круга, то ихъ общая хорда пройдеть всегда черезь цен- 
тральную точку 0. 

Доказательство. Пусть 9 будеть одна изъ точекъ ветрфчи этихъ 
двухъ окружностей, мы говоримъ, что прямая Оу пройдетъ и черезъ другую 
точку вотрфчи окружностей. Въ самомь дёлЬ, если черезь 9 и у’ озна. 
чииъ точки встрёчи окружностей съ 09, то мы будемъ им ть: 


09.09 =0а.0и и 09.07= 0.05 
но мы нифемъ: 
Оа. 08 = 0.05 


09 =09' 


откуда: 


т, е. точки 0’ и 9’ совпадають. 


Олъдетве 1. Изъ этого предложешя слфдуеть, что если на трехъ 
инволющонныхь отрёзкахь опишюмъ три овружности, проходящуя черезь 
одну и ту же точку, то эти три окружноети пройдуть ве и черезь вто- 
рую точку и ихь общая хордь пройдетьъ черезь центральную точку. 

Ольдстве 3. Окружности, описанных и трекъ инволющюнныхь 0т- 
рёзкахь, кавъ на даметрахь, вс три проходять черевъ двф однф и тё же 
точки. Въ самомъ двлВ, общйя хорды этихъ окружностей, ваятыя по двЪ, 
проходят веф три черезь центральную точку, а такъ вакъ онф периенди- 
вулярны къ прямой, соединяющей ихъ центры, то совпадають. 

$ 132. Точки переевчен{я окружностей могуть быть мнимыя, а эт 
инфеть ифето, когда отрзки не налегають одимъ на другой; въ этом 
случа товорять, что окружности инфють общую радикальную ось !). 


$ Сы. Ващенко-Захврченко, Элементарная Геометри, Кевь, 1888, #1-8, Си. стр. 188, 
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Если три окружности инфють общую радикальную ось, то касалель- 
БЫЯ, проведенныя мзъ центральной точки, къ тремъ окружностямъ равны. 

$ 133. Если три окружности, описапиыя на трехъ отрзкахь ао’, 
$, её, вакъ на маметрахъ, , переекаютсл, то прямыя, проведенныя изъ 
точки пересвченя окружностей въ концамь отрЪзковь, перпендикулярны. 

Откуда слфдуетъ, что если три отрЪзка, на прямой, составляют ин- 
волющю, то есть двф точни, д»йствительныя или инимыя, изъ которыхъ 
веЪ три отрзва видны нодъ прамымъ угломъ. 


Обратно; если прямой уголь вращается около своей вершины, то 
отр®зки, которые онъ дфлаеть своими сторонами, на закой-нибудь прямой 
составляють инволющю. 

$ 134. Возвратимся опять въ свойствамъ двойныхь точекъ инволю- 
ци. Пусть овф будуть е и р каждая изъ нихъ составляеть инволющю съ 
двумя парами в, @ и 6 изъ пяти точек, въ которой онф саии себ® 
сопряжены, Въ силу предложеня $ 116 эти точки инфють тоже свойство 
и относительно двужъ паръ $, Гис, с, слФдовательно онф дЁлатъ гар- 
монически въ одно время три отрзка да’, №’, её. Изь этого мы имфемъ 
сяздующее предложен; 

Предложен. Если три пары точекъ а, ©’; 6, И; с, @’ составяяють 
инволюцию, то существуеть пара точевъ, дЪйствительныхь или инимыхт, 
которыя дфлять гармонически три отрёзка аа’, 06’, се’. Мы выше видёли, 
что это суть двойныя точки. 

$ 135. Двойныя точки лежать по об сторовы целтральной точки. 

Въ самомь дфлф, точка с составляеть инволюцию съ двумя иврами 
точекь а, @ иЪ, Ь, слфдовательно: 

Оа.0а = 06.05 == 0е* 
тоЧиО тоже инфемъ в относительно точки 7, слфдовательно: 
де == 0/2, =—0/ 


Знавъ — взять потому что со знакомь -|-- точки е и / совыфотились бы. 
Изъ этого выдво, что точки е и [ лежать, одна съ одной, другая съ дру- 
той стороны точки О, на равноиь оть нея разстояни. 
'Уравнен: , 
06? == 0.04 
повазываеть, что точьи е и / будуть мнимыя, вели точка О будегь нахо- 
дитоя на отрфакахь аа’и Ы’, что бываеть, вогде отрави аа’ и №5’ вале- 
тають одинь на другой. Нанротивъ, точки е и /’ будуть дЬйствительныя, 
если одинъ отрфзокь завлючент въ другомъ или одинъ лежить вн друтаго, 
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$ 136. Предложене. Двойныя точки пиВОЛЮЩИ, которой принадле- 
жать ДВВ пары сопряженныхь точекъ @, а’; $, (' составляють инволющю 
изъ шести точекь съ двумя парами аи, @ и. 


Доказательство. Мы выше вилфли, что точки е и / даатъ гармони- 
чески взждый изъ отрёзковъ аа’ и В’ такъ, что мы имфемь: 


откуда 


а это показываетъь, что; 


(ваеГ) = (2) 


& изъ этого слдуеть, что три пары точекь аи, в ивр еси Г состав 
Лають инволюцю. 


Гармомическая сзязка. 


$ 137. Въ $ 93 мы видфли, что если черезь четыре точки а, 6, с, 4, 
находяцияен на одной прямой лини, проведеиъ прямыя линш, проходя- 
щы черезь одну точку О, лежащую виЪ прямой точевъ а, 6, в, 9, то мы 
имвемъ: 

ае $6 _ зи (да. 0е) вт(06.0е) 


ад: — п (ба. 0): зв 0.04) 9) 


Если точки а, 6, с, 9 будуть гармоничесыя, то и связка (0, афс@) будеть 
тармоническая и мы будемь имЪть: 


ае 6 _ 81 (08.06) вт (ОЪ. 06) 
@4`99 — 31 (0а. 09) 5 (0.04) 


1 (96) 


Изь уравненя: 
81 (0а. 06) вт(06.0е) _ 


зт(0а. 04) вв (0. < 6 


легко видфть, что если вопряженныя пряных Ос и 04 нерпендикулярвы, 
то вопряженныя пряныя Оа и 0 еоставляютъ разные углы съ 0. 

И обратно, прямая, дфлящая уголь между двума прямыми и прямая 
перпеидикулярная къ ней, составляють гармоническую связку. 

Легко также вндЪть, что если прямая Ос, проближаясь въ 0$, совиз- 
даеть съ нею, то и сопраженная ей прямая 0 будеть приближался 5Ъ 
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$ и совпадеть съ нею вифст® съ прамою 0е. Это видно изь свойства 
гармоническихь точекь а, 5, с, 9, черезь воторыя проходять праныя 
Оа, О, 0е, 04, 


Инволющюнная связка. 


$ 138. Шесть прямыхь линШ, проходящихь черезь одну точку и 
ловарво соприженныхь образують инвомощонную счязку, если ангармони- 
ческое отношене четырехъ прямыхъ лин, ззятыхъ изь трех паръ, равно 
ангармоническому отвошеню четырехъ имъ сопряженныхь прямыхъ. 

Очевидно ($ 137), что инволющюнная евязка переефкавтся всявою 
прямою въ шести точкахъ, ноторыя образують инволющюнный рялъ-и вс% 
свойства этого ряда, въ который ВХОДЯТЬ ТОЛЬКО ангармоничесв!а отвоще- 
я, распространяютсл и на связку прямыхъ. 

$ 139. Если шесть прямыхъ попарно сопраженныхь Ов и Ода’, Фи 
05, 0 и Ое навзовемъ просто нумерами Ти 1,2 и 2,3 и 3’, в углы 
между ними символами (1, Г’); (1, 2);....., то легко видёть изъ $ 93, 
что между синусажи нхъ угловь существуеть семь уравнешй иодобныхъ 
уравнен!ямъ (87) и (88) $ 118: 


зт (1, 2). вт СТ, 2') __ зщ (1, 2'). зи (р, 2) (т) 
зв (1, 3). зщ (1,3) вт“, 8’). зщ (Г, 8) 


зи (1, 2). за (2, 3) .внь(Г, 3') = -— за (Г, 2’). зв (2, 3') мат, 3) 


хаждое нзъ этихъ уравневй опред®ляеть инволюцио связки и заключаеть 
всф остальныя шесть, какъ слФдетые. 

$8 140. Двойнымь точхамъ инволюцюнваго ряда соотв®тствують двой- 
ные радёуеы связки, которые могутъ быть дЪйствительные или мнимые. 
Эти двойные радфусы составляють гармоническую связку съ каждой изрой 
сопряженныхь радёусовъь и составляютъ инволющонную связку ©ъ радб- 
сами Од и ОБ, Оа’ и 06. Но въ свизкЪ ифть радтуеа, соотвётетвующаго 
центральной точь ряде шести инволюцюнныхь точекъ. Отличительное 
свойство центральной точки есть то, что сопращенная ей точка находится 
на безконечности и исчезаеть изъ уравкенй инволющоняаго ряда, между 
тЬиъ какъ въ иннолющюнной связкВ вс редусы не изфють никакой 0со- 
бевности относительно другихь и ни одинъ не можеть ночезнуть изъ урав- 
ненй инволющи, 

$ 41. Предложене. Если въ инволющюнной связи два радруеа с0- 
отвЪтетненио пернендикулярны къ ихъ сопряженнымь радусамтъ, то и два 
друме сопряженные ращусы также пернендикуларны между собою. 
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Доказательство. Проведемъ сфкущую; пуеть а, @; 6, 8; е, е' будуть 
точки перевфчевя ея съ инволющонной связкой. По предъидущему эти 
три пары точекъ образують инзолющю, & слфдовательно окружности, опи- 
ванных на отрзкахь ад и’, какъ на даметрахь, проходятъ черезь вер- 
шину связки, такъ вокъ радусы Оа и 0а’, 0 и 05’, по условю, нерпех- 
дикудярны; слфдовательно окружность, описанная на отрзЕВ се’, какъ на 
маметрЪ, пройдеть также черезь точку 0, а слфдовательно радбусы 0 я 
0’ также перпендикулярны. Поэтому если три прямые угла имЪють общую 
вершину, то ихъ стороны или радусы образують инволюцюнную свазку, 

$ 142. Предложене. Если углы, которые два радёуса инволюшонной 
связки, составляють съ ихъ соприженными радусами имжють одну и туже 
равкодвлящую, то эта прямая будеть равнодфлящая и угла составляе- 
маго двумя сонряженными радтусаии. 

Доказательство. Углы а0а иЪОБ’, но условю, инють общую равно- 
дфляшую, требуется доказать, что она будеть равнодфлящею и угла 60. 
Мы выше видфли, что равнодлящая и периендикулярная въ ней прямая 
двлять углы в0а и 605’ гармонически, слёховательно это двойные ра- 
усы связки, а потому они дёлять гармонически и уголъ 00, но тажь 
какъ эти радусы перпевдикударны, то опи суть равнодёлящия одинъ угла 
е0е', а другой его дополнительнаго. 

Вь этой гдавв мы изложили геометрически основную часть геометрии, 
хоторую называють высшей леомепулей или проэктивной. Это послужить 
хъ болве яеному представлен т®хЪ аналитическихь изолёдован!й, которыя 
будуть составлять предметь слБдующей главы. Болышан часть изсл®дованй 
будеть относится къ свойствамъ настоящей главы, но съ аналитической 
точки зрёя. 


ГЛАВА Х. 
Ангармоня, гарионя, изложенныя аналитически. 


$ 143. Анармоня. Еели: 

@) А=0 и 4=0 0) <) 
суть уравненя двухъ точекъь или двухъ прамыхъ, то веякая другая точка 
(с), находящаяся на прямой (фиг. 82), проходящей черезъ точки (а) и @} 
или всякая другая прямая, проходящая черезь точку пересфченя пря“ 
мыхь (а) и (5), бухеть кыражаться уравнещемъ: 

А— №4 =0 (2) 
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Точки или иряныя (а), (6) мы будемъ называть основными или координат- 
ными, такъ какъ он служать основашемь для представлена уравнешями 


хругикь точекъ или прямыхь. 
Фиг. 89. 


а ПИ 


Если уравненя (а), (6) даны въ нормальной фори%, то значеше коэ- 
фищента \ для точекъ будеть ($8 76 и 77) 


ас Фиг, 83 > 
оф (3) . 
& для прямых: / | \ 
= ма, 3) 4. у 
зщ (2, 3) 4) 5) в) 6 


ебли символы (1, 3), (2, 3). будуть изображать углы между прямыми 1и3, 
Зи (фиг. 83). ^ 

$ 144. Принимая точви или прамыя (1) за основныя напишемъ урав- 
неня четырехь точекъ, находящихся на одной прямой лиши, или четы- 
рехъ ирямыхь, проходящихь черезь одну точеу. Уравненя эти будуть 
{фиг. 84); 

@ А=0 , 0) 44=0 , © АА.=0 , @ Абв =0 5) 
Значене коэфищентовь Хи, Фит. 84. 
веди это четыре точки, будеть: 

= —м 
$е ' 
СлЬховательно ангармоническое 
отномене четырехь точекъ (5) будеть: 
4, ве. 
%е° 9484 
Если же (5) будуть четыре прямых, 10 аягарыовическое отношене этой 
связки будеть: 


8 (1,3). эт (1, 4) 81,8). вл (2, 3) а ох @) 
50(2,3)°з1(@2,4) та,’ 500,4) р 


Изъ этого видимъ, что если четыре точкв или четыре прямых даны урав- 
венями въ форыь (5), 10 ихъ ангармоническое отномеше будеть отно- 


№ . 
мене »  пофищентовь, 
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$ 145. Но уравнен{я четырех точевъ или четырехъ прямыхъ не всегда 
бываютъ даны въ форм® (5), а часто овф даются въ формЪ: 
А—м4=0 , А №4: =0 
А—№4=0 ‚, А— №4 =0 
Вь этоиь случа выражен!е для ангармоническаго отнотеня тТочекъ или 


прямыхь находитея, приводя уравнен (8) къ форм зравнонй8 (5), ель 
дующинь образомъ: 


® 


А—4=А А—№4= 
опредфливъ изъ этихъ уравненй А, и 4. черезь Али Аз, выразимь и 
два послфдея изъ уравненй (8) черезъ эти величины. 
Это преобразоване даетъ елфдующёя уразненя: 


№4 
м 


А— А 
м—\№ 


А, = А:= 


дд, 2-5, 


№—№ 


ды мА, 


Сяфдовательно уравнеюя (8) сдЪлаются: 


— 
х Во, А \— нА, о (9) 


д ,— 


Эти уравнемя ихфють форму уравнен! (5), слдовательно ихь ангариони- 
ческое отвошене есть: 
м ‚№ 


=: с: 
м и м 


(10) 


Друмя выражешя для ангармоническаго отношен!я легко получить изъ 
этихъ, перен щешемъ индексовъ ири \. 


$ 146. Гармония. Если (5) есть рядъ гарноническихь точекъ или 
связка гармоническихь прямыхъ, то мы будемъ имЁть: 


и или = (11) 
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Сльдовательно уравнеяя четырехъ точевъ или гарионическихь прямыхь 
будуть: 


А ==0 , 4—0 , д.40 , Д-Р, 0 (12) 


Если уравнешя будуть даны въ форм (8), то ихъ гарноня выражается 
услонемъ: 


—№ №—№ 
а ив) 
отвуда: 
Ал — бы ыы = 0 9 


Пр. 1. Если въ уралнени (12) Х=1, то гарконвчесым точки нли прямыя 
будуть: 
А. =0 , 4, =0 ‚, 4, —4,=0 , 4. +4, =0 (15) 
Если (12) будуть уравнен!я четырехъ точекъ, то тармопичесяй точкн будуть: точки 
А, =0и 4, ==0, ихъ средниа А, 4: =би 4, — А: ==0 точка на безконечноети. 
Жели (12) будуть прямыя, то прякыя (15) будуть прямыя 4: =0, 4, =0 и 
равнодёлануя углы между ними 4, — А, =0Он 4, + 4, =0. 
Яр. 8. Уравнене (14) можеть служить для опредфлевя четвертой тармона- 
ческой хочкм пли иряной, если даны, наприи?ръ, три уразнешя точекь или пряных: 
4, —^,4, =0 , 4, —№4,=0 , 44 — №4, =0 


то № опредфанется изъ условмя (14): 
мы 5 
м — 2+ № 
сор довательно четвертая гарионическая гочво или прямая, будеть: 
бы — 2% м + № — 2-6 =0 


Пр. 3. Проведемъ прякую лянйо, воторая-бы пересёкла стороны уреугольвика, 
което вершины даны уравнешями: 
А =0 , 45=0 , 4, =0 16) 


№=— 


Уравнен{я зочекъ пересёчещи, проведенной прямой со сторопами треугольника, оче- 
видио, будуты 


А, 4, д, А, 4. _ А, 
21 — 0, то {и 
а, + % о, % + Г № & й 
Четвортыя гармоническ!я точки, точекъ (16) п вазждой изъ предъидущихь, будуть 
4, _ 4, А; _ 4, 4, ‚4, 
1-2 =0 24 =0 2 =0 18) 
РГ ° щ 4 + 9, ( 


3 эти уравненя показывають, что хв® первыя точьи (18) и послфдияя (17) находятся 
ха одной прямой лиш. 
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Есан проведенная прямзя пересфкаеть стороны треугольника внф шие, то урав- 
неня (17) будуть: 
4 №0 


2, _ № 0 4: _ 4, 
, 
в & в; 


а. оао 9) 


а точки гарыоничесым этимъ послфднимь будуть: 


ии 4. о ры 
а. =° ы а Ра, ы Ра 9 ый 
отвуда выведемь тоже заключен. 
р. 4. Ест: 


А, =0 , 4:=0 , 4&=0 
будуть уравненя сторонъ треугольника, то уравненя: 
д _ 4 4: _ 4 
21 3—0 2—2 
ав бы , [9 
будуть уравневя прямых, проходящихь черезъ вершины треутодьниий и перес%- 
зающихся въ одной точк$. 


Четвертыя тарионичесвя, каждой пар сторонъ и одной изк прямыхт (20), 
будуть 
А 4, 4) 4 4, 
2120 3—0 0 62) 
„+ а, , а. + а, , а. + с, {23) 
изъ этих уравнен!Я видимъ, что первыя хвф прямых (22) и посябдиля (21) пересф- 
ваютоя въ одной точек. 


Гармоничесим слейства полнаго четывеугольнииа. 
$ 147. Пусть: 
(1) 4=0 , ® 4=0, (3) &4=0 , (4 4=0 (9 


будуть уравнешя сторонъ четыреугольника 9бей (фиг. 85). Если соедияниъ 
виа би дис, то это будуть дагонали четыреутольника, который 
называется полниль. Проведемъ еще пряныя 09 и 0а. 


Фиг. 85. 


Прежде чфыъ хы изложинъ свой- 
ства этого четыреугольника, покА- 
жемь, что изъ четырехь уравяенй 
(23) ножно составить тождество; 

4, ве +45 8420 (24) 
тдВ , р у, 8 суть числовые возфи- 
центы, опредфленные извфстныиь 
образокъ. Нашишемь уравневня (23) зъ ихъ полиой форм, пусть их 
будуть: 


да у а ==0 , Аа Ру =0 


(25) 
Ария Ру ь=0 , А Ву и =0 
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Еели этк уравкеня сложимъ, помноживь на Х, р, у, 8, к отберемъ козфи- 
щенты при х, у, то найдем: 


(шара) НЫЕ Буа Нее са8)==0 (26) 


Если приравняемъ нулю коэфищенты: 
аз -- аа - аз» 048 =0 
Вы 8-0 
в { сд -Е сз -[ в48 = 0 


и изъ этихь уравненй опредфлимъ \, в, , 8, то уразвене (26) будеть 
удовлетворено произвольными значешями хи у, & слёдовательно оно 
будеть тождество (24). Такъ кавъ, помножая уравнене пряиой лини на 
вавой-нибудь числовой коэфищенть, пряман неизмвнаотся, то воэфи- 
щенты }, р, », & можно включить въ символы А:, А», Аз, А. и напи- 
сать тождество (24) въ формЪ: 


д +4 +4 + 4 =0 ет) 
$ 148. Замфтивъ это, возвратимся къ нашеиу четыреугольнику. Тож- 
дество (27) даеть слвдующя три тождества: 
А АЕ (4 А.) 
А А — (44 + 44) (28) 
А =— (4-4) 


Легко видёть, что прямая: 

А Ау =0 (29) 
проходя черезь точку переефченя (1) и (2), проходить и черезь точку 
пересфченя (3} и (4), такъ какъ этн уравнешя можно нвписать, въ силу 
нерваго изъ тождествъ (28), и въ форм%: 


Ав А. =0 


Слфдовахельно прямая, коей уравневе есть (29), будеть дагональ @4. 


Уравнеше прямой: 
т А— 4. =0 (30) 
можно написать въ форы®: 
А. — Аз == 4 + Аз— (4 43) 
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эта прямая проходить черезь точку пересфченя (1) и (2), что видно изъ 
формы первой чаети; она проходить черезъ лересчеше 9е и Ш, т. е, че- 
резъ точау О, волфдетви тождествъ (28), слдовалельно пряман (30) есть 04, 


Изъ этого видимъ, что уравнен!я связки да, 49, 90, 4, суть: 
А =0 , 4.=0 , 4—4=0 , 44,0 


что показываеть, что это гармокичеекая связка ($3 146). 


Точно также легко показать, что и связка ай, ас, а0, а есть га- 
мопическая. 

Если связка да, 44, 40, 4 тармоничеекая, то точки а, Ё, [, с, тавже 
тармоничеев!я, слЪдовательно и связка 06, ОТ, ОЁ и Оа гармоническая. 
Изь этого всего вядно, что и точки а, 9, В, В: В, е, с, @; 9, м, К, @ суть 
тармоническая. Откуда легко видЪть, что двф Магонали полнаго четыреу- 
тольниха дфлять третею гармонически. 


„Тёжъ же результатовь мы бы могли достигнуть, если бы уравнешя 
(23) представляли не етороны четыреугольника, & точки пересфченя его 
сторонъ. 

Съ помощью свойствъ полнаго четыреугольника легко построить, съ 
помощью только прямой, четвертую гарионическую точку къ тремъ дан- 
ныхъ или четвертую гармоничеекую прямую къ тремъ ханнымъ прямым. 

$ 149. Задача. На прямой даны три точки а, а’, В (фиг. 86); по- 
строить четвертую гархоническую, сопряженную точк» 5? 

Рьшене. Для этого черезъ произвольно взятую точву 0, виЁ пря- 
мой, проведемь прямыя Оа, 06, Оа’. На прямой Од’ возьмемь кажую-ни- 
будь точку е, проведемъ пряныя ое, $ н продолжимъ ихъ до ветрёчи съ 
04 и (0% въ точкахъ Ги 9, проведень прямую [9; эта прямая встрфчаеть, 
данную прямую въ искомой точЕВ $". 


Фит. 86. Легко видфть, изь этого построенёя, ЕакЪ 
‹ слфдуеть поетроить е’, если бы точки а, Би 
р были даны. 
Е Если бы были даны три пряиыя, прохо- 
днния черезь одну точку и требуется построить 
® “ 65 Ф чотверхую гармоническую, то слфдуеть дани7о 


связку пересВчь, кавою-нибудь, прямою я въ тремъ точкамъ переефченя 
построять четвертую тармоническую, каЕъ показано выше; соединивъ, 1о- 
строенную точку съ вершиною данной связки, получимъ искомую прямую. 


Задача. Показать гармоничесвя свойства полнаго чегыреугольниьа, если даны 
уравнешя трехъ его сторон: 


4.20, 440 , А, =0 
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8 четвертая сторона дана въ фориЪ: 
Аа, и, +44, =0 
т.е. выражена черезъ три данных стороны? 


Прознтивность я инголющея. 
$ 150. Прозктивность двухъ рядовъ точевъ можеть быть изложена 
въ боле общей фориЪ слВдующимъ образомъ. 
Путь 
АО, 4:=0 ; 4:=0 , 4550 (81). 


будуть уравнешя двухъ пафъ точекъ. Уравнен!:я точевъ на прамыхъ, иро- 
ходящихь черезъ каждую пару предъидущихь точекъ, будуть: 


А—А4=0 ; АА =0 (32) 
давая воевозможныя значешя Хи № мы будемь ихфть уравневя везхъ 
точекь на прямыхь (А1Аз} и (41 43). 

Чтобы каждой точ» на одной прямой соотвЪтетвовала одна, и только 
одна, точка на другой прямой необходимо, чтобы одинъ изЪ коэфищевтовъ, 
напримвръ », быль линейная функщя другаго Х. Но самая общая линей- 
ная фувкщия оть Х имфеть форму: 


Сльдовательно самая общая соотвЪтственность между точками на нрямнхъ 
(4,45) и (А.А) будеть дана уравненями: 


К: 
до; АА (88) 


Легко видёть, что эти два ряда проэвтивны. Въ самомъ дЪлЪ, возьмемъ, 
кавя-нибудь, четыре точки: 


А 4.=0 , 4 —№4:=0 , 4—№4:=0 ‚ 4 — №43 =0 


имъ соотвётетяенныя будугы 


‚ В , а 0 

де: 4ь-о , а 40, 
а В, ‚а ВА до 
4. 184 =, 4 ям 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРТЯ. 10 
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если положимъ: 


дай, Ща Ш 
МЫ, МА ВУ, ' 


то легко видЪть, что: 


т. е. ангармоническое отношенше четырехъ произвольно взятых точеЕъ 
изъ перваго ряда равно ангармоническому отношению четырехь соотвёт- 
ственныхь точекъ изъ вторато ряда, сяёдовательно два ряда (33) будуть 
проэктивны, 


$ 151. Ееля даны два проэктивные ряда: 


д—А&=0 , 41 4—0 (84) 


то, выбравъ, три совершенно произвольныя точки изъ перзаго ряда, на- 
приифръ: 
А—№4=0 , А—\№4.=0 , 4—4. =0 (35) 


мы ножемъ а, В, 1, 8 такъ опредфлить, что точкамъ (35} будуть соотвфт- 
отвовать совершенно произвольныя три точки со втораго ряда, наприм®рь: 


Аш =0 , АА =0 , Аз. =0 


для этого надобно только положить; 


а & Е, а № 
Та о та, м о аа № 


и изъ этихъ уравнешй опредфлить отношеня а, или проето поло- 
жить 5=1 и опредВлить а, В, т. 


8 152. Полагая въ уравнешяхь (33) \==1 мы будемь инфть: 
А— 43 ==0 з д“ д, 


изъ коихъ первое уравнене предетавляеть точку на безконечноети на 
прамой (41.4), а второе точку Г на (4..4). 
Полагая: 


ав 
1 
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мы будем имфть: 


изъ коихъ первое уравнене ееть точка Г на (А, А»), а второе есть точка 
на безконечности на прямой (4.45). Слёдовательно уравкешя главаыхкь 
точекъ двух проэктивныхь рядовъ (33) будуть: 


«1 ПЕНУ 
(т) Ав 4 о, Ал, уз 4—0 (Г). (36) 
Если: 
т = 
в! 
&«—1 а-- В 
то точка Г будеть на безконечности, но если В -Ь то ЕЕ, 


слждовательно и точка Г будеть также ва безнонечности, или ряды яо- 
добны ($ 98). 
$ 153. Если два проэктивные ряде имфють общ соотвфтетвенный 
элементь, напримфръ точку 4,==0, то уравневя прозктиввыхь рядовъ 
будуть 
А— 4-0 , АА =0 
вычитая эти уравнены, найдем: 


ХА —ВА)=0 
или: 
а — ВА =0 (81) 


8 это есть уравнен!е точки, лежащей на прамой, проходящей черегъь дв 
соотвЁтетвенныя точки, Но такъ кавъ это уравиеше иезависить отъ ^, то 
вс прамыя, проходяния черезь соотвфчетвениыя точки двухъ проэвтив- 
ныхъ рядовъ, пересфкаются въ одной точь (37), 

$ 154. Тлавныя точки. Еели прамыя совмбетимь и оба рада отне- 
семъ ЕЪ основнымъ ТОЧкЗМЪ; 


А=0 и 4=0 


то проэвтивные ряды на прямой (4,43) выразятся двумя уравиевяыи: 


дао, до 88) 


10* 
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Уравненя тлавныхь точекъ Ги Г, очевидно, будуть: 


фата и-о , доеА-о о 6 


$ 155. Двойныя точки. Если соотвфчетвенныя точки рядовъ (38) 
совпадають, то мы должны ииЪть: 


а-- А 
а ЬХ ых 
откуда: 
| а -- (и В) — в =0 (40) 


Это квадратное уравнене даеть для Х два значеня: 


иайдежь: __ _ 
МЕВНУЙ , \=--УЕ 


Слфдовательно уравнешя двойныхь точекъ будуть: 


4.—@-+ИЮ4=0 , 4—@—УВ А, =0 (41) 


$ 156, Если проэктивные радн’ будуть такъ совмЪщены, что тлав- 
ныя точки (39) совпадутъ ($109), то рядъ, канъ мы видвли, будеть инво- 
лющюниый. Чтобы точки (39) совнали необходимо имЪть: 


ие т ыы 
&—ь шЫ 


этому уравиешю можно дать слдующую форму: 


(м Е) —В-— а - Ь)=0 


откуда, иди; 
(&-РЬ)=0 
или: 
—ш=в— В 
нли еще: 


а--ь=а НЫ 
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второе и третье изъ этихь уравнен даютъ тотъ случай, когда главных 
точки совпадають на безконечности (8 158), т, е. когда ряды подобны, слё- 
довательно инволющюнный рядъ дается первымъ условмехь: 


в Нь=0 ия а =—& 


и выразится уравненяни: 


а— и 
а ЕВ 42 


А —АА,=0 , 4 0 (42) 
Легко провфрить, что соотвётственныя точки, представляеных этими урав- 
нешями, взаимно соотвфтетвенны,. Въ самомъ длЪ, если, какую-нибудь, 
точку втораго ряда, апр: 

в— мА 

а + и 


разематривать, какъ принадлежащую первому ряду, то ей соотвЪтетвен- 
чая точка втораго ряда будеть: 


& это показываеть, что эта точка находится въ первомъ ряду. 
$ 157. Отнесемъ проэктивные ряды; 


д-м=о , до (8) 


къ двойнымь точкамъ (40), для этого ноложинъ: 


4—@+УЮл=хХ , 4А—@—УЮ&-У 


Замфтимъ, что при совершенно произвольных значеняхь Х', ^’ мы имфемь 
тождество: 


Ш ак 
дол д 


если въ этомь тождествв положимь ==), \"==№, М и № суть ворни 
уравнен!я (40), то найдемъ: 


хм У 
4—4, =—м о 
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Слёдовательно уравнен!е: 
А, —\А, =0 
сдёлается: 


(мха) У=0 или Хуго (45) 


точно тавииъ же образомъ преобразуемъ уравнен!е: 


+8 
дел 9 
вы: а в 
г. &г 
(раку -муо 
откуда: 
{1 — мы © — вы) Х— {и —а\ + & им)» У=о 
или: ‚ ь й 
. ®—@м\ ув. и ‘т о 46 
ыы ыь аъ мы 


Такъ кань при) =: это уравнеше должно дать двойную точку Х -=0, в 
при \ ==» оно должно дать У=0, то мы должны имЪть: 


+ Иа = и + &—@\№ 9 (47) 


но легко видёть, что эти уравнешя суть вичто иное какъ уравнеше (40), 
написанное въ другой формЪ послЪ подетановленя въ него корней М и №; 
слвдовательно уравнене (46) можно написать въ форм: 


Слфховательно уравневшя проэктивныхъ рядовъ, отнесенных къ двойнымъ 
точкамъ, будуть; 


—\ =. ыыы Ш 
х ды 0 Хх ы В Ш х 0 (48) 


Изъ этихъ уравненй видимъ, что ангармоническое отношене двухъ с00т- 
вфтетвенныхь точекъ съ двойвыми точками есть величина постоянная ($ 107): 


—Мы 
ы— и # 
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Если эта величина равна --1, то уравневе (48) сдвлается; 


А ^— 
Аи У=0 , Ху у-о (56) 


х 


т. е. дв кавйя-нибудь соотвфтетвенных точки съ двойными точками вуть 
тармоничеевя, & это евойство привадлежить инволюцюнному ряду ($ 110). 
И въ самомъ дВл, мы. имфемъ: 


отвуда: 
2% = (м + №) = — а) 
Слдовательно и ==-— 6», а это услоще инволющи ($ 156), 
$ 158, Инволющонный центръ. Мы видФли, что инволюцонный цеятрь 
{$ 109) есть точка совпаденя главных» точекъ, и дёйствительно при уедо- 
ви № =— уравненя (39) главныхь точекъ тождественны, слёдова- 
тельно уравнене инволющюннаго центра будеть: 


м 4,0 (51) 


_ 
“и 


Очевидно, что уравнене ему соотвфтствующей точки есть; 
А; — А, ==0 


т, е. точка на безконечноети. 
$ 159. Легко показать, что центрь есть средина между двойными 
точками: 
44—@--УЮ4:=0 , 4—@—УЮ4, =0 62) 
для этого надобно только найти ууавяеве точки дфлящей разстояе 
между двойными точками (52) пополамъ, Уравнеше этой точки будеть (51). 


Задача. Даны хвз точки 4, =0, 4, =0 в двё друмя: 
А. — 4:0 , 4—4, =0 
Найти уравнене средины между этижи послфдаими? 


Отв. @—№м— м4, — 0—2.) 4, =0 


$ 160, Уревнешя двухъ прозктивиыхь рядовъь на одной прямой ли- 
ни могутъ быть всегда написаны въ форм: 


Е У 
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ангармоническое отношене этихь рядовъ есть й, & 
А=0 , 4:=0 
суть двойныя точки ряда. 

Точкь Х соотвёчетвуеть Ё\, а этой послёдией, если ее разсматриваль 
какъ принадлежащую первому ряду, соотвфтетвующая во второмъ раду 
есть Ё2\; если эту послёднюю опять разсматривать, какъ принадлежащую 
первому ряду, то ея соотвЪтственная во второмъ будеть 43); продолжая 
тавимъ образомъ получимь рядь точекъ: 


\, №, №),...... №, ВА (53) 


въ которомъ каждая точка соотвфтствуеть предъидущей. Если рядъ будеть 
такого свойства, что; 

МА=А 
то рядь замвнетея, т, е. возвращается въ начальную точку \, Такой радъ 
называется крую-проэктивнымь н-то порядка. Инволющюнный рядъ есть 
вруго-проэвтивный, втораго порядка, а подобный лервато. 


Въ инволющонномь рядЪ = — 1, слЖдовательно уравненя, пред- 
ставляющя такой радь будуть: 
Ж—\4=0 , 4424, 


или однимъ уравненемъ; 
А? — №, = , 4) 


Иниомющи точекъ. 


$ 161. Изложивъ ввалитически въ самой общей форм проэктиз- 
ность и инволющю, мы теперь изложимъ ннволющю аналитически въ па- 
раллель съ 8$ 143—149. 


Если шесть точекъ по-нарно сопряженныхь виа’, Вий, сис, 
коихъ уравненя суть: 


@а=о, 4 —44.=0 , Од 
(и) А)=0 , 6) 4—4: =0 , (6) 4—0 


(55) 


находятся въ такой зависимости, что ангармоническое отвошеню четы- 
рехъ, произвольно выбранныхь, изъ шести точекь, равно ангармоничес- 
кому отношению четырехь сопряженныхь точекъ ($ 116), то говорятъ, что 
шесть точекъ составляють инволющониый рядъ, Выберемъ, заприхфрь 
изъ (55), слёдуюния четыре точки а, а’, бис: 


@ 4=0, @) 4,=0, ©) д—№4 0, ©) 4-4 о (660) 
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Если рядъ точекъ (55) составляеть инволюцию, то ангармоническое отно- 


й х 
вене (56) и’ должно быть равно антармоническому отношеню а’, а, $, с: 


(и) Аз=0, (@) 4 =0, 6) 4—14,=0, @ А —в4,=0 (51) 
Эти уравнешя можно написать въ форм; 


@) 4-0, Фд-0, 04-40, 4-40 69) 


ангармоническое отношене этихъ точекъ будеть: 


ли ХХ ре (59) 


Если примемь въ соображеше геометрическое значене коэфищевтовь 
Х, Х, шиы, то найдемъ: 


ф 


— 8 ие ‚6 
5 › о о Ка 

откуда (59) сдблается: 
а ой ве 
аа  ас'ае 

или: 
9.5 _а%.0 (69) 
26.08’ @0'.@6 

& это первое изъ условй (87) $ 118 инволющи. 

Если положимъ: 
то данныя уравненшя (55) сдЪлаются: 
(@ 4=0, (6) 4 —\4,=0 , (©) 4—4, —0 в 


В 


(@) 4—0, 6) 4—4 =0 , (#) 4 — у А,=9 
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такую форму имъють уравнемя шести инволюцщонныхь точекъ, если да 
изъ нихь (а) и (а) принаты за основных. Изь этихъ уравнен!й легко 
вилфть, что какую бы мы не взяли вомбивац!ю четырехь точекъ изъ шести, 
всегда условше (59) инволющи будетъ удовлетворено. ° 


Возьменъ, напримфръ, такую комбинацию: 
(@) 4 =0, (2) 4=0, (6) 4, —^44=0, (©) &—№4=0 


уравненя сопряженныхь этой комбиныаи точекъ, будуть: 


1 , 3 
(@) Дао, @) 4 =0, $) 4—4 =0, (6) 4 — 


. р 1 
Очевидио, что антармоническое отношеве обфихь систем" будетъ +. 


Изь шести точекъ, пять можно взять произвольно, а шестую опре- 
двлить изъ условя (59) м мы будемъ имфть шесть инволющюнныхь т0- 
чекъ. 

$ 162, Нредаоженще. Если три пары точекъ составляютъ инволющю, 
то всегда можно иайтя четвертую вару точекъ, хЪйствительную или мни- 
мую, которая будетъ сопраженио гармоническою каждой изъ трехъ дав- 
иыхъ изволюцюнныхь паръ. 

Доказательство. Если три пары точевъ соетавляють ниволюцую, то 
форма ихь уравненй будеть: 


(@) А=о , 6) 4—^4=0 , ©) 4—4 =0 


(62) 
60 щ=о , ® 4-0, ® Ад 
Пусть уравнея искомой пары будуть: 
А-а =0 , Ао: =0 (63) 


Форма этихъ уравнеий потому такая, что эти точки должны быть сопря- 
жеино гармоничесвя точкамъ (а) и (). Но эта пара должна быть гармо- 


иична и изрё; 
Аб. =0 , 4—4 =0 (64) 


слдовательно мы должны нифть ($ 146): 


рр ОВО 
Ар Ур бб а-+Я 


ЗА =20? или р=Х {65) 


1 


откуда: 


ГЛАВА Х,—АНРАРМОНИЯ, ГАРМОНЫЯ, ИЗЛОЖЕННЫЯ АНАЛИТИЧЕСКИ, 155 


откуда: __ 
= И (66) 


Слёдоважельно искомая пара будеть: 
д—У№Ж 4, =0 , АИ, =0 (61) 


Легко убфдиться, что эта пара гармонична и нослёдней данной парф. Эти 
точки будуть дфйствительныя или ннимыя, смотря потому, будутъ-ли Х и 
\ ииъть одинаковые знаки или разные. . 

$ 168. Нредложеще. Если три пары точекъ такъ связаны между с0- 
бою, что каждая изъ ларъ есть сопряженно гармоническая четвертой парф, 
то три данныя пары составляють инволющю (Обратное). 

Доказательство. Возьмемъ 38 оеновную нару, ту, которая сопряженно 
гарновична тремъ давнымъ; пусть эта пара будеть; 


До, 450 


то уравнежя трехъ данныхь перъ будуть: 


АА =0 , АА, =0 , Д— 4 =0 
(68) 
А-а =0 , А-р4,=0 , ду, =0 


Чтобы показать, что эти три пары точекъ составляютъ инволюдию, возьмемь 
за основную пару: 


ААА, 4-4 == 4% 


тогда данныя пары (68) сд®лаются: 


— Ар 
Ж=0, 4 А: и Ао ‚м хр 43 9 

(69) 
, И ХНУ 
А =0 , 4, х ро ‚ 41 —, 43 о 


Изъ формы этихъ уравиен!й видно, что услоше инволющи (59) удовяе- 
творено. 


$ 164, Мы выше видфли, что пара точекъ: 


<. д-Ий4,=0 , (() АИ А, =0 (10) 
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есть сопряженио гармоническая тремъ слфдующимъ парамъ точекъ въ ии- 
волющи: 


() А-0 , © 4—4=0 , @ АЙ =0 


1) 
х 
@) 20, 6) деи но , © А-р о 


Легко видЪть, что важдая изъ точекъ (70) будеть составлять инволющю 
еъ двумя парами изъ (11), имЪя саму себя сопряженною, Въ самом да», 
возьмемь уравиен1я: 


(@ =, @® АА -0 , @ А ИЖА,=0 р 
12 


(@) д=0 , 6) 4—№4,=0 , @ А-И№=0 
услоше инволющы будеть (8 161, 59): 
Ж=УИМИХ 
сяфдовательно удовлетворено, 


Поэтому точки (е) и ({) называють двойными точками инволющон- 
наго ряда. 

Одна изъ двойныхь точекъ можеть быть на безконечности; для этого 
необходимо имфть № ==1, что даеть А) — Аа =0 и 4 + А. =0, т.е. 
другая двойная точка будеть средина точек в и в’, 

Уравнен!я двойныхъ точекъ {е} и ({)} {70) можно получить, едфлавъ 


въ поелЪдней пар уравненЕй (71) № = или д? = ‚откуда й = =иИ о . 


Подставляя вифето # его зыражешя въ посябднюю пару (71), найдемъ 
уравненя двойныхь точекъ (в) и (Г), 


Хвойныя точки (6) и ({) составляютъ инволюцю съ точками (а) и ($), 
(@) и (5) ззятыми какъ сопряженные изъ трехъ ииволюцюнныхь парь 
дна, фир, сис, т. е. три лары точекь: 


@ Ао, @) &4=0 , ®а-ИМА 0 
(13) 


(0 4 —№4,=0 , © 4—^4,=0, (1) 4 +УЖ=0 
составляють инволющониый рядь ($ 161); 


Легко видфть, что: 
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или: 
—_ 4%, ав’ 


> ава — 
& это суть формулы (5 195). 
$ 165. Положимъ теперь, что одна изъ точекь инволющюннаго ряда: 


к 


&@ д =0 , ФА, =0 , @ А— ВА, -=0 
х 
й 


(14) 


(4) 4=0 , 6) 4—4=0 , (4—4, ==0 


напринфрь точка (с), находится на безконечности, въ этомь случа, мы 
должны положить #А==1 ($ 82); въ этомь предноложени сопряженная 
точка (6'} будетъ: 
(0) А—мМА=0 (75) ^ 
СлЁдовательно инволюцщюнный рядъ будеть: 
@ А=0 , @ 4—0 , (5) А — 4 =0 
(2) 4,=0 , ©) 4-0 , (О АА -=о 


Изъ уравнены (0) будемъ ны№ть ($ 123, 89): 


Тавкь вакъ двойныя точки (е) и (Г) суть гармонично сопраженныя съ 
точками ($ 162): 


(©) А — 4 =0 , (0) А —№ 4 =0 
то точка (0) находится по срединв отр®зка г. 
Точка (0), какъ мы уже выше звидфли ($3 129), вазываетея инволю- 
чйоннымь центромь ряда точекь, Если положимъ; 


=" 


то уравнене центра сдёлаетея: 
А, — РА, =0 


Еели къ двойнымь точиамъ е и { инволющюнивго рада (74} буденъ строить 
безчислемное множество парь точекь гармовичесви сопряженныхь, то 
иолучимь беаконечный рядь точек, по-парно сопряженныхъ, каждыя три 
пары изъ котораго, произвольно выбранных, составляють инволющю. 18- 
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мя пары мы получимъ, давая въ рядф (74) коэфищенту & воевозможныя 
величины оть — со до -- со, Если коэфищенты сопряженвыхЪ паръ будуть 
Хи, Вим, унУ...., то мы будемь имфть: 


ХМ Е щи = ,,..... 
$ 166. Задача. Даны двЁ пары точекъ; 
А—№4.=0 , А— №4 =0 
4 —м4=0 , 4 —шм=0 


найти третюю пару, которая была бы сопраженно гармоническая каждой 
изь данныхь парь? 
Ризщеме. Пусть искомал пара будеть: 


АА —Х4=0 , Ар =0 
Шели эта нара гармоничиа первой пар», то мы имфемъ ($ 146); 

ЖА ЕО ЮЬы =0 
ио она гармонична, по условю, и второй парВ, слЁдовательно: 

№ но 
Эти два уравнешя лииейны относительно неизвветныхь Хр и \-- ры, 61- 
доваледьно ихъ можно опредёлить; пусть будетъ: 

р 
то Х ив будуть кория квадратнаго уравненя; 
2 — ва а =0 


Слфдоватольно искомыя точки будуть дйствительныя или иннмыя. 
$ 167. Задача, Найти услоше инволющи трехъь данныхь парь то- 
чекъ: 
(2) 1 — М4 =0 , 4 —№4=0 , @ 4—4, =0 
(16) 
(@) А—м4:=0 , (0) 41 — 4 =0 , (0) 4—4 =0 
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Рьшене. Мы видфли ($ 134), что если три пары точекъ составляють 
хиволюцию, то есть четвертая пара, сопраженно гармоническая каждой 
изъ данныхь паръ, поэтому если эта послёдняя пара будеть: 


® 4—4: =0 , (() А—рА,=0 


то мы будемь имЪть: 


мы 0 


1 
№ 203 и) Е мы =0 


0+ нь 0 
Эти три уравнен1я, линейныя относительно Ар и -|- р, должны быть сов- 
ифстяо уховлетворены значеняни Фр, и ^-- в, поэтому мы должны ныть: 
И, мы, мы 
О В (т) 
ь ‚№ ,‚ № 


Это усломе инролющи между тремя парами точекъ, 


Если разверненъ предъидущий опредфлитель, то найдем: 


9 — в) 0 — №) 03 — ш) + и — №) @—№) (—м)=0 (18) 


Если примемь въ соображеше геометрическое значеше коэфищентовь 
№, № №: м, а, Ва и тождество 8 89, то найдемъ, что это уравненю 
есть первое изъ условш (88) $ 118 инволющи, а именко; 


0’. 60’, с == — 06 .0с са 


$ 168. Предложене, ФВеякая правая пересфкаеть три пары ипря- 
мыхь лин, проходящихь черезъ четыре точки, въ мести точкахь, с0- 
ставлающихь инволющонный рядъ. 

Доказательство. Пусть уравиешя четырехъ точекъ будуть: 


А =0 , 4;=0 , 4:20 , А, =0 (79) 


Пубть д, 0, @, а, будуть чиеловыя значеня выражений (79), вогла вЪ 
чихъ подотавинъ координаты сЪкущей. 
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„ Уравнешя точекь переефченя сторонь и Матоналей съ сфкущею, 
очевидно, будуть; 


4 4 ) 44 
(а) а щ= о, (4) РА о 
Аз 44 [9 4: _ А =0 
Фо, Фи (80) 
45 44 _ „4 №0 
© [ИР УВ 9’, © а 4 , 
Положинъ: 
Аг _ 44 41 4 4 _ 43 Аз 4 Аз 
р я ХХ в’ Г у 


Х, ви у суть множители, которые дають уравнешямъ (а), (6), (с) канони- 
ческую форму: 
28 Нуч-1=0 


Тавииъ образомъ уравнешя (80) сдфлаются: 


(® 4.=0 , 4, =0 , © 4: =0 


д 45 _ 43 о 434 } д 41 48 о 
ооо, в) Я, Фе 
откуда: 
им у _ 6 Ха 
а И вы 


перемножан, найдемъ: 


(81) 


& это первое изъ уелоый (88) $ 118 ичволющи. 

$ 169. На основани этого свойетва полнаго четыреугольника можно 
рашить слздующую задачу: 

Задача. По двянымъ пяти точкамъ, на одной прямой лини, изъ 
трехъ поръ, составляющихь инводющю, построить шестую точку? 

Фиг. 87. Ришене. Пусть данныя пять 
точекъ будуть а ма, Ви Вс 
(фиг. 87). 

Черезь три точки с, 6,2’, да 

ной прямой АВ проведемъ, кавм- 

 ^ нибудь, три прямыя лиши, который 
бы образовали треугольникъ 128. Проведенъ прямыя За и 25, соедя- 


ТЛАВА Х.--АНГАРМОН, ГАРМОН1Я, ИЗЛОЖЕННЫЯ АБАЛИТИЧЕСКИ, 161 


нимъ точку ихъ перефчешя 0 прямою въ точкою 1: прямая 01 ветрф- 
титъ данную АБ въ искомой точкВ с. Это построене дало четыреуголь- 
никъ 0123, въ которомъ давная прямая АВ пересЪьла четыре стороны 
и дв% даговали, а по $ 168 шесть точекъ поресфченя составляють инво- 
лющюнный рядъ. Построеше шеетой инволющюнной точки, по пяти дан- 
зыиъ, какъ видимъ, дВлается только еъ помощью прямой лиши, 


Инволниуонная связьа. 


$ 170. Если: 


суть уравневя двухь прямыхь въ пормальной форм», то уравнен!я: 


(8) 4—0, ® 4—4=0 , © 4—0 
(82) 


(«) 44=0 , 6) А—Х=0 , (©) 4-0 


будуть прамыя, проходящия черезь точку пересВченя (а) и (2). Вс» пред- 
дожевя отноеительно инволющюнныхь свойетвь (82) связки получаютея 
весьма просто изъ свойств инволющоннаго. ряда точекъ, если ©4080 зночка 
замЪнить еловомь ярямая во вофхь предложешщяхъ относительно точевъ, и 
евжи вмфето \, Х, ри в’ поставимъ ихъ геометричеекя значеня: 


_ 8 (@, 5) ‚ „. (а, 5) „— Мпа ‚— 8 (а, 2) 
#1 (9.6) ’ 81 (2.5) ’ № ща ’ # ща.) 
тдВ 4,6; а,с;..... озвачають углы между прямыми аи, аисит. д, 


Принимая во вниман!е это геометрическое значене коэфищентовь 
мы будемъ имфть слёдующе результаты: 

1. Услове инволющми связки (82) будеть (59, $ 161). 

2. Въ силу чего уравненя инволющонной связки будуть имЪть 
форму (61, $ 161), 

3. Двойные лучи будуть выражены уравнешями (67, $ 162). 

4. О лучакъ на безконечности не можеть быть и рёчи, & соотвёт- 
ственные лучи ($ 165) центру и точкв на безконечности будуть (73); 


А— 4-0 , А, =0 
5, Если въ двойныхь лучахь будемъ имфть №'==1, то лучи будуть: 


д—4=0 , А+, =0 


АНАЖНТИЧЕСКАЯ ТЕОМНТУТН. п 
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это ноказываеть, чго эти лучи дьлять углы между примыми (4) и (2) по- 
поламъ, а инволющонная связка будетъ: 


(@) А=о , ©) 4—^42=0 , @ 4—4=0 


(0) Да=о , ©) 4—0 , 4) А-- 4 = 


форма второй пары показываеть (8 81, пр. 3), что лучъ ($) дЪлаетъ съ 
лучемъ (а) тахой уголь, какой лучъ (6) дблаеть съ лучемь (а). 

6. Уравнене (77) будеть услове инволюди связки, инфющей фор- 
му (176). 

$ 171. Заключимь свойства инволющонной связки слфдующими двуня 
замфчательными предложенями: 

Предложене. Если вершины, какого-нибудь, треугольника соединииь 
прямыми линями съ произвольно взлтою точкою въ плоскости треуголь- 
ника, то стороны треугольника и проведенвыя прямыя находятся въ ин- 
золющонной зависимости, т, е. прямыя ироведенныя, ‘черезъ кавую- 
нибудь, точку параллельно сторопамъ треугольника и проведеннымъ пря- 
мымъ, составляють инволюцюнную связку, 

Доказательство. Пусть уравнешя сторонъ треугольника и проведен- 
ныхЪь черезъ одну точку ливй будуть: 


Ффла-о , 04,=0 , © 4=0 


43 4—0 


рано, фо, Яо 


Изь геометрическаго значеня коэфищентовъ ^, р, у будемъ имфть: 


Х т (аа) и _ 315) У _—_ 31 (6,6) 


и 3109) ’о› 3005) °в 3,0) 
перемножая, найдемъ: 


зп (а, 4!) „50 (6,6!) „зи (с, с') 
зт ($, 0’). 5 (е,') зщ (а, 6) 


Изь этого выражешы, соотвтетвующаго выражено (81), видиит, 
что стороны треугольника и три проведенныя прямыя иаходятся въ иЕ- 
воЛЮЩЮнной зависимости, т, е. соетавляють углы между собою, которые 
удовлетворяють инволющонной зависимости. СлАдовательно, если черезъ, 
вавую-нибудь, точку проведежь прямыя, параллельно сторонажь треуголь- 
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пика и проведенвымь прямымъ къ вершиламъ, то получимъ инволюл/- 
очную связку. “ 

Это свойство треугольника даеть возможность ршить слфдующую 
задачу. 

Задача, По даннымъ пяти прямымь язь трехъ паръ въ инволющи, 
зроходящихь черезъ одну точку, провести шестую? 

ЗРьшене. Пуеть данных пары будуть Оа, Оа’, 0, ОБ, 0; требуется 
построить Ос. Ироведемь, какую-нибудь, прямую лин 11, Точки пере- 
сфченя этой лини ©ъ прямыми Ош и 0 Фит. 88, 
соединимъ съ произволино звзятою точкою 
на прямой 0 (фиг. 88), Эти прямыя будуть 
23 и 33. Соединимъ точки пересфчевя 22 
и 04, 33 и 0а прямою 4, то прямая Аи 
11 переефкутел въ точЕё, находящейся на 
искомой прямой, Сл®довательно, соединивъ 
эту точку съ О, найдемъ искомую шестую 
прямую. 


Предаоженше. Если шееть вершичь четыреугольника соедининъ съ 
каною-нибудь, точкою взатою въ его, плоскости, то шесть прямыхъ будуть 
составлять инволющюнвую связку. 


Доказательство. Пусть уравненя сторонъ четыреугольника будуть: 


АО , 4,=0 , 4=0 , 4, =0 


Если, теперь, са, аз, ав, а; будуть числовыя значення предъидущихь урав- 
ненй, когла въ вихъ подставимъ координаты взятой точки, то уравненя 
пести прямыхь будуть: 


4 44 о, 4 4 о, 4 4 0 
а а аа а @3 @ 
42 _ Аз =0 , 4 А о, 4 _ 4 0 
и в @ а а 


Пусть ^, в, », будуть множители, дающее нормальную форму лервымъ 
тремъ уравневямъ: 


д_д_А № А_В 4 4_6 


& Сл ^^’ и ов в &щ 


164 ГЛАВА ХЕ, ГБОМЕТРИЧЕСКОЕ ЗНАЧЕНИЕ ОДНОГОДНЫХ УРАВНЕНИЙ. 


Сльдовательно предъидущ!я уравненя едфлаются: 


(а) д=0 , ®@В=о , &6=0 


Ре: нс 4_ „А _ 
(@) У ‚ в у =0, © 5 


А_В_, 
ыы 
о: 
и _ 3 (6,4) У __ 81 (6,6) Х и (а) 


у ис) °^ (5) °в 60 
откуда, перемноживъ: 
зт ($, а’). мп (с, 6), зт (а, 6) _ 


Эт (е, а). ва (а,6). 916,0) > 


а это показываеть, что шесть прямыхъ составляють инволющюнную свазву. 


Рьшеть при помощи свойствъ проэкчивныхь рядовь и евязокь задачи $ 84, 
прим. 13, 14, 26, 16, 17, 18, 19, ит. д. до 26 вкаючитезьно, и задачи $ 85, прим. 
2,345, 6,7. . 


ГЛАВА Х1. 
Геометрическое значене однородвыхъ уравнений, 


$ 172. Если: 
А=0 , 4.=0 (1) 


суть уравненя двухъ прямыхъ въ нормальной фориЪ, то уравнене: 

А, —^4: =0 (2) 
представяяеть прямую, проходящую черезъ точеу нересфченя прямых (1). 
Числовое значене 4;, А, и ^ въ уравнени (2) было объяснено выше. 


Если обратииъ внимаше ва форму уравненя (2), то увидимъ, что 
оно ничфыь не отличается отъь обыкновеннаго уравневя въ декартовыхь 


координатахь: 
#—мМ=0 (3) 


прямой, проходящей черезъ начало координатъ, т, е, черезь точку пере- 


еВчея прамыхть: 


разница завлючается въ томъ, что въ уравнеши (3} координаты точки из 
прямой проводятся параллельно осямъ, а въ уравнени {2} А, и Аз суть пер- 
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пендикулярны, опущенные на прямыя (1) изъ точекъ прямой (2), как бы. 
нибыли накловены между собою прямыя (1), Но такъ кашъ эти перпен- 
дикуляры пропорщоналены прямымъ, параллельнымь коорлинатамъ, то 
уравнения (2) и (8) че ииЪють между собою разницы-—параллельныя мо- 
туть быть замены периендикулярани в, обратно, звачеше уравненй 
(2) и (3) веизмвняетея. 


ДЪло только въ томъ, что въ уравнены (3): 
4=0 ‚, у=0 

суть сами координатныя оси, а въ уравнени (2): 
А =0 , 4:= 


суть прямыя отнесенныя къ координатам Декарта, и если эти прямых 
принять за координатныя оси, то уравнеше (2) будетъ тождественно съ 
уравненемь (3). 

Если вифото ^ напишемь отношене и: —0, то уравнеше 42) ири- 
метъ форму: . 

во ау ==0 (4) 

значеше отношешя было показано въ $ 79. 

$ 173. Если уравнешя (1) представляютъ точки въ нормальной 
формЪ, то уравиене (2) будеть представлять точку ина прямой, прохо- 
дящей черезъ точки (1). Числовое значее 4,, Аз и Х въ уравнении (2) 
было объяснено въ $ 82: 

Если отношене Х дано, то дано и положеше точки (2) на ирямой 
(4; 4,). Въ самомъ дёль, означимь разстояне между точками (1) черезъ 
&, через ри а разстолн!е точки (2) оть точекъ А, =0, 4—0, то со- 
ображазсь съ значешемъ Х, найдемь: 


в-9=й ‚ р=й 


откуда рри а будуть опред®левы, 

Если теперь оставимъ въ сторон координаты Дехарта, въ которыхъ 
зыражено уравнене (2), а перпендивуляры А; и 4», опущенные изъ то- 
чекъ (1) на прямую (2), означимъ черезъ хи у, то уравнеше (2) приметь 
форму: 

ре чу=0 
или для большей общности, полагая рр==и, == будемь инфть; 


аня шу=0 . ®) 
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Вь этомъ уравнеши точки, координатами становятся не дв® прямыя, хавъ 
вЪ декартовой систем, а двЪ точки 2==0 и у-=0, которыя мы будемъ 
называть координатними. 


Итакъ однородное уравнеше 1-ой степени: 
а ву==0 


представляеть или прямую или точку, смотря потому придаемъ-ли мы 


уравнешямь; 


#=0 , у-0 


значеше мрямыхъ или точекъ. 


$ 174. Шюлф этихъ пояеневн! легко показать геометрическое значе- 
ве однороднаго уравненя н-ой степени: 


со Рау ар ..... ЕР анаху" *  ацу" == (6) 


Это уравнеше можно написать въ форн: 


(+) (Су. ны ь но о 


9) \! 
Е 
которое можеть быть рЫшено относительно ›. Еели ето корни означинъ 


черезъ 1, 2,.....@, То уразнене (7) можно написать въ фори; 


“(2 «)(е =)... =) о ®) 


@4(# — (1—9)... (#—0ну) =0 (8) 


или: 


которое, такимъ образомъ, предетавляеть ю прямыхь или точенъ: 


&—щу=0 , д—щу=0,....,2 — ву ==0 {10) 
смотря потому будутъ-ли уравнешя д==0, у==0 представлять прямыя илн 
точки. - 


Если бы мы выразили и корни а, ,. = отвошенями: 


то уравнены (10) предетавилиеь-бы въ форм: 


и&— Уу=0 , 2—9 ==0,... дн — уну==0 {11} 
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$ 175. Если уравнения: 
#=0 , у-0 (12) 
представляють ярямыя, то: 
—у=0 , хру=0 (13) 
суть равнодёляня углы межлу пряными. 


Если ураввеня (12) суть точки, то (13) суть точки равкодфляцих 
`раастояне между точнами (12) внутренне или внфине ($ 82), изъ коихъ 
первое изъ уравнен! (13) представляеть ‘точку на безконечности ($ 82). 


Уравлевя (12) и(13) предетавляютъ гармоническуя связку или рядь, 


Точно также уравненя: 


2=0 , у=0 , ах—му=0 , ие ту=о (14) 
лрелставляють или гармоническую связку или гармоничесый радъ. 
ИПримирь. Уравнен: 
202? -- За зу | изу? 


представляеть двф прямыя или дз точки. Если корки эторо уравненл 


[и 


5 ; 
относительно 9 будуть 01, аа, то уравнея прямыхь или точекъ будуть: 
—пву=0 , 2—0ву=0 


эти прямыя или точки будуть дёйствитедьныя, совнадающён или ивимыя, 
смотря потому будеть-ля: 
ЕТ 
а — и = 
8$ 176. Задача. Найти углы между прямыми: 
ад? -|- Залу - ау? == (5) 
и уравненя равнодвлящихь? 


Рьшене 1. Предположимъ, что оси 1==0, у==0 пряноугольны. Озна- 
зан корни даннаго уравнешя зерезь о и я», оно распадается на два: 


2—му=0 , #—ву=0 (16) 


Слфховательно задача сводится къ опредфленню угла между этими иоелфд- 
ними прямыми. Означимъ черезь у: и $» углы, поторые эти прямыя с0- 
ставляють съ осью У, то будежъ ить: 


Вы , вм 


168 — ГЛАВА ХГ.- ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ЗНАЧЕНЕ ОДНОРОДНЫХЪ УРАВНЕНИЙ, 
Слфдозательно уголь между прямыни (16) будеть: 
$=Яя—ф 


откуда: 
ые= вр ям 


тыр 1 


по изъ свойствъ квадратнато уравнен!я (15) имфемы: 


откуда 


сяфдовательно: 


то, очевидно, у'’-|- ф" 

Чтобы найти уразнене равнодфлящихь углы между прямыми (15), 
то замЪтивь, что если @ есть уголь, который разнодфлящан составляеть 
еъ осью У, имзенъ: 


Зо 
откуда: 


2 250 _ ШоТие _ м 
ТЕ 


подставляя значеня для о -{- 2 и ва., найдемъ: 


откуда: 
@ 3 — (0 — ва) що--в=0 


корни этого уравнешя будуть давать двЪ равиодфляиця, Если вмфето №, 


а : 
поставимъ у’ то уравнене равнодёлащихь будеть: 


0122 — (вв -— а) лу — ву =0 (17) 
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Очевидно ворни этого уравнезя всегда дЪфйствительые, будуть-ли дан- 
ныя уразненемъ (15} прямыя дёйствительныя или ннимыя. 
Рьшене 2. Эту послфднюю задачу можно еще рЬшить слфдующинъ 
образом: 
Пусть праныя: 
д щу=0 , х— ыу-0 08 


будуть сопряжевно-гармоничесвя съ пряными (16), томы иифемъ ($ 146); 
1 . 
ра — я м) (м + ы) { ма, =0 


Ееди уравненя (18) суть равнодфлиния углы между прямыми (10), то окЪ 
должны быть ‘перпендикулярны и, слЬдовательно: 
шв =—1 
откуда: | 
—2— м м (& Е Е 2-0 


изь этого уравненн найдемъ: 


22 46а 
м-в а а: 


инфя м Ра и иво найдемь уравнене: 
в — (в — ав —@ =0 
Замёщая 3 зреть, найдемь уравнене (17). 
Задача. Даны уравнешя двухъ прямыхь: 
д -- вуян0 , БЕ РЬуо 


Найти уравнене равнодфлящихь? 
Рьшене. Перемноживъ эти уравнешя, найдемъ уравнене: 


вобих? -- (аб {- або) зу Е ау? =0 


Если сравнимь это уравнеше съ уравнешемъ (15), найдемъ уравневне 
равнодфлящихь, соотвфтствующее уравнению (17): 


(ав, + а)? — 2 (и — мы) лу — (в -- бу? == (19) 


Еели данных уравненя будуть двф мниныя соприжеявыя прямня, то рав- 
нодфляия будуть дфйствительныя. 
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$ 177. Если уравненя: 


будуть точки, то уравненю: 
2027 -|- За ту - ау =0 (20) 
будеть предетавлять двЪ точни, коихь уравнешя будуть: 
—му=0 , их—вру=0 
если м к с, суть корни уравневя (20), 


Задача. Найти уравнеше точекъ дёлящихь резстолне между точ- 
ками (20) пополаме? 


Рьшеше. Точка дЁлящая внфитие это разстояве находител на без- 
конечности. 


Услове, чтобы точки: 
—ву=0 , х-—ру=0 {21) 


были сопряженно-гармоническ!я съ точками (20) есть: 
1 
ира — 5 (м ра) (@ + 3) а =0 (23) 


Если эти точки суть равнодфляция, то одна изъ нихъ, напримфръ вторая, 
должна находится на безконечноеги, а слфдовательно ся уравневе должно 
быть: 

1— у=0 


т.е. »==1. Въ силу чего услове (29) дЬлается: 


ыы НО +4) им -=0 


откуда имфемъ: 

аа (и ав =0 
или: 

(ша) м а + =0 


зам щая у ереоь у, найдемъ уравнен!е искомой равнодфлящей: 


(ш-рада-- (в Раду=о . (23) 
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Задача 1. Даны уравкенм двухь точекъ: 

ху =0 , Бе =о 
найти уравнене равнодфлящей? 

Рищене. Какъ второе рышеше задачи о прямыхт, ($ 176). 

Отв. (боб - бол + Забод -- (ацб -- бин 26 )у = 0 

Зидача 3. Найти выракев!е для знгармоническаго отнощешя четырехь точек: 
4х {у =0 , Ву =о 
са су-=0 , ба ду =0 

Римиене. Если сравнныъ этн уравиешя съ уразнешяыи $ 145, то найден: 


№ мм _ ааа ов Ва 


мм ба ад‘ —аь 


Если это отношене равно — 1, то точки будуть гармовичесвйя. 


(#4) 


Задача. Найти услове, чтобы точки: 
ара | Заау Рай = 0, зу ый о = (05) 
были сопряженно-гармоничесвя? 


Рьиене. Если корни перваго уравненя назовемь черезъ },, д», & 
втораго черезъ )з, А,, то надобно только найти услове гармоничности че- 
тырехь точекъ: 

&—}9=0 , х— №му=0 


#—9=0 „ 2— №у=0 


Но услове гармоничности этихъ точевъ ееть ($ 146); 
1 
№ — 5 и Рь -Ем Е ам=0 


Но изъ уравненй (25) инфемъ: 


Ь 2 2, 
24 = 8 == % ——2% А ==— 5 
12а Ра 4 и’ + щ ’ зЁ»№ ® 
сафдовательно услоше гармоничности будеть: 

аб, - аз — ЭщИ =0 (26) 


Примьуръ. Показать, что уравнени: 
э-у=0 , 22, —у=0 


предотараяють гврмоияческя точки. 
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Задача. Найти завиенмость между козфищеятами уравнешя четвертой степени, 
чтобы точки, воторыя оно представлиеть, были гармоническйя? 


Руцене. Пусть данное уравноне будеть 
а | Чан + базалуя 4. Чазту? ад" = 0 @7) 


Ураввене взято съ бипожальными коэфищентами, Пусть его корни будуть а, 2 бы; ар 
то уравневя точекъ, которыл представднеть уравнеше (27), будуть: 


&—у=0 , 5 =0 , хфщу=0 , фу =0 
Чтобы эти точки были гармопачесыя необходимо пифть: 
т 
би — 5 (а 4) (ь +) ам =0 


Но такъ какъ три точки опредёляють четвертую гармоническую, а соедннешй изъ 
четырехь точекъ потри есть три, 10 мы должны нить еще слфдующя уравненуя: 


ва — (и абы) ф ви 0 


даа; — В (& +) (а + а) + ии =0 


первое уразнешо хожно напцеать въ форт; 


2(олоз - а) — (и - м ви - 4) 

Но мы знаехъ, что: 
дааа Е даб + оба + даа + выбь + два == Е 
подетавлая вмЪсто: . 
бабу + аа: Е вим -- ва» 
ето величину изъ предъидущаго тождества, найденъ: 
в (ола -- бза4) — 24; == 


Точно также найденъ и дли остальныхь двухь соединений: 

(жал + ааа) — За, =0 

в, (а + баба) — 20. =0 
перемножая получим симметрическую функцио корней уравненя, которую зегко 
вычислить въ хоэфищентахь: 

ауаул, | Заза, — а,а*, — ааа, — аз, =0 8) 

Это и есть ше только необходимое, но п достаточное уелове для гармоничности че 
тырехь точекъ, выраженныхь уравнешемь (27). 


Задача. Пайти зависимость между козфишентами уравнешя 4-ой степени, 
чтобы точки, воторыя оно представлаеть, были экваягармоничесвя? 


Риниене. Пусть данное уравнеше будеть: 
дай - даа 4- базллу? 4- делу? {- у = 0 #9 
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Въ 6 95 мы назвали экнаятармоничесвимь такое положене четырехь точект, при 
хоторохъ три осповныя аагармоническ!я отношешя равны, т. е. когда: 
{оБеа) — (ве) = (в@ве) 
Въ этомъ случаЪ антархоническое отношев!е сеть одииь изъ мнвмыхъ корней урав- 
пеня 28-10. 
Если экяавгармоничесвя точки предетавляемыя уравнешенк суть: 
&-6у=0 ; &—49=0 , 2—0 , фу о 

то мы должны имфть: 

а ив и а в Ш—, 

ами а Ша ща 


равенство третьято внгармоничеекаго отношенфя (4%е) есть схфдетве равенства, пер- 
выхЪ двух. Предъидущее уравнене можно написать въ форм%: 


ыы д ыы). 


{3 — ша, — в) {& — 4) (6% — 4) 


ЖИ: 
{о бы — (аз — в) (аа — ва) (и, — ща, — и) = 


Это уравнене лослё переуноженя будеть спыметрическая функлия корцей даннаго 
уравиен$я, стбдовательно легко можеть быть вычисленна въ фунющи его коэфищен- 


товъ, а именяо: 
доу — Чан 4. Вай, 0 80) 


$ 178. Легко видЪфть, что уравнентя: 
ол? -|- За ту -- у? =0 , в? - ЗЫ зу + Ву? =0 (31) 


дол? -- ату -- ану? -|- А бо -- 6 зу Ву?) 


тд% ^ можеть получать веевозможныя значешя, предетавяяють рядь то- 
чекъ образтющихь ннволющюнный рядъ или инволющюнную связку пря- 
мых лин. 


о {32) 


Въ самомъ дфл%, пусть: 
ал? -|- Эту + су = (83) 


будеть пара точекъ сопраженно-гармовическихь къ обфимь парамь то- 
чекъ (31), то мы буденъ имфть ($ 177, 26): 


ас -- ма — 2а6-=0 , Ве 60 — 66=0 {34) 


Легко видфть теперь, что точки (38) суть сопряженно-тармоничеся и 
хаждой пар точекъ (32). Въ сажомъ дЪлЪ, легко видфть, что услове: 


(ао а (ы Е №) а-- и Е)ь= 
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удовлетворяется независимо отъ \, такь какь его можно ипалисать въ 
фориЪ: 


вос -- ва За -- ^ бе + Ва — 268) =0 


которое удовлетворяется въ силу (34). 


Чтобы получить двойныя точки (35) этого ияволющюннато ряда на- 
добно исключить а, 6, с изъ уравнеяйй (33) и (34), что дает: 


2 у 


ГЛАВА ХИ. 
Трилинейныя координаты. 


$ 179. Мы видфли, что когда точка дается координатами, т. е. хвукя 
уравнешяии, то прямая лишя дается уравнешемъ, и, обратно, если прямая 
ливня дается координатами, то точка дается уравневщемъ. Вь первомъ 
случа мы будемъ говорить: координаты точекъ, & во второжъ координаты 
линй. 

Въ 8 36 мы видЬли, какъ пряобразуются координаты точект, 

1. Когда координаты переносятел, оетаваясь параллельными; если 
назовемь старыя координаты точки через х и у, ковыя черезь т и у, 
координаты новато начала назовемъ черезь а и 5, 10 мы имземъ: 

и=а-я , ужеу 
откуда: , 
&=ифа , уу 

2. Если начало, оставалось тоже, а поворачивались оси на уголь 

в, то мы имфли при прямоугольной систем$: 


= 00 а—узше ‚ у=а’зшта -- у 08а 
откуда: 


сова узше ‚, у=— хзта-- уса 
3. Еели при поворачивани осей переносится и начало, то мы имфемт: 


а това --узто , у=Ь-- хто -- Усова 
отвуда: „ . 


2' == (#-— в) 03а --у—Изшх , у=—@— зи - (у— 5) с0за 
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4. Наковень, самое общее преобразован!е дается формулами (4) 6 36. 


эчи@— ум) 
$0 


Таковы формулы для преобразовал координатъ точекъ. 
$ 130. Посмотримь, какъ преобразуются координаты ли. 
1. Если д и у суть координаты точкй, то ея уравнене ($ 62, 2) 


будеть: 
аз 1=0 


перенесежь начало координать въ точку (а,5) и озвачимъ новыя коорди- 
наты точки черезь (2', у’), то: 


&=в+ , ужЬфу 
подставляя въ предъидущее уравневе, найдемъ: 


2 рут --1== 28+ у ++ 1-0 


или: 


0 


, ё , ы 
ит ИУ ыЕ к! 


если #, 4’ будузтъ новыя координаты лини, то: 


И: р т 
В _ __ 1 
ры т ' "Рарыч @) 
опредёляя изъ этихъ уравнений Е и у черезъ & и 3, найдемъ: 
# 1 
Е ре 3) 
В арт 17 и (2) 


тавовы формулы ддя преобразован я координать лин, когда переносится 
начало, неизы®няя направлешя координатъ, 


Легко видЪфть, 910; 
а-я -1=0 

есть уравнене новаго начала. 

2, Оставимъ начало тоже, а позоротимь координаты на уголь а, 10: 

2+ т--1= (сова — узшо)Е -- (#'зша -- у’ возд -- 1=0 
или: 
2’ (Е сова -- чышо) -- у (—Ё эта -- псов с) -|-1 ==0 

Еели новыя координаты лини будуть , %, то: 


& == Бозе -- ша , == — ёвйья -- 1608 а 
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откуда: . 
ева —ч та, д==Ё ша --9'608а 


3. Совместное преобзазоване, поворот» координать и перенесеще 
начала, дасть: 


а ут -|- 1 = (2'с081 — узш а)  -- (2'з о --- усова)ч  а5 Е +1 
обозналан новын координаты черезъ #, 9’, найдемъ: 
В Еоова р узша _ та Е ло0вя 
&-ы-т ’ м1 
откуда: 
Е Ес0вя — 1 Яро 
асоза киа Е -- @зта— вова)! -1 
______ Выма— 1608а —_ 
== (асоза -- Взш 4) -- (автьх — феова) я’ -- 1 


Таковы формулы для преобразоваюя координать линй. Изъ формы этихъ 
уравненй вядимъ, что он имЪфють характеръ отличный отъ координать 
точекъ; между тфмъ по аналитическому смыслу онф должны бы имфть туже 
форму и характерь, такъ какъ им уже выше показали, что между точкой 
и прямой линей ифть разницы въ аналитичеекомъ емыслЪ; причина этому 
та, что декартовы координаты суть только чаетный случай болЪе общей 
систены, которая называется энрилинейной. Причина этого заключается 
еще въ томь, что мы относииъ, кавъ положене точки, такъ и положене 
прямой, къ двумь прянымь, а слбдуеть относить положеше прямой 
двумъ точкамъ. 


Въ трилипейной систем координать такая лзаимноеть является сама 
собою и формулы для преобразован въ обфихь системахь тождественны 
го форыЪ. 

$ 181. Возьмемь три прямыя лищи, образующия треугольникъ, пусть 
ихъ уравнен:я будуть: 

1) аерву-На =о 
2) ах Бу - &=0 {3) 
3) ве Ву в =0 


Такъ какъ эти три прямыя образують треугольникъ, т. е. не пересфкаются 
въ одной точкф, то опредЪлитель: 
а ва 


В= 6 в с 50 


и Ы & 
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Означивь милоры этого опредфличеля черезь А‚, В, О; Дь, В». 5 
Аз, Вь, Сь, ураввеня точевъ (9,3), (1,8), (1,2), т, е. вершинъ треугольника, 
будуть 6 71): 

(2,3) АЕ Ви 6 =0 

(1,3) 4:8 - Выя-- 0 ==0 {4) 


(1,2) 438 -- Вы --03:=0 


Положен!е каждой точки въ трилинейной систем воординать, отнесемъ 
5ъ тремь прямымъ (3), а положен! каждой примой къ тремъ точкамъ 
(4), т.е. къ зерщинамь треугольника, который называется координат- 
ным. 

Пусть разотояныт, какой-нибуль, точки (1,5) на плоскости отъ сто- 
ронъ координатнаго треугольника будуть 21, ле, 23 (фиг. 89), 

Эти три элемента состоять, очевидно, въ извЪетной зависимости, такъ 
хажъ дня опредфлеши положеня точки относительно координатиато треу- 
ТОЛЬНИЕа, ДОСТАТОЧНО ДВУХЬ ИЗЪ иихь, слЪдо- Фит. 89. 
вательно три элемента будуть равносилевы 
двумъ, если‘мы будемь принимать во вяи- 
маше не ихъ величину, & только ихъь отно- 
шен1я. Тавъ вакъ координатный треуголь- 
никъ дань, то можно всегда опредфлить 
точно и числовыя величины элемеятовъ д, 
2, рз, НО ВЪ этомъ, въ трилинейной систем® х. 
хоординать, не представляется надобности; а 
даже выбето разстоянй р, р», фз можно брать разетояйя точки въ 
произвольномь направлены, т, е. помножить р, р» Рз На постоянные 
коэфищенты, напримръ, №, А», йь. 


Если означимъ черезъ 2), хо, хз ташя величины, что; 


ра == › Мар , Р-р 


тдЬ р есть коэфищенть пропорщональноети, совершенно произвольный, и 
примемъ д, и», 2 за коорхиваты точки (2, у), то трилинейныя коорди- 
наты точьи будуть: жри числа имюция между собою отношеня равныя 
отиощенямь разстолний зпочки отъ сторонь треуюльника, помноженняхь, 
хаждое, на произвольный, но постоянный коэфищенть, т. е. отсчитивае- 
мыя въ произвольномь, но постоянномо направлении. 

Легко видфть, что уравненя сторонь кооржинатиаго треугольника 


будуть: . 
(1) д =0 , (2) 2=0 , (3) щ-0 
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& координаты вершинъ: 
(1,2) ж==0, 2=0 ; (1,3) д=0, щ=0; (2,3) ж=0, ж=0 


Вь этихь трехъ случаякь, въ первомъ из, во второмъ 2х, въ третьемъ 2, 
могуть имфть совершенно произвольныя величины, исключая нуля. Точно 
также мы опредфлимъ трилинейныя координаты лини. Пусть $, 6, & 
будуть разстояя прямой, данной координатами Е, *, оть вершинъ хоор- 

` диватнаго треугольника, пусть эти разстояя будуть отечитываться не по 
перпендикулярамь 41, 4» 4, & въ извфетномъ опредфленномъ направлен{и, 
каждое, т. е. 4,4», 4 помножаются на коэфищенты №, Ло» №. оли черезъ 
5,6, назовемъ тавя величины, что (фиг. 90): 


64 = , =» , = 


н назовемь &, &, & координатами прямой (Е, \), то трилинейными коор- 
динатани прямой будуть: фри чиела имююция, между собою, отношеня 

Фит. 30. равныл отношенямь разстояюй пря- 
мой оть вершинь треуюльника, понно- 
эженныхь, каждое, на произвольный, но 
поетоянный коэфищенть, т.е. отечи- 
эпываеммя въ произвольномь, но посто- 
анномь направлении. 


_в 


Очевидно, что: 
&=0 , 6=0 , &=0 
суть уравнен!и верилинъ треуКольника, а: 


&=0 ; &=0 ; &=0[ , &=0 ; &=0 , &=0 


х 


2 


суть координаты сторонъ треугольника. Въ каждомь изь этихъ трех 
случаевъ: въ первомъ &, во второмъ &, въ третьемь &, мотуть имфть 
произвольных ведичины, исключая нуля. 


$ 182. Опредёливт, тавямъ образомъ, трилинейных координаты точеи 


и прямой, мы будемъ имфть, если напишемъ уравненя (3) и (4) $ 181, 
въ нормальной форм: 


анк "ВУ а, до. Ав ВЯ 6 
А -Ры ен м уе 
| 
ры ь ВУ а коло 4 + ВЯ + @ 
А иы, мБ 
ры нь и Уфа аль = ЗАВИЯ 


я, ШЕЕ 
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Такъ кавъ й и » суть величины совершенно произвольныя, то мы 
можемъ ихъ такь выбрать, чтобы: 


а, ль Ед == --чу--1=0 
то есть, чтобы уравненя прямой или точки предетавлялнеь въ форн%: 
фл бы а ==0 

Если это прямая, то ея координаты &, Е», &; если-же это уравнеше 
хочки, то ея координаты будуть 2, 2, 2 

Для этого положимъ: 

ь-УИм Е , БИ, , ь= У 
=а , = , №=6 


в общ ‘длитель УНтТи введемъ въ коэфищенть пропоршюнальноети 
5, что даетъ: 


ра, == а РУе, 
р-р уе 
о, = аз Ву 4 


9% = 46 + Вм +-С, 
9. =4& + Вм-- 0, 6) 
в == 45 + В -- 


таковы формулы, служанйя для перехода оть трилинейныхь воординать 
жъ декартовымъ. Если эти уравненя ршимъ относительно х, у, то най- 
демъ формулы для обратнаго перехода, отъ декартовыхь координата къ 


триликейнымъ: 


АА д Им 
— ба + ба, + ба в ба ® 
_ Вл 4 Вы | Вт ч= ВБ 

= бл, бы Ром © + е +6, 


Летко теперь виджть, что: 
Хо (ваа Е ль ва) = В Ве-Рчу + И =0 
Слздовательно уравнене: 
вм а -- ва =0 


есть совифотное представлен прямой и точки, т. е. что точка скользить 
по прямой, коей координаты &, Ё», в, или, что прямая вращается оволо 
точки, воей координаты еуть ал, Ха, 28. 

1" 
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Изъ веего сказанного выше видно, что въ трилинейной еистем® ‘ко- 
ординать, существуеть полная соотвётствениость: 

Положеше точки опредфляетел, от- Положене прямой онредфляется, 
восительно сюронз координатваго треу- относительно веривинь координалнаготреу- 
тоавника, разстоявями еа, отечитывае- тОЛЬНиКа, разстоящями ся, отсчитывае- 
мыми въ извфетномъ, опредфленномт на- | мыми въ изрфетномь, опредфяенномъ иа- 
правлещи, оть сторонъ треугольника. правлеши, оть вершинъ треугольника. 

Велфлетв и этого формулы (5) и (6) для преобразовави тождественны 
по форм. 

8 183. Остается повазать, что система декартовыхь координатъ есть 
частный случай трилинейной. 


Для этого преобразуемъ координатный треугольинкъ въ другой, въ 
воторомъ бы стороны 2, =0 и 2, =0 были перпендикулярны, что легко 
дфлается простымъ преобразованемь (фиг. 91). 


Пусть 2 и у будуть равстоящя точки О оть 2. ==0 и оть 22==0; 
пусть р будеть ея разстояще отъ стороны ч:==0, хо мы будемъ имЪть, 
если а будеть разстояще стороны 23 =0 отъ вершины & = 


Фиг. 91, ра =Их , ра-=фу , р-р 


Полагая № =1, №=1, № = и ‚ най- 
демъ: 


Ах , РА=у , рты 
Цоложимъ теперь, что сторона 2 ==0 уда- 


ляется неопредфленно на безконечное разетоян, оставаясь параллельна 


сама себЪ; въ этомъ предположени 2, очевидно, будетъ стремится къ еди- 


ниц$ и вЪ предфл% мы будемь нить ‘= 1, откуда: 


ба = , а-у , 9=1 


поэтому, чтобы перейти оть трилинейной системы координать къ декар- 
товой надобмо только положить въ уравнени: 


Нат + 5 -- 8 =0 


помноживъ его на р, 
фа = , бжяту ‚ а =1 ” 
ау Ь=0 


чо даеты: 
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зъ которомъ, если воложниъ, умноживъ ва ©, 
в =65 , ан , %=1 
ЕР и--1=0 


найдемъ: 


т. е. координаты 8 и &, дфлаются координатами прямой. Теперь видимъ 
#Ъ какому замфчательному результату мы пришли, взявъ ($ 62) за воор- 
динаты прямой не отрфави, дЪлаемые ею на координатныхь ослхь, а ве- 
личины обратныя этимъ отрфзкамъ, взлтыя отрицательно. 


$ 184. Тавъ какъ т,уи фу въ трилинейяыхь координатах суть 
линейныя функци съ общимъ знаменателень, то стенень ураннешя отно- 
сительно переифнныхь не можеть ни повысится, ни понизится введенемъ 
новыхъ перемфиныхь, во хараклерь уравневя, этимъ введешемъ, изм\- 
няется: ово дфлаетея, по приведен 5ъ одному знаменателю, одяороднымъ 
между тремя перемЪзнными. 


Такь, напримфрь, уравнене второй степени: 
Аа? -|- 3Веу | Си -- 2х -|- 2Еу + Е=0 


если вифето д и у поставинъ ихъ выражешя ® $ 182, по приведен 
къ одному знаменателю, дблаетея: 


ан 29, + ааа, - ааа [Заз За залль +- Зазалть == 0 


$ 185. Одно изъ самых замфчательныхь уравнеяй прямой, воторое 
играеть весьма важную роль въ изсл®дованихь свойствъ кривыхъ лив, 
есть уравнеше, полученное, приравнивая нулю зяёменатель первыхь двухь 
уравненй (6) $ 182: 


бу - бу -- быв =0 п 


дхя вебхь точекъ этой прямой (7), и тольво для этой, мы имфемь х=со 
и усе, слёлозательно на ней находятся вс безконечно удазенныя 
точхи на плоскости. Мы буденъ называть эту прямую безконечно-удаленною. 
Введеще этой прямой въ изслфлованя свойствь кривыхъ лин! даетъ воз- 
можность выразить много предложенй, перенося на эту прямую разсуж- 
дев, какъ на прямую, находящуюся дЬйетвительно передь глазами. На- 
прим»рь, изь этого вытеваеть, что всякая прямая, вакъ мы уже выше 
Увомянули, имфеть только одну точку иё безковечноети, такъ какъ двЪ 
прямыя могуть пересФчьея только въ одной точки». 


$ 186. Остается показать, вакъ преобразовать одну систему тряли- 
нейныхь координать въ другую также трилинейвую. Пусть м, 2» 2х 
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В, Ён &» будуть координаты точки или лиши въ одной систем, а уз, уз, Уз; 
ч1› 7» 9, координаты точки или лиши зъ другой вистемф. Пусть уравне- 
не прямой лини въ первой систем будеть: 


бал -- ы --  =0 (8) 
& во второй, той-же прямой: 
зи + 139» + 1:3 =0 (9) 


Коордиваты у, И» Уз второй системы должны быть линейныя функции 
координат первой системы; пусть онф будуть: 


Ру: — @1121 -Г @123 Г баз 


руз == Яуал -[- @2920 -- бл (10) 


РУз — бал Г @з27а Г @3373 
Хели эти выраженя подставимъ въ (9) и сравинмъ съ (8), то найдемъ: 
6& = вит, -+- дата -- аз 


Об == ай: + @зощь + аз (1) 


ба == онзт -- ат Е аз 
Составимъ опредфлитель изь элементовь: 
в, ба , ба 
@1 ‚ ат ‚, ав =В (12) 
ба › ба у 


‘онъ не должень быть равенъ пулю, ибо въ противномъ случав прямыя, 
образующия второй координатный треугольникъ, пересфвутся въ одной 
точЕФ, Если миноръ соотвфтотвенный элементу и» назовемъ черезь Аз, 
то маъ уравненй (10) и (11), найдемъ: 


ра = Ани -[ Ану» -- Ая 
2, = Азуг -- Аззуз -- Аззуз 03} 
рае Ау - Ау, | Аззуз 

У = Аиб + Ан -- Аз 


Уф = Аш & - Аб -- Аз (14) 


У = Ааё -|- Ане -- Аб 
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Изъ уравнемй (10) и (14), (11) и (13} ясно видно геометрическое за- 
чеше коэфищентовь подстановленй нк, Азк. Въ самомв дель: 


У 0, уз 20 , у3==0; 1 =0 , =0 , в=- 


суть уразнешя сторонф и зершинъ птораго коордкнатнато треугольника, 
отиесенныхь ыъ перному. Эти уравненя суть: 


сторон: зертинть: 
даа + бо, + аа == 0 Ань + Ааё + АБ =0 
адаь аа аа, =0 ды, + А + ды =0 
ант, +- ао, - авт, ==0 А + Ан + Ан =0 
откуда видимь, что координаты: 
новыхь сторонъ | новыхь вершинъ: 
у бе: а Ан, 4ы ›; 4ы 
к. В Аи, 4ь , Ав 
би) ба, ба Ах, Аа , 4 


Уравнев{я сторонъ и вершинъ старато координатнаго треугольника, отне- 
сенныя хъ иовому, очевидно, будуть: 


старыхъ стороны: старыхъь вершинъ: 
Аи + Ану» + Ану, =0 ант: + бить + ви = 0 
Азлу, + Ану: + Ау, =0 , аз, вать 4 вить = 0 


Ану, + Азуа Е Азиз = 


. ват - бий + быль = 0 
Откуда зидимъ, что координаты: | 


старыхь сторояъ: старыхь вершииъ: 
Ан 4ы Ам бк бы @л 
А Аы да аз бы а 
Аа Аз Ав ба бб» . 


Новак система коордннатъ, т. е. трилинейная, въ особеиностя удобий для 
ивслдовавй, въ которыхь идеть дфло о положены, а не о числовой за- 
висимости, поэтому там гдф будуть изслфдоваться теоремы относительно 
положен, мы будемъ зеегда прибфгать къ этой систем® координатъ. 

$ 187. Рьшимь еще слфдующие вопросы въ этой систем$ координать, 
Найти уравчеше прямой, проходящей | Найти уразненуе точкн пересфчен!я двухь 
черезь точен: вряныхь: 


быт) ; быв) (и); ыы 


14 


Пусть, я, 2, будуть скользяания коорди- 
наты прямой, то ея уравнене будотъ: 


фа, был а, =0 
Но данныя точки находятся, по усвовю, 
на прямой, сафховательно мы инфемь: 


фи и =0 

фа +5 +55 =0 
Откуда уравнеше искомой прямой будеть 
| .&, 
У. 
.в, 
Легко видЪть, что: 
координаты ирамой (15) будуть: 

96; = Уз — #9: 


=, 


| =0 05) 


2 


(6) 


Обь == ума — 2 


ов = у: — ИУ 
Уравнения (15) и (15’) можно разложить 
цомощью параметра А, или скользящую 
мую около точки ($ 73}: 
Скользащан точка: 


а =и- 
ли == + № а 
ре = + № 
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Пусть координаты, вращающейся прямой 
оволо искомой точки, будуть &,, Е» Ен то 
уравнене точкн будеть: 


а 5 + в, =0 


Но точва находится и па донныхь пря- 
мыхь, слдоватедьно мы инфе: 


эм, + ть 4 жив = 0 


«а аб, 3: =0 
Откуда уравнсню некомой точки будеть: 


|, ё 

в, №, № =09 45) 

[бб | 
хоординаты точки (15') будуть: 

ра = — бир 

р = — 5% 46 

ре, = и — 


на слфдующуя, которыя представяяють св 
точву по прямой нли врашающуюся пря- 


Вращающаяся прямая: 


9 = + № 
58 = щь [О 
= + № 


Эти уравненя получатея изъ (156) и (15') если въ нихъ элементы третьей 
торизонтали помноживъ на), сдожимъ съ элементами второй и лриравняемь 


элементамъ первой, помножеинымъ 
ри 6. 


на коэфищенты пропорцюнальности 


Помножииъ уравнен!я (17) ма &,Ё;, Ё, а уравнения (17) ва 2, 2, 2 


п сложимъ, то изйдемъ: 
4, +4 =0 


Это уравнеше одной изъ скользящихь 
точекь по прямой (15), гдЪ: 


= ыы ь и 
А, = д + 5, + ВЬ 


АА, =0 
Это уравнене одной изъ вращающехся 
ирямыхь около точки (15°), тд: 


А, = ть, Е 
я ыы Ном 
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‚ Параметрь ^, помноженный ва нЪкоторый коэфищенть имфеть тоже гео- 
метрическое значене, какое онъ имфеть и въ прямолинейной систем воор- 
дичать, въ чемъ легко убфдиться изъ уравненй (17) и (17) и (6) $ 182, 
Изь нихь мы имфемъ: 


— Ал Ау + 4 МАЕ Диз Е Ав) 
д + Сыуь +- Оу -- Сл -+ бу Е бъь) 


х 


—_ Ви Виз Вз РБА Вы В 
Су Овуь -- Сзуз Е (Ола - Сы + Озев) 


оби а - а аб а а) 
влч-Е сама св -Е Же оз -Р 5) 


Вы Жыа ыы 835) 
си сть Е вт - Кай + ыь Е в) 


Откуда уравнеши скользящей точки (2, у) или вращающейся прямой (&, 4) 
будуть имфть форну: 

2+9 =0 | +5 =0 
гв Ри суть линейвыя фуикщы оть (&, ), а Вий линейных фунвщи 
оть х,у. Такъ кавъ эти уравнения въ декартовой систем линейны отно- 
сительно параметра, А, то изъ этого и слЪдуетъ его геометрическое зыа- 
чене. 

Изъ этого заключаемъ, что ве выводы, основанные на геометриче- 
схомъ значени параметра \, не завиеять отъ системы координать; веЪ 
теоремы относительно ангармони и проэвтияности сохраняють тЬже ана- 
литичеевн выраженя, 

$ 188. Приньчее. Первый зародынть трилинейной системы коорди- 
наль заключается въ предположени, что уравнене всякой прямой можеть 
быть выражено ©ъ помощью уравнешй трехъ прамыхъ, ие пересфвающихея 
въ одной точкф, а уравиене точки можеть быть выражено съ помощью 
уравиен!Й трехъ точек, ив лежащихь на одной прямой лин, 


Пусть будуть уравненя трехъ данныхъ: 
прямыхв | точекы: 
ве у =0 ДЕ Ви 0, =0 
че ура =0 28) 48 -- Ви © =0 08) 
ааа Ву + =0 | 4+ Ви, =6 
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& уравнения, какой-нибудь, четвертой: 
прямой: точки; 

ав ву-е=0 (9) А-В 6=0 (19) 
Помвожнмъ уравневшя (18) на неопредфленные множители », р, у, а урав- 
неня (18') на, р, 8, ® и, сложивъ, приравняемъ уравненниъ (19) и (19), 
найдемъ: 


(ие -Рву-е) + РЕ Ви-- О) 

рые ыы) + ЕВА. 

У (ар Ву <) = ©(435: + Вщ-- 0) = 

= у е=0 = А Вас =0 

Откуда, приразнивая коэфищенты при 2, уи &, %, найдемь: 

а аь-ау=а Ар 4,5 Ав = А 
Ар = (20) Вр-- В, + Во=В (0% 
саван = бр ва +66 =6 


Такъ какъ, во условшю, данныя прямыя не пересфкаются въ одной точкё, 
& данныя точки не лежать на одной прямой лиши, то изъ (20) и (20) 
А, в, ув, 8, ш можно опрежёлить; олЬдовательно прямая (19) и точка 
(19') выразятся въ формахь;: 


№ вх, 5 у, =0 | ВЕ Е 8Е, в = 


т 2, 2, ту 6, в, в суть чиеловыя значеня уравненй (18) и (18), 
когда въ нихь подставляютея координаты точекъ внф прямой и коорди- 
наты прямой вн точки. Сл®довательно ихъ геометрическое значене тоже 
что и въ трилинейной систем координат. 


ГЛАВА ХШ. 
Инварганты и ковар!анты въ геометр/и. 


8 189. Методь координать Декарта или обобщенный методь трили- 
нейныхъ координать, съ помощью которыхь изел®дуются свойства кривихъ 
лин, не есть нфчто неразрывно связанное съ кривыми линями, нфчто 
необходимое, а есть инетрументь, которымь отдфлывается вещь—это лёса 
при поетройкВ здашя. Ни инструменть съ вещью, съ помощью котораго 
она была сдфлана, ни лЁса съ здонюмъ, съ помощью которыхь оно било 


в 
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выстроено, не имфютъ ничего общато; вещь сдълана, здане построено, 
инструмевть и лёеа отбрасывьются прочь--остается вещь и здане. 


Такая вообще роль координать въ геометр]и; съ помощью ихъ на- 
ходятся евойства кривыхъ линий, которыя разъ найдены, —воординаты 
отбрасываются прочь и мы имЪемъ передь глазами образъ кривой со 
всЪыи ея свойствами, какъ зданю со вофми подробностнми, посл® снятия 
лАсовъ. 

Свойства кривыхъ лин! даются фунвщями, составяенныии, изв%ех- 
нымь образомъ, изъ коэфищентовь уравнемя кривой или изъ уравненй 
сисхемы вривыхъ дишй или &ривыми линми, составленными, извфетнымъ, 
образокъ, изв перемЗиныхь и коэфищентовь уравнешя или уравненйй;, эти 
послъдЕя вривыя, такъ сказать, рождаются вривою, всегда ее сопровож- 
дають, т. е. выражають лавфетныя ея свойства. 

Слово кривая или система кривыхь лин! мы здЪфеь употребляем въ 
самомъ общирномъ смыелВ, равум$я и прхмую или систему прямыхъь ли- 
нй, точку или систему точекъ, Свойства кривой или кривыхъ лин, вы- 
раженныя извзетною зависимоетью между козфищентаин уравненя или 
уравненй, или между коэфидентами и перемфиными, не должны, по вой- 
ству координать, зависить оть системы координать, поэтому не должны 
изыфнятся при переходВ оть одной системы координать къ другой, а та- 
кой переходъ совершается линейнымь преобразовашямъ, и все изыфнене, 
которое могуть потерифть тавя фунвщи, состоить въ прюбруётени чиело- 
заго множителя, зависнщаго только отъ системы координать, 


Фунидми, составленныя только изъ ноэфищентовь, имфюция выше 
сказаняыя свойства, навываются индантами кривой иди кривыхъ лин. 

Функции, составленных изъ воэфищентовь и переифнныхъ, т.е. ври- 
зын лини, имфюния тая же свойства, называются ковадантами кривой 
или системы кривыхь лин. 

$ 190. Формою называють однородную, длую рацюнальную функцию 
нЪеколькихь перемънныхь, Деоичною формою называють форму съ двумя 
перемфнными, таховы: 


ае-Нау , би -- Зау-- ау, ай -- Заазу | Заз Ра" (1) 


и т, д. Это суть двоичныя формы первой, второй, третьей ит, д. стешеней, 
Тамя формы изображаются сниволами: 


(въ, У), бу, ди, у), бу, анодл, у) ит.д  @) 


Бозфиценты въ формахь до, и, аз,.... могуть быть сопровождаемы, хавъ 
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выше, биномальными, ‘численными коэфищевтами. Формы о трехъ пере- 
уЪиныхъ называются ирониными, первой, второй, третьей ит. д. степеней. 
Такъ напримфрь форма: 


м (3) 


будеть троичная отъ перемфнныхь 21,2, лв, второй степени. Двоичныя 
формы, приравненных нулю, представляють систему точекъ или прямыхь 
(6 113). Троичныя фориы представляють кривыя; четверичныя формы пред- 
ставляють поверхности, Формы большаго числа перемфиныхь не имЗють 
теометрическаго представления, 

Линейнымь преобразоващемь формъ называють преобразоване, въ ко- 
торомъ количества перемфиныя замфщаются другими линейно связанными 
съ первыми. Двоичныя формы оть д и у, прсобразовываются подстановле- 


ними: 
ато у, уче в 


а, В, 1, 8 называются коэфащентами линейнаго преобразован!я; опредфли- 
тель, составленный изъ коэфищентовъ преобразованя: 


а, В 
, 8 


=А (5) 


называется модулемь яргозразоваия. 
Двоичная форма: 
Роз и, ар... вы 2, 9) 
такимъ подотеновлешемь, преобразовывается въ: 


РА. А: Ал... Ая 2) == (4%, в, @н; 2,9) (6) 


тдь коэфищенты Ао, Ал.... суть функьщыи оть коэфищентовь а, @.... И 
оть воэфищентовь преобразован а, В, 1, 5. 
Тавъ, нанримфрь, форма: | 


ао -|- арау Рау? 
А-З Анту - Дау = до залу -- ой 
Ао — вой? -- Зала -- ал? 
А о ааа - В аб @ 
Аз шв? -|- 24.88 -- 8? 


сдёлается: 


тЫ 


ТЛАВА ХИТ. ИНВАРТАНТЫ И КОВАРАНТЫ ВЪ ГЕОМЕТРГИ. 189 


Преобразоваше (4) геометрически кредставляеть измЪнене основныхь то- 
чекъ или основных прямыхъ, т. е, координать, Основными точками или 
прямыми въ форм /(%, 1. ,., ан; 2.9) были х==0, у==0, линейнымь же 
преобразовазиемь (4) эти точки или прямыя замфщаются другини 2—0, 
у==0; старыя, те, х==0, у==0, выражаютен относительно новыхь урав- 


ненями: 
аа ИО, м =0 


Если рышимъ уравненя (4) относительно 2’, у’, то найдемь, означая 
&—И=А: 
Да = — Ву, Ау че 


приравнивая эти выражена нулю, найдемъ уравнения: 


$%—Ву=0 , 42—ву=0 (8) 


которыя предетавляютъ повыл, основныя, точки или вряныя 2’ 
отнесенныя въ старымъ. 


биу=0, 


Динейное преобразоване троичной формы: 


Ре, м, аа) == ола -- ааа -- ааа -|- Залолиаь -- Залзяуть -[ Зазувить 


будеть: 
62 == о З- ват баз, 


хз = ан, базе -- без (3) 


ра == ада Е ава’ | озыйз 
Сльхдовательно поелф преобразовая мы будем» имфть: 
Ка, #ъ #3) =, вы 23) 


Опредфлитель, составленный изъ элементовъ о: 
ал , 42 , 9, = АД (10) 
называется опредьлителемь преобразоволия. Его взаииный есть: 


Ан, Аз, Ав , 
‘==! 1) 
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Рёшая уравненя (9) относительно 2, 2», 2», пайдемъ: 


5 = Аня -| 42: -- Ааа 


За = Ай -- Ааа -- Азть (12) 


Зав = Аз - Ата | Азат 


Уравненя 2) ==0, 22==0, 2; =0 суть стороны координатнато треуголъвика, 
слбдовательно уравнен: 


ват зо -- чз =0 
во -- ваз’ | аз 3 = 0 {13) 
аа без Е аа! = 0 

вуть уравнен!я тЬхъ-ще сторонъ только отнесенных къ новому коорди- 


затному треугольнику #1 =0, 2,==0, 43=0. Приравнивья нулю ураз- 
меня (12), мы найдемъ: 


Ана + Ала Е Ааа ==0 


Аза - Аль | Ащаь=0 [о 
Аза -- Аазаа -- Аза =0 


уравнени сторонъь иовато координатнаго треугольника, отнесеннаго къ 
старому (5 186). . 

Въ параллель съ координатами 2, 2., 2», часто преобразовыяаются 
други координаты & & & въ &, #, @, уравнешями (10) и (11) 8 186: 


1 == ана -- бл | даа 
ба ао -- во -|- зо (15) 
Вай -- алзба -- оз 
тая координаты называются обратными 2), хз, хз, откуда: 
У = Ану + Аля -- Аве 
Уз == Даб -- Аз -- Аз 06) 


У = Аб: -- Аз -|- Аб» 
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доординаты 2, 2» пу 9, 2, т Я, Бы 65 В, В, &, связаны, важъ 
извВетно, уравненемь: 


вх, Нл» Е будь = ал + ао -- Раз (17) 


Это урапнене предетавляетт или прямую иди точку, въ первомъ случаев 
2, 2, 1: суть координаты скользящей точки по прямой (17), а во вто- 
ромь & № & суть координаты врыцающейся около точки (17) прямой, а 
2.2.23 координаты этой точки. Сторовы координатнаго треугольника, 
суть &\ =0, 2. ==0, 23 =0, а его вершины & =0, &==0, & ==0; #1 ==0, 
2.=0, х3=0 суть уравнены сторонъ новаго координатнаго треуголь- 
ника, а # =0, #,==0, #:==0 суть уравнешя его вершинъ, 


$ 191. Сяфдовательно линейное преобразоваве формы соотвфтетвуеть, 
переходу отъ одной системы координать къ другой. 


Вяутреввя свойства системы точекъ или прямыхь, кризой или свис- 
темы кривыхь, поверхноети или системы поверхностей, не должны зави- 
сить оть системы” координать, а завиенть оть изъфетныхь связей мевду 
коэфищентами формъ. Эта связь, выражающая внутрення, прирожденныя, 
свойства формы не должна измЪнятся при переходв оть одной системы 
коордвнать въ другой—координатная система это случайный придатокъ 
формъ. Слёдозательно, дзн каждой формы должны существовать ташя 
функщи, плыл рацюнальныя, которыя веизмфняются хинейнынь преоб- 
разовавемь; вее измфнене, которое онЪ могуть претери®ть заключается 
въ ирюбрётеши числоваго иножителя. 


Тажь, напримръ, если форма булеть: 


Ра м, р... у, ть 28) (18) 
то Ф(, в, а...) функшя коэфищентовь 4, @, @....., ЕбТорая въ 
линейномъ иреобразозани имфетъ свойство: 

Ф (4 А, Ал...) == ДАФ (а, а...) (19) 


называется инварамтонь фориы (18). С есть опредфлитель преобразо- 
ванёя (5, 10). 
Система форм, выфющихь извфетвую зависимость между еобою, 
иифеть инварааты. 
Нуеть формы будуть: 
В (о, боба нь) об езааь Аьни,В ебу.) (90) 
Если зависимость между коэфищентаии форжь будеть: 
Ф (А 4... „Ву В, С». ) == УФ (о, в, бин бы...) (91) 


то это будеть инвараять сиетемы. 
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Рядомъ съ формою или сиетемою формъ всегда существують друма 
фориы, инфюцщ!я необходимую связь съ данными, связь, которая не зави- 
вить оть координатной системы нли линейнаго преобразовавя. Если такая 
форма существуеть для формы (18), то мы имфемъ: 


$ (4, А, 9,2...) == ДА (а, ут...) {22) 


Ташя фориы называются коварянтами форим {18} или системы фориъ (20), 
Навовоць рядомъ съ формою (18) или системою формъ (20) сущеет- 
вують формы характера (22), но въ которыхъ перемфиныя преобразуются 
обратиныъ преобразоващемь въ то времл, когда формы преобразуются 
прямо, т. е, если м, 2», 2. переходять въ х\, 2.,..., То друМл пере- 
мфнныя &, &, & переходять въ бл, Ел, &з (см. 15, 16} и мы имфемы: 


Ф( Ао, А, Ра.) == Фа, -) ея’ 


Талия функщи называются контражоварантами. 

Вывають формы, которыя заключають и перемфниыя 2), 22, 2з,... 
и&, Е, 6...; первыя преобразуются прямо, а вторыя обратно; при та- 
вомъ преобразовани форма имфетъ свойство инварануа: 


$ (4 А, 2, ва, В, Ва, .) = Аа, ау у, Ф.Н, в...) (94) 


такъ напримврь форма: 


В Ба Е ль (25) 


зовее неизмёняется, т. е. числовой множитель равенъ единид®. Форыы 
характера (24) называются овектантами. 
$ 192. Пояснииъ сказанное примфрами: 
Ир. 1. Двоичная форма первой стенени: 
аз ау=0 (8) 
представляеть или точку на прямой, сосциняющей основных коорбинатиыя точвн 
1=:0, у=0 или прямую, проходящую черезь перосфчене коордипать х = 0, у==0, 
Очевидно, что эта форма пе можеть имёть инзаранта или коварланта, такъ какъ 
онв выражаеть только, что точка иля прямая сушествують. 


Пу, 2. ДвЪ двончныя формы нервой стелени: 
арау=0 , Бе-ьу=0 (7) 
представляють или дв} точки на прямой 2 =0, у=0, яли хёЁ прячыя, проходящая 
черезь точку 2-0, у-0. Козфищенты 4, ви, 8, В могуть ныбль такую, между 
собою, зависимость, что точки или примыя совпадаютъ. Это будеть очевядно тогдвь 
котда коэфищенты а, а, пропорщональны козфищентамь 5, 6,, т. ©. когда: 


1%, м 


ар, — а, = 8 
‚ыы 
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Мы говорниъ, что эта фунищя есть нивар?анть (27), Въ самомъ дВяф, если точек 
иди прамыя (27) совпадають, то ото совпедене незавиеить оть основныхъ, т.е, 
координатныхь точевъ наи прямыхь. Суёдовательно, если положен точенъ (27) 
отнесем кт какимъ-нибудь другиуь двузЪ точнанъ, какъ оеновнымь, то усломе 
{28) лалжно быть удовлетворено коэфищентамн новыхъ уравненй точек (27). Если 
&' -=0, у’=0 будуть друшя основныя точен на той-же прямой, 10 старых точки вы- 
разятся уравнении: 


ааа И, уе (29) 
подетавляя яъ уравневя (27), найдем: 
Арх + Аи =0 , Вл’ Ву =0 , 30) 


ТА 
Ао = ва На, А-а-а , Вева-ыт , В = ВЫ 
таяъ какъ точки (27) послв преобразованя не нерестають совпадать, то мы должны 
имфть: 
4, 4, 
=0 
ъ,в| 


изн, подставляя выфето А п В ихъ выралевшя, найдемъ: 
| ‚› 4:| |шафоу , в 98| |@, ы м 


{В , В,| ‚ба-ыт , ыВ 3 в.в, Ь 
Слфдовательно фувишя (28), хинейнымъ преобразованемь (29), неизифвилаеь, & 
только прюбрфла числовой множитель: 

а, 1 
в, 
который называется модулена преобразована, 

Слждовалельно (98) есть инваранть фориъ, 

Пр. 8. Двоичная форма второй степени: 

вл? -- Залу | у =0 {32) 

какъ мы видфхи въ 6 172 предстевляеть или двф точен или дв прямыя. Какую 
внутреннюю зависимость мотуть имфть точки (82) между собою и только между с0- 
бою? Очевидно, одинствевная такая зависимость--это ихъ совпадене. Условно этого 
совпадени должно выразится связью между поэфищентами формы. Эта фуяюшя 
связи не должна завненть оть положея! я. основныхь точекъ, т. е ие должна изи®- 
нахея, вогдь форма будеть линейно преобразована подставовленяии: 


(81) 


я-а ВУ, уе (83) 

Мы знаемъ, что точки (32) совпадуть, когда существуеть сяёдующая завиенность 
между воэфидентама: 

ва, — 1, = (84) 


Мы товоримь, чо э10 ичваранть формы (32). Въ самомъ дфд%, подетавивь (38) 
въ (32), найдемь: 2 
Ао? ++ ЭАлау' + Ду" = 0 (85) 
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тд: . 
. Аб = вод? - Зала -- в 


А, = аа -|- а (08 +- В) + 618 
да +2 В 

‹ Услове совпадевя точевъ (35) будеть: 

в 


т 


44, — = (ва, — в) 


‚ 


Слфдовательно фувищя (34) въ линейному преоброзовани иробрйла только число- 
вой коэфищенть. Фувкщён (34) есть единственный инваранть форыы (32); ошъ слу- 
жить основавемь верхъ изсяфдованЯ, касающихся формы, во вофхъ отрасляхь ана- 
лиза. 


Пр. 4. Двоичныя формы второй степени: 
ди -Заоу ай =, ый лу у -=0 86) 


представлякиь четыре точки на одной прямой, или четыре ирямыя, проходянца 
черезь одну точку. Основных точки нли ирямыя суть х —=0, у-=0. Эти четыре 
точки могуть быть сопряженно тармоническими и одна точка одной формы можеть 
совпадать еъ одною изъ зочевъ другой формы. Зависимость между коэфищентамя, 
существующая въ этихъ случаяхъ, не должна завиенть отъ пинейяаго иреобралова- 
я; схфдовательно эти фунеши коэфищентовь будуть инваранты формъ (36). 


Пусть точкн или прямыл формъ будуть: 
#—\у=0 , #—№му=0 
(87) 
#—№у=0 , х—№у=0 


№ А, №» № суть корни уравненИй (36). Еели эти уравненйя (36) представляють гар- 
моничесьй рядь или связку, то мы будемь пыфть ($ 146, 14): 


ТЬМА =0 


но: 
— @ —_ 2% —__ 2 _& 
и О 
подставляя, найдемъ: 
в, — Зв - в, =0 (38) 


Посл зинейяето иреобразованя, уравнен:я (36} сдёзаются: 
Ал’ Ау" + Ау =0 , Вы 2Вигу |- Вт = 0 
АЕ Ан В будуть инфть формы (35) и мы вайдемь: 


т 


а 
А, В, — ЗА, В, + Аз В. = : (а, — 2.0, а.) (39) 


, 


Савдовательно (38) есть ннваршанть форм (36). 
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Если одна точка одной изь форм (36) совпахветь съ одной изъ точек, или 


эрямыхъ другой формы, то мы должны имфть, какъ результать лоедюченя 2 сд. 
дующую зависимость между коэфищентами формъ: у 
(в, — ав.) — 4 (В, — вв) (и — а.) 
эта завиенмость есть вваранть, такъ накЪ совпадене точекъ не зависить отъ ли- 
нейнаго преобразован. 
Уравиене ($ 178, 35): 


а ау у, 
9 —& щ | =0 {40) 
ыыы 


представаяющее хвойныя точки или прямыя инвохюцроннаго ряда (81, 32) есть, оче- 
видио, коварГавть, 
И въ самомъ дл, послв нреобразовалия, найдеыт: 


д ту у оу 

4—4, 4 вт 

5—4; 4 = | — м 4 (41) 
8,3 

В, —В, В, и в 


Изь этого примфра, видимъ, кавимь образом, извфетная связь между точками, пря- 
мыми, ихи вообще кривыми, сопровождается веегха другими функщами тбено сва> 
завными съ данными. Заыфтихь еще, что услове параллельности прякыхь лин: 


ах Ну +1 =0 
ща Ну ры =0 


пиенно: (42) 
в, — в = | 
й “„ Ы 
есть нивартаять. . 
Услове, что три прямыя переебваются въ одной точкй: 
ат уе =0 
ав ву а =0 (43) 
д ву =0 
именно: 
а В & 
% Ы в|=0 44) 
5 ва 


Ви, Чо три точки лежать на одной прямой хинш, есть ниваранть, 

Услове (28) $ 117, вырыжающее, что четыре точки предстаяаяемыя уравне- 
мемъ 4-ой стенени суть тармоничесвя, есть ннзар!анть, тавже точно как и услов!е 
(36) $177 выражающее, что четыре точки ураввешя 4-0 степени экмантармоничны. 

Эчтихь принфровь достелочно, чтобы составить яеное ноняте объ инзараязахь 


я возарантахь и о той роли, которую они должны играть въ знализЪ. 
13* 
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Въ настоящее время сущеетвуеть дфшый отдфкк анализа: теоря формъ, въ 
которомъ излагаются слособы разысканя инварнтовъ формъ, их Число, завиен- 
мость между ними; это одна изъ сахыхь интересвыхъ и трудныхъ частей анализа, 
Эта часть анализа обязана свомъ возникиовещемь англйскому математику Булю, 

$ 193. Въ этомъ вараграфЬ мы укажемь на нБкоторые инваранты 
или коваранты, которые инфоть каждая форма или система формъ. 

Если /(а, @, @,...;Жу) двоичная форма нфкоторой степени, 
Ф (а, в, а...) ея инваранть, то по свойству инваранта мы должны 


имЬть: 
а А 


в 
тд8 А, А, А.,.... суть значення коэфящентовь о, @, @2,...., ВЪ кОТО- 
рые они переходять посл линейнаго преобразованя: 

дар В", учи 

„2,у) есть коварантъ, то мы имфемъ: 

Х 


ы 
5 Ф (по, и, @а,...; 29) (46) 


Ф (А, А, А...) 


‚ (ао, в, @,...) (45) 


Если Ф (а, в, 4, 


а 
Ф(Аь Ар, А... 3, у) == 8 


Если форма { (в, @,...;2, у, 2) будеть троичная, то линейное преобра- 
зоваве будеть: 

= аа’ ВУ -Рий , уе РУ Ра", = ых НУ зе (41) 
а инваранты опредфляются тфми же уразвневями (45) и (46). 


Пусть А и будуть дв, как1я-нибудь, двоичных формы; мы товоримъ, 
что опредёлитель: 


[9А. 9%. 
9% ’° 9 
9= 
в 9% “9 
9% ' 99| 


воторый называется функибональнымь или опредълителемь Якоби, веегде, 
есть инваранть или воваМанть формъ, коыя бы эти формы нибыли. 
Пусть № и № будуть фориы Ди {,, послф линейнато преобразо- 
ван1я: 
ав ев 
Легко видфть, что: У умы 
9 _ 0 9 8, 
д од Году‘ р Гут 


В, М, м, 
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точно тавже найдень: 
В, № 
д 0 * + бу 


Ч 


ОР 0 00 би №, 
ду ` 0 0 Ра 8 


откуда имЪемъ: 


|9Е. в! 1% Г с, 9 
ры ЕВ ен к еп. ый 
[# и деду ’ т 
д о [б.у 9-9 
По РТ о Ри 
а но правилу перемноженя опредфлителей, найдемъ: 

Е 9 м 

д ду |1 , у в 9 

9, ов в, м 

0 бу! 9 0! 


а 270 показываеть, что опредлитель Якоби есть инварвнть или кова- 
ранить, 


Пр. 1. Нусть данныя формы будуть: 
разу , В -аж-ЕЪу 


изъ нихъ имфенъ: 


бы, ы 


который, какъ уже извЪетно, есть инваранть: 
Пр. 2. Пусть данных форим будуть: 


= вой 4 2илу-- а, В -- Бу-НЫр 
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откуда; 
19 9 
р во -- ву ий шз-- вазу 
10 106 
ав = 88 Ву * аду из + у 


Слфдовательно опредфлитель Якоби будеть: 


|98. 
рта 


9% 
9 


. 


р 
мт 
Ва 
ду | 


Гавз ау , 


| 
| 


вх - 


Ноу , 


ОИС) 
| 


2-Е у 


а это коваранть формь, который уже нашли выше (41). 


Пр. 3. Легко также показать, что фуккщюнальный опредфлитель 
трехъ троичныхь формъ д, №, [з есть также инваранть или коваранть: 


94. 
ду 
ОВ 
ду 
в 
ву 


(50) 


и вЫ 


$ 194. Если { есть двоичная форма, какой бы то нибыло степени, 
то опредфлитель: 


и 9. 
д * дд 

Н= (51) 
и 0 
Тбеду * ду 


который вазывается Гессевекимь, есть инваранть или коваранть. Ееди 

зозьмемъ производныя по хи у формы Г, то будемь имёть двЪ формы, 

которыхь опредфлитель Якоби есть вичто иное какъ Гессевсый опред®- 

дитель, слёдовательно (51) есть инваранть или коваранть формы /. 
Пр. 1. Пусть данная форма будеть: 

РЕ ада? -|- За лу + вау? 

то будемъ иибть: 

9 94 

д2бу = , = 2 


28=2% › 
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199 
откуда: 
2 , 27 | 
877 ’ 029%! 2% ‚ 2 | 
| |= 4 (ваз — а) 
| 97 | 12, 34| 
}0т0у ° 97| 
инваренуь, найденный уже выше (34). 
Ир. 8. Пусть Г будеть двоичиая форма трегей степени: 
[== во - Заза?у -|- Зазу? -|- зу? 
то: 
91 91 = и — 
раба, ро, О Вы + ву) 
откуда: 
9 9 | 
0? '’ длду вх--щу , ша оу . 
| р. в; | — (52) 
1 8Г. 997 аа -рау , в -|- ву 
ебу 0 


есть козайантъ. 


$ 195. Если Гесть троичная форма, то легко, такимъ же образомъ, 
показать, что Гессевсый опредблитель: 


мо мо м 
д? ' дхду * дб 
5 


ду 
|07ду ’ 0 * буд 63) 
9 9 9 


[9208 ‘ дуба ’ 9 
есть ивваранть или коваранть формы 


Пр. 1, Пусть { будоть троичная форма эторой степени: 


Е аа, + ар, - аз -- Зазил, - Зальлть Е Затуль 69 
откудо: 
* 47 _ 9% _ 2! 
«= 28, , р 2» , дедк 26:3 
0 9: 97 
д-аы › бе, ре ы 
Слфдовательно опредфлитель: 
2, ба у бы 
Д=| м, м, ы 


(5) 


бл, а, 
есть ниваранть, Этоть опредфлитель, вавъ увидим ниже, играть важвую роль 5Ъ 
хоническихь офчещяхь. 
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$ 196. Есть еще два инваранта или коваранта, которые имфеть 
велкая двоичная форма, или формы, какой бы то ни было стенени. 


Пусть будуть дв двоичвыя формы; 
Я (в, @ы,..1 2.) и В, Ы, в, у) (56) 


Эти дв формы, приравнениыя нулю, предетавляють два ряда точень на 
одной прямой лиши или двЪ связки, проходящия черезъ одну точку. Еели 
одна изъ точекъ одной формы совифщаетея съ одной изъ точекъ другой 
формы, то нежду коэфищентами фориь должна существовать извЪетная 
зависимость, независимо оть положення оеновныхь точекъ или отъ ли- 
нейнаго преобразован я. Эту вависиность получають, если между формами 


(56) исключимъ у. Результать такого исключеня ееть функши, цфлая 
ращюональная, оть коэфищентовъ а, @,...;Ви, 8, ,-.. Очевидно, это бу- 
деть инваранть хвухъ фориъ. 
Ир. 1. Пусть даниыя формы будуть: . 

р = вот 4 Зау + оу? 

ВЕ 26 зу у" 
результать исключен я будеть инваранты 

(аб, — в.в) — 4 (4, — а, 64) (ав — в.в) 7) 


Пр. Я. Если дана двопчная форма / то производныя ея будуть также двоич- 
ныя форны; 
9 и 
92 ду 
Результать исключеня ; изв этнхъ формъ будетв инваранть производныхь или 


инваранть начальной формы /, вохорый называется дисхриминаютонь нли яризнач- 
мой Пусть двончная форма будеть: 
Та вал -- Залу + ау? 
СА 9 
да (т оу): ду + ву) 
результать ноключены л ну будеть дисвримниаать формы: 
% ‚а | 


= в, — в, 
шв 


какъ уже видфзи выше. 
Пр. 3. Если фориа, троичвая: 


Га аай, + ока 4-ой, 4 Залить, 4 Зацени, - аль, 
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ва дискрихиначть получится изъ уравненй: 


10 
ра = @:2, -- бт, + ваз =0 


и 


202, 

10 

ыы Зал, авт, = 0 
1 

Зав, = “ый {+ была, - аз, = 


исключая 2,2, 2, Что дасть: 


инваранть уже выше найденный (55). 
Пр. 4. Дискримныаать формы: 
ГЕ ваз 4- Зллу -{- Зсту* + ду 
получится изъ уравнений: . 
97 биз? Зву 9—0 , я = 367 + 2еву + ду) —0 
исключен х,у даетъ дискримннанть двоичной формы третей стенени: 
|, №, е,0 


9, в, е 
= (44—51 — 4 — 5)0а — в) (68) 

5, %, 4,0 . 

о, в, ж,а 


Дискрпминанть есть условте, что форма выфеть равные корни. Замфтимъ, что инва- 
раанть или козарюнть ковартавта формы илн формъ есть ниварйанть иди коварвнть 
вачальной форны ихи формт. 


$ 197. Тенерь остается сказать нЪфеколько словъ о числф инварЕ- 
антовь двоичныхь фориъ. Мы уже выше сказали, что двоичная фориа 
первой степени х--ау не имфеть инваранта, такъ какъ онё пред- 
ставляеть или одну точку или одну прямую. 


Форма втораго порядка: 
Ра вия -- Заллу | ай 63) 
имфеть только одинъ инваранть—это дисвримиванть: 


Ба, — 9 (60) 
Форна третьнго порядка: 


{= вай -- Зала?у + Заз? -- зу? (61) 
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иыфеть также только одинъ инзаренть—диекриминанть (58): 


Вл (ваз — 0102) — 4 (баба — 99.) (16, — в) (62) 


Что эти двф формы имфють но одному инвар!анту, это легко показать 
слёдующимъ образом. Преобразуемъ формы (50) и (61) подстановлещемт: 


хо", умы 
Эти формы сд®хаются: 
Е А ду" -- Ау 


= А-З Ау АЗ Ау?-- Ау 


такъ накъ въ коэфищенты А, А.,... входять четыре совертенно про- 
извольныя величины а, В, 7, 8, то формы / можно преобравовать въ ©0- 
вершенно произвольныя формы Ё, для этого надобно опредфлить четыре 
величины а, В, |, 8, въ первомъ случаВ изъ трехъ уравненй, а во вто- 
ромь изъ четырехъ. Олёдовательно козфищенты До, 41,.... могуть быть 
зыбраны совершенно произвольно, т. е. не существуеть никакой завиеи- 
мости между коэфищентами вачальныхь формъ и коэфищентами преоб- 
равованиыхъ. 


Положимъ теперь, что наши формы имфютъ но два инвараить 
фи Ф», едфдовательно имфемь, по свойству инварантовъ: 


Я (Аь А, 49) = РА (а, в, @2) 
$2 (Ах Аа, Аз) = фа (а, @, аз) 
для формы вторато порядка (59), и 
$: (А 4, А», А) = {2 в, в, @з) 


92 (Ао А, Ав Аз) == Нрь (а, @, @з, аз) 
для форин третьато порядка (61). 


Возвыеимь первыя изъ этихъ уравнемй въ степень р, а вторыя въ 
степець Х и раздляя результаты, найдемъ: 


Ф(Аь, Ар, Аа) == Фа, в, 2) 
Ф( А, А, Ав, 43) = Ф(а, и, а, в) 


т. е. мы бы имфли зависииость между совершенно произвольными коэфи- 
Щентами ао, а, @,... ИА, А, Аа... 
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Форма четвертаго порядка имфеть пять воэфищевтовъ, слёдовательно, 
исключан четыре величины а, В, 1, 5 изъ нати уравнен!, мы найхемь 
зависимость между а и А такого рода: 


Фа в, в въ 4) == Ф(Аь А, Аь, А 44) (63) 


сл№довательно фориа четвертаго порядка должна имфть два основные инва- 
Манта. Форма пятаго порядка имфеть ихъ три, а форма шестаго порчдха— 
четыре. Велкая форма имфоть безчисленное множество инвармантовъ, во 
воЪ они суть функши оеновныхь. Такъ напр. всякая степень инварганта, 
ал — ай, есть инваранть формы втораго порядка. Инваранты свойства (63) 
называются абеомонными инварантами формы, тавкъ какъ эти фуньни 
вовсе неизиЪняются линейнымъ преобразовашенъ, 


ТЛАВА ХУ. 
Кривыя зтораго порядка и втораго класса. 


$ 198. Въ началь настоящаго сочиневшя мы уже познакомились съ 
четырьмя кривыми: кругомъ, эллипсомъ, гиперболой и параболой. Ве эти 
кривых выражаются уравненими второй стелени и были уже извфетны 
древнимь геометрамъ; кривыя эти, носили у нихъ назваве хоническить 
спчейа, такъ вакъ вс он получаются пересфчещемъ конуса плоскостью 
въ известном направлен, Въ настоящей главё мы изелфдуемь геомет- 
ричесвя мЪета, представляемых общимъ уравнешемъ второй степени между 
координатами, и покажемъ, что такимъ уравненемъ выражаются только 
четыре коничесыя сфченя, названныя выше, кругъ, эллипеь, гипербола, 
нарабола, и дв прамыя, 


Самое ‘общее уравнеше второй степени между двумя перенфнными 
координатами имфеть форму: 


д--2Влу -- Су" 20х-- ЗЕу- Е==0 (1) 


Это’ уравнеше, какъ видимъ, содержить есть чноловыхъ коэфищентовъ, 
оть которыхъ зависить, какъ ниже увидим:, родъ коническаго сфченя. 
Такъ вакъ на одинь изъ воэфищентовь можно ве члены, или лучше 
сказать всф воэфищенты, раздфлить, то числовыхь коэфищентовъ будеть 
только илть. Слёдовательно одинъ изъ коэфищентовъ въ уравневя (1), 
не нарушая общности, можеть быть сдфланъ равнымъ единиц. 
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$ 199. Чтобы наши изолфдовашя были самаго общаго характера, 
мы отиесемь положеню кривой Еъ координатному треугольнику, котораго 
уравненя схоронъ, въ докартовыхъ координатахь, иуеть будуть: 


ия ру а =0 
аз -- ву -- а =0 (2) 
аз -|- ву -- с ==0 
"Трилинейных координаты, накой-нибуль, точки 2, х;, ®, будуть ($ 182); 
ра = ааа Ну | 1 
раз == их -|- бу -|- са (3) 
р2з == ва -[ Ву -[ св 
8 декартовы, выраженныя въ трилинейныхь, будуть ($ 182): 
Ая 4 + Аза Ва -- В + Ва 
С а: Е Са Св ' ы Оль -- Съз -- баз ® 
Значене коэфиентовь А, В, С извЪетно (8 181): 
Коля эти выраженя для 2 и у подетавимь въ уравнене (1), то оно 
чося% вебхь приведен получить слёдующую однородную форму: 
= аа Е азвд, | азза?з - аль [0139 -|- Заза: ==0 (5) 


Дальнфйпия изелфдоваюя покажуть выгоду писать коэфищенты въ 
уравнени съ двойными индексами. Правило для нихъ есть слфдующее; 
коэфищенть у зря веегда аук. 


Прежде чфиъ приступимъь къ изолФдованию свойствь коническихь 
<&ченй покаженъ нфкоторыя вамфчательныя свойства функщи (5) или 
троичной формы втораго порядка ($ 190). Функцю (5) можно написать 
ВБ слфдующей форм: 

{= (вл -- из - азха) а + (из а, + а@ззтз) та 
4 изд аз -Е аз) 2 (6) 
Если теперь замфтинъ, что: 


19 

я. = ил -- 12а -- @1 328 

19 

= аз -- ава -- азуть (т) 
1 


1 
За тб во - а 
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(ах==и), то уравнене (5) или (6) приметь форму: 
щи Аи, 9. - 
=, ды о Ра, (8) 


Мы увидимь ниже, что всф изслфдованя свойств кривыхъ втораго по- 
рядка, основаны на различныхъ значеняхь, которых можно придавать 
формВ (8). 

Функция (5) можеть быть написана въ слфдующей простой вимво- 
лической фориЪ: ” 

[= (аа -- вата -[- азиз)? {9) 
если условимея, послЪ возвышешя въ степень, замфщать коэфищенть 
ам; черезъ бы; Ттавъ, наприи%ръ, а* = взиЪщается черезъ из, азаз 
замфиается черезъ @1з ит, д. 

Замфтимъ еще одно изъ весьма важныхъ свойствъ выраженя (9). 
Это свойство заключается въ слёдующемъ: 


И, 
би д Г ду, ид т 


% % 
дл + дк {10) 
т. в. что эта функщя ие изифняется, авыфняя одн® перен нныя 2, 2, 25 
другими у, у», Уз. Это свойство легхо провфрить подетановлеемь въ 
(10) выражевй (7) вието: 


№ и“ 
= ду 
$ 200. Если въ тождествахь (7) положинъ: 
197 =. 191 _— 19 — 
зад =, ада › ад, ау 


то он слвлаются: 
ат, - ана - аз = 06, 


дал + ааа -|- поз = 0 {12) 
ая -- азота -- ааа == ба 

откуда, рышая эти уразвевйя относительно х, найдемь: 
Аб Е Ад -- Аир 
Аз -- Аозбь -- Азова == 2 {13} 
А -- Ао -- Ава == 2 
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Если первое изъ уравневй (12) помножимъ на эм, второе на х,, третее 
на тз и сложимъ, то будемъ имЪть: 


[® =сба Е + в) (14) 


Помножимь точно также первое изъ уравненй (13) на &, второе на Е», 
третее на & и складывая, найдемъ (Ал = Аь;) 


Арба | Аб + А ЗАВ Г АВВ, + ЗАвб: = 
= + Ба -- 325) (15) 


Означая первую часть этого уравнешя черезт /'(Е), найдем: 
Г = об Е Ел) (16) 


Изь уравненй (14) и (16), найдемъ: 
пе =оГ® ат) 


Изь уразнешй (13) и (15), имфемъ 


2998 (18) 


Изь выраженй (11) и (18) видимъ, что фунещи /(2) и [’(&) переходять 
одна въ другую подстановлейями совершенно подобными, поэтом? онЁ 
называются озаииными функиямы. 


Если къ уравненямъ (12) присововуримъ уравневе (8), которое въ 
силу положежй (11) можно написать въ форив: 


обл ль + вбыь = е) 9 


10 изъ четырехъ уравненй (12) и (19), исключая м, хо, дз, 1, вайдекы 


в: @з аз — 08 
аа @з аз — 5% 

=0 (20) 
би ба 08 — 0% 


4% & % —/®) 
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или: 
[ао ба ма 5 
в бр 3 6 
^н®-+ р 
@1 @52 @зз 963 
9 в, 9% 0 
отЕтда: 
[аи биз @з & 
52 ба @2 @зз ы 
= - 
ак бе зв в 
И: В: ВС 
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(21) 


тд® А ееть извёстный опредфлитель или инваранть функции (5) 8 195, 55. 


Если нъ уравненяиъ (13) присовокулииъ уравнене: 


= +ьй 


которое въ силу положенй (18) можно написать въ форм»: 


Е + 


5 


раб -+ рб [раз ==) 


то изъ четырехь уравнев (13) и (22) найдемъ, кавъ выше: 


Аз . Аз . 
Аз з Ча 
Аз ’ Аз 
1, м , 
откуда: 
] Ан 
, 2 1 
Ро=—- 
91 
Ел 


, 


. 


[22 


‚ — р 


‚т 


‚ —Р® 


т, 


(22) 


(23) 


(24) 


тдф Д’ есть вззимный опредфлитель опредёлителя Дн связанъ съ нниф 


зависимостью ' = Да, 
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Элементы опредлителя: 
| Ак, 4, А 
ДА'=| Ад , Аж, Аз {25) 
Ан, Ан, 4 | 


выражаются въ элементахъ опредвлителя Л, слёлующинъ образомъ: 


Ан == ара — 053 Азз = Аза == баз — @п@зз 
Аз: = ваз — 3 Аз = 431 = @12013 — @ззбз (26) 
Аза = ваза — 23 Аз = Аз == @1305з — @зуба 


Если коэфищенты пропорщюнальности сир въ уравнешмяхь (21) и (24), 
внесемъ въ перемВиныя, то найденъ: 


|1 ба @з & Ак Аз Аза | 
1 | бы ба 0 Ё И 1 | Ая Аз Аз ль 
=Ь— — ‚ Р®=Ь— их (21) 
аи аз @з в Аз Аза 438 ть 
Бы ъо я в в 0 
Изъ этихъ выражешй лено видна взаимность между функщями Ги /*. 
$ 201. Если положинъ: 
14 14 14 
Ва о о а 
1% % 4! 9 
т 1 
Зал + за , дв 
и соотвфтетвенно; 
19/' 19/" 19!" 
29 и, о , о 
(23) 


10 10!" 10/' 
ава , а , а 


то легко найти, исходя изъ выражения: 


а ай, 
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что: 
2 (5. 4 +5 (6 +ьй о) вы 


или, внося козфищенты пропорщюональноети р и © въ перемфнныя: 


в. +57; +, вых ЯР ый (30') 


$ 202. Мы видфли, что уразнене второй степени (5) закдючаетъ 
пять числовыхь коэфищентовь, относительно которыхь уравнене имфетъ 
линейную форму, слёлдовательно, если будетъ дана точка координатами, 
черезь которую должна проходить кривах (5), то эти коордикаты должны 
удовлетворять уравненше (5), подставивъ их въ это уравнеше мы буденъ 
имфть одно линейное уравнене между пятью коэфищентами. Если кривая 
должна проходить, напринфръ, черезь точку у: уу» То мы долины 
имфть: 


Нилу) == ау -- ау -- аззу?з -- а зуиуо-[-Зазцу: уз азвузуз==0 (31) 


Слёховательно, если даны пять точекъ, черезь которыя должиа проходить 
кривая, то мы будемъ имфть пять линейныхь уравненй, подобныхь урав- 
нению (1), изъ которыхъ можно опредфлить вов пять коэфищевтовь. От 
сюда вытекаеть слёдующее предложение: 

Предложене. Черезь пять, произвольно выбранныхь, точекъ въ од- 
ной плоскости можно провесхи одну яюльо кривую втораго порядка и 
эта кривая пятью точками внолнф опредфляется во всфхъ ея частяхь. 

Бривую вторато порядка или стешени мы будемъ веегда называть 
хоническимь спчешемь, 

$ 203. Пать точекъ, опредфляющя коническое сфчене, могуть быть 
такъ сгруппированы, ч70 кривая будеть состоять изъ пары прамыхъ 
лин. 

Чтобы это показать, пусть пять точекь, опредфляюлия коническое 
сЪчене, будуть: 


пи, даа, и шм, бам, (а м №) (32) 


такъ какь черезь эти точки должно проходить коническое сЪчене, то 
эти координаты должны удовлетворять уравнению (5), сл®довательно под- 
становлеше ихъ въ 210 уравневе даеть пять уравнешй подобныхъ урав- 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. м 
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неню (31). Исключая изъ этихъ пяти уравнены и местаго (5) коэфи- 
щентны а», найдемъ уравнеше вризой въ форм опредзлителя: 


12 2 2 а аз 


НИ Уз у У 
2 2 2 да аз #03 
Га из аз) == | =0 (33) 


14 о а Чиа Чиа из 


[9 А 
|, Зи? Чиа а из 
Легко видьть, что этоть опредфлитель обралкается въ нуль, если пере- 


мфнныя координаты 2; 2 2; равны координатамъ одной изъ пяти дан- 
НЫХЪ ТОЧеЕЪ. 


Пусть послфдыя три изъ пяти данныхь точекъ (82) будуть нахо- 
дитея на одной прямой лиши, коей уравнене есть: 


а - Бе, - слу ==0 


тавъ какъ точки (и мо чз), (21 95 #3), (4: №; 103) находятся, по усло- 
эю, на этой прямой, то мы должны имЪть: 


б=оаь бы ев=0 , О =аа + И: ев = 
Оь=аш 9, + оз =0 (34) 


Уиножимъ первую колонну опредфлителя (33) на а придадииъ къ вей 
четвертую и пятую колонны, умноживъ сначала первую изъ нихъ на В, & 
вторую на с. Означимь сверхъ того: 


аи -- у: ов = И ; аа - 4 Ро = 0, 
Тажая операвия даетъ слфдующее: 


таб 2 2 па жа дву 


0 9 95 уф 9 
а (и ид) =0 (35) 


ча 97) ий ине иль му 


Въ этомь послЪднемь опредфлатель умножниь вторую колонну на Би 
вридадимь къ ней послфднюю и четвертую, умноживъ сначала первую 
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на с, а вторую на а. Наконець унножимь третюю колонну на с и при- 
дадимь въ ней предпослЪднюю и четвертую, умножирь сначала первую 
на а, & вторую на $. Такинъ образомъ получижъ опредфлитель: 


0 20 3 0О:ж2 ва дуть 


И И И и и У 


20 2303 230 222 #28 2303 
м 03 из 03 303 
20% 90: 230, 


афе (т та яз) == 


. =—=0 (36) 
а ФИЗ из 


90 508 бб 


1 0 09 05 из | ила еле ба 


Этоть опредфлитель раздфлент на четыре квадрата и такъ кавъ, по усло- 
вю, три данныя точки лежаль на прямой И=0, то мы имфемъ 0; =0, 
И: =0, О,==0, слёдовательно во элементы, внизу на. лёво стоящаго квад- 
рала, равны нулю; а потому, по свойству опредфлителей, опредфлитель (36) 
распадается на произведен: 


170 20 50| мл чм 


афер (а пожь) == | у А УЗ УЗО | а без чз |==0 (87) 
а 02 202 #108 | [01402 301103 без 
или: 
хо 2 25| миа а чм 
вс (алая) == ПО, био р Фа | =0 (38) 
2 2 #8] |900 910 4016, 


Изъ этого послфднято уравиевя видимъ, что [(% 2,2.) =0 распадается 
ва два линейные множителя: 


м 2 
О==ал Е Ф-| сз = м в | =0 
Ел 2% #3 


Изъь коихъ первый есть прямал, на которой находятся три точки 
(и ма 18), (в в), (& и из), а второй есть прямая, проходящая 
черезь остальныя двВ точки (у у у) и (а м 23). Изъ этого вытекаеть 
слфдующее предложен: 
Предложене. Если изъ пяти данныхь точекъ, опредфлающихь Е9- 
ническое сфчеше, три лежать на одной прямой лин, то коимческое сф- 
м* 
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чене обращается въ пару прямыхь лин. Какииъ же условемъ связаны 
коэфищенты уравненя (5), когда ово распадается я& два линейные, ра- 
цюнальные, множителя? 

ели уравнене (5) распадается на два линейные иножителя, то его 


форма будеть 
= 


тдЬ в и о суть линейныя функщыи относительно первифиныхь м 2; 2. 


Изъ этого уравнешя имфеиъ: 


Если вЪ эти уравнешя подотавимь координаты точки пересфчен!я пря- 
ныхь: 


то будемъ имЪть: 


Если изь этихъь уравненй исвлючимъ д 2 хз, то найдеиь сл5дующую 
зависямоеть между коэфищентами уравневя (5); 


Ч @2 @з 


@: @з @з|=0 (39) 


д 
ба а @зз 


для снмнетрн мы писали вифсто и; ‚ и, и впредь будемъ предполагать, 
что ие. 


$ 204. ДеВ кривыя ливи, выраженныя уравнешями въ декартовыхъь 
воординатахь пересфкаются въ тЁхЪ точкажь, вонхъ координаты удовлет- 
воряють оба уравненя. Слёфдовательно число точекъ переефченя кривыхъ 
‘линЁй будеть равно числу царъ координать, удовлетворяющихъ оба урав- 
ненЁя кривыхъ. Если одна изъ кривыкь веть воническое сфчене, а дру- 
гая есть прямая линЁя, то опредёливъ изъ послёдняго у, если подет- 
вихъ въ ураввене коническаго сфчешя, то получимъ квадратное урав- 
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неше относительно 2. Двумъ. коркямъ 21, 2; этаго уравнен!я будуть соот- 
зЪтотвовать двЪ ординаты у; и у», слфдовательно прякая линёя пересз- 
хаеть коническое сЪчен!е в5 двухь точкахъ. 


Легко найти уравнен1я этихь точенъ, Шусть: 
Кая в в)=0 ‚ ам 6 -св=0 {40) 


будуть ураввеня коническаго сфчешя и прямой. Есля означимъ черегъ 
я а уз координаты одной изв точекъ пересфчешя коническаго сфчешя 
еъ прямою, то уравнеще этой точки будеть: 


у у уз =0 (41) 


Такъ вавъ координаты (у у: Уз) должны удовлетворять уравнешя (40) 
и (41), то исключая эти величины изъ уравиенй (40) и (41), найдемъ: 


5—6 ‚с —аё , №) =0 (42) 


Это уравнене представляеть пару точекъ, такъ какь легко видЬть съ 
помощью критерума (39), что оно распадается на два ливейные ниожи- 
теля относительно линейныхь воординать & & в. 

$ 205, Остается рёшить вопроеъ относитедьно числа точекъ пере- 
сЪчешя двухъ коническихь сфчен. 

Пусть уравненх хоническихь офченй въ трилинейныхь координа- 
тахъ будуть: 

{= ааа, - дао, -- азза?з - Золя + Зо злить - Задать == 0 

(43) 
В == бай, - в - Ба + 2 зая | ЗИ злаь -- бзтииь == 0 


Эти уравнешя можно написать въ фору: 
[-= @л?, -- ау - аа == 0 
д =, +, -- в =0 


ТВ @0 и В не заключеють ни м них», м и И суть функши первой 
степени относительно я н 2, аз и 6, суть функши второй степенн от- 
ноентельно тёхъ-ще перемёниыхъ. 


Если изъ этихъ уравнеюй опредёлниь 2% и ть, то найденъ; 


2. —_ 16а — 26 2 —_ 6: — ив 
‘аа “ ми -вь 


ео 
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откуда: 


о — вЫ = (=> — а \ 
в — або а, — @ 65 


или: 
(ай — в) (а — аб.) == (вр — ао)" (44) 


уравнене, очевидно, однородное четвертой степени относительно #2; и 2, 
слёдовательно разлагается на четыре линейные иножителя: 


д — 1. =0 , д =0 , м — а =0 , м-в, =0 


которые представляють прямыя, воединяюция вершину х: =0 , 2.=0 
хоординатнаго треугольника съ точками пересёчешя данныхь коничес- 
кихЪ сфчен!й. Отвуда вытенаеть сл5дующее предложене: два коничеемя 
слчен1я пересфкаются веегда въ четырехъ точвахъ. 

$ 206. Четыре данных точки ие воли опредфляють ковическое 
сфчене. Возьмемъ два коническихь сФченя: 


й (ма) ==0 , К (аль) =0 (45) 


которыя, какъ мы выше видфли, пересфкаются въ четырехъ точкахъ. 
Если возьмемъ уравневе: 


й (влез) — Балта) (46) 
тдф ^ есть неопредфленный воэфищеять, то это уравнеше предетавдяеть 
цфлый радъ коничеекихь сфченй, проходящихь черезь четыре точки 
пересфченя кривыхъ (45), такъ какъ координаты этихь четырех точекъ, 
удовлетворяя уравнешя (45) удовлетворяють и уравнене (46). Давая 
воэфищенту ^ всевозножныя значевя, мы получимъ цфлый рядъ кони- 
ческихь сфчешй, который мы будемъ называть связкой коническихь сьченйй, 
проходящихъ черезъ четыре точки, подобно тому, какъ мы назвали свлз- 
кой прамыхь, прямыя проходяшя черезъ одну точку. 

Легко видфть изъ уравновя (46), что черезь каждую, произвольно 
взятую, точку на плоскости проходить одио изъ коническихъ сЗченй 
связки (46). Въ самомъ дёлВ, пусть у у» уз будеть, какая-нибудь, про- 
изЗВОЛЬНо ззатаЯ точна. Бели коническое обченю {46} должно проходить 
черезь эту точву, то ел координаты должны удовлетворять уравнею 
(46), слЬдовательно найдем: 


Бин) — Ми) 
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откуда: 
х— Ам 
Ь (ууу) 


подставляя въ (46), найдемъ: 
№ уууаую) В (дла) — В (луз) Ь (лзуав) = 0 


уравиене копическаго сфчешя, проходящаго черезь четыре точки пере- 
сфчешя Д ==0 и А -==0 и черезъ пятую точку (у, узуз\. 


Пересфчене конячоснаго счета съ прямою. Поляры н касательныя. 


$ 207. Первая задача, рЬшене которой служить ключемь въ из- 
слфдован!ю свойствъ коническихь сфченй или кривыхъ, есть слёдующал, 
которую мы уже рёшили въ $ 204, а эдёеь мы ее изслёдуемъ подробно. 

Задача. Опредфлить точки пересфченл коническаго сфченшя съ пря: 
мою, проходящею черегь двф данныя точки (уузуз), (лье 

Рьшене. Координаты, какой-нибудь, точки на прямой, проходящей 
черезъ точки (у: узуз\, (21273) выражаются уравнениями ($ 187, 17); - 


фа == № ‚ бое Нм, рае Е № (41) 


Если 1х. суть координаты точевь пересченя прямой (47) съ кониче- 
свинъ сфчененмт: 
(из аль - аз =0 (48) 


то онф должны удовлетворять уравневе (48), слфдовательно мы должны 
имфть: 


{и-- а» + озуз Е Мал -+ въ -{- ава}? == 0 (49) 
или: . 
(пуи- ао ау + лав -- аз») (а - влез - азз) -- 
+ (аа- ааа, + аа) == 0 
или: 
ВА --20А-- Р-=0 (50) 
ть: 


В=(иа-- аль Раза)? , Р== (ии вуз -- 043) 
9= (и -- вы | 253) (ила в д) 


Если развернемъ эти ураввешя съ услошями сказанными въ $ 199, 10 
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найдемъ, что Ви Р суть ничто иное какъ уравнеше коническато сфче- 
вы, въ которое подставлены координаты (у1зуз), (212123), 8: 


е= ии + ии) или = (ая + аду. + и) (51) 


Если рЬшимъ уразнене (50), найдемь для Х двЪ величины: 


НИР , 0-е а 


Слдовательно прямая, проходящая черезъь точви (у, зу»), (22:23), пере- 
сфкаеть воническое евчене въ двухъ точкахь, дёйствительныхЪ или иии- 
инхь, коихъ выраженя получатся изъ (47), подставляя виЪето А его зна- 
чешя (59): 


рии —(9—У9—ФВРа ‚ м!=вВу-—(9--И Ра 


==Ву-—0-У@-ВРь , р=Ви 49-Е ФЕВР, (53) 


ри. Вуз-9—У9—ВРи , ы=Вь-(9--/—ВРи 
тАЪ общй знаменатель Я внесенъ въ коэфищенть пропорщюнальности р. 


Тахимъ образомъ на данной прамой мы будемъ имфть четыре точки; 
(41925), (дз) и двЪ точки данныя предъидущими зыраженяни, т, е, 
точки пересфчешя коннческаго сфченя съ прямою. 


Автарионичесвое отношене отихъ четырехь точекъ будеть или 


% 2 
к или >, вели ихъ означимь черезь м ие, т. е.: 
у 
_ м № 
=, м-р 
откуда: 
2.4 2 
1 -- аа = Е ‚› Ч =1 
м 


Такъ какь № и), суть корни уравневя (50), то имфень: 


2 
а =—19 . Ам =Е 


слфдовательно: 
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Имфя сумму количествь о и аз и нхъ произведен составииъ квадратное 
ураввене, коего количества эти суть корни, именио: 


›_ 40 2РВ = 
а а а-1=0 
мли: 
(1-27 РЕ 40а =0 (54) 


корни этого уравневя дадуть неносредственио ангармоническое отношеше 
четырехь точекъ (у узуз) › (21252) и точекъ (53). 

$ 208. Если въ уравнеши (54) мы фикенруемъ одву изъ точекъ, 
наприиёръ (у у2уз), дадимъ опредЪленное числовое значене ангармони- 
ческому отношеню а и будемъ вращать сфкущую, выбирая на ней, во 
везхь ея положешихь, такую точку (1205), чтобы она удовлетворяла 
уравненю (54), то мы получимъ геометрическое мфето точекъ, коихъ вн- 
тармоническое откошене съ точною (у/зуз) и двумя точкаии перес- 
ченя сФкущихь съ коническимъ сфчешенъ (48), кыфеть денное опредв- 
ленное числовое значене. Тавъ какъ уравнеше (54), относительно 2.22 
второй степени, то это геометрическое мфето есть также хоничесное ст- 
чеще. 

Дазал © разничныя значешя получимь систему коническихь 0фче- 
Й относительно точки (9:53). ИзиВняя положене точеи (уузуз) на 
плоскости получииь тавую-же систему коническихь сЪченй для важ- 
Хой точки пхоскоети. 

Особеннаго внимашя заслуживають, относительно каждой точки 
плоскости, т изъ енстемы коническихъ сфченй, для которыхь вигармо- 
Ническое отношеше а == и а=— 1. 

1. Положниь я=1, то уравнеше (54) сдёлается: 

РЕ 9*=0 (55) 


Разсматривая выраженя (53) мы зидимъ, что при усломи (55) точки пе- 
ресфченя прямой съ воническимъ сфчешемъ совпедають, т. е. прямая 
проходящая черезь точки (уз) и (#25и1) касается коническато сф- 
ченёя. Олфиовательно точка (12:03) можеть находитея только на этой 
прямой. И дЪйствительно, если къ уравненю (55) приложинь критерумь 
$ 203, 39, то увидимь, что это уравневе, второй степени относительно 
222., разлагается на два линейные иножителя, т. е. предотавляеть 
тоть случай, въ которомъ коническое сфчеше распадается на два линей- 
ные множителя (8 203). СлЪдовательно уравнеше (55) предетавляеть дв® 
касательных, проведенныя къ коническому сфченю черезь точку (у1Узуз). 
Нине мы еще возвратинея зъ отоиу уревненю, 
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2. Нееравненно важнЪфе, для изслфдовая свойствь коническаго с%- 


ченя, тоть случай, въ которомъ я = — 1. 
Если «==-.1, то уравнене (55) д®лается: 
(56) 
т. е. 
С ИВ Е 
пу РА, , 0 8 у Ни += (57) 


Сл®довательно геометрическое мфето точекъ (12:23) есть прямая лин, 
такъ ‘кажь уравнене (57) есть линейная функтая относительно перемви- 
ЕЫХЪ 2124. Но при а==— Е четыре точки (у узуз) ‚ (22) и дв 
точки пересфченя прямой, проходящей черезь точку (у1у5уз), СЪ кони- 
ческимъ сфченемь, суть гармоничесвя. ОлФдовательно прямая (57) есть 
теометричеевое мфето гармоническихь точекъ къ тремъ точкамъ: (9,3) 
и къ двумь точкемь пересёчешя прямой, проходящей черезь точву 
{и95уз), съ коническимъ офченемъ. 


Эта прямая, играющая самую важную роль въ изслёховаяи свойствъ 
хоническихь сЪчен:й, носить назваще поляры точки (уузуз), относительно 
зоническато сфченя, а точка (ууу) называстея ея полюсомь, 


Точки, коихь координаты удовлетворяють уравнен!ю (57) называютел 
зармоническими полюсами. 


Изъ этого видимъ, что всякая прямая, проведенная черезь полюсь, 
переськоясь съ коническимь спчещемь и полярой, даетъ четыре зармони- 
ческёя точки: полюсь и три точки пересфчешя ея съ коническимъ сфче- 
немъ и полярой. 


Н&которыя пряныя, проходяшёя черезъ полюеъ ветрёчаютъ кони- 
ческое сВчеше въ двухъ мнимыхъ сопряженныхъ точкахъ, а каБъ таюя 
точки имфютъ всегда пару дфйствительныхь гармонически сопряжевныхь 
точекъ, то предъикущее предлощене не пзрестаеть существовать и въ 
томъ случа, когда прямая, проходящая черезь точку (улузуз), не ветр®- 
чветь коничеекое еБчеше. 


$ 209. Изъ свойства функщи © или уравневя подары точки (уз): 


0 


у: 


я“ г + уз (58) 


чго она неизыфняется зан щенемь у-овъ 2-ами и обратно (8 199, 10) нено- 
средетвенно вытекають слфлуюня предложеня; 
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Предложен 1. Если точка (уузуз) находится на полярф точки 
(из), то ползра точки (212508) проходить чережь точку (у: уз). 

Предложене 2. Если точка (ллзез) скользить по полярф точки 
(91узуз), то полнра точки (12:23) вращается около точки (угузуз). 

Предложене 3. Если прямая вращается около одной изъ своихъ 
точекъ, то ея полюсъ скользить мо полярЁ, точки врашеня. 

Легко видёть, что поляра (58) точки (у, угуз) есть коваранть формы 
{48), такъ какъ связь ея съ кривою не зависить оть положешя коор- 
динатъ. 

$ 210. Касательная. Поляра переббкаеть коническое с&чен!е въ двухь 
точкахь ($ 204). Если одну изъ этихъ точекъ соединимь съ полюсомъ 
пряиою ливею, то на этой прямой должны находится четыре гармони- 
чесвя точки ($3 209) 1 и 2 иимъ сопряжеяныя 3 и 4. Но вторая и третян 
еовтадають, сдЪдовательно совпадаеть съ иими и четвертая ($ 95). От- 
худа слёдуеть, что прямая, соединяющая полюсь съ точкою пересфчешя 
поляры еъ коническимь сфчешемъ, пересфкаеть кривую въ двухъ совна- 
дающихь точкахъ, т. е. она ееть касательная ЕЪ Еривой ВЪ ТОЧЕФ пере- 
сбчейя поляры еъ вривою. Если соединимъ полюсъ съ другою точкою 
лересфчешя поляры съ кривою— прямою, то эта прямая будеть другая ка- 
сательнан къ кривой, проведеняая черезь полюсь. Изъ этого видимъ, что 
изъ данной точки, къ кривой втораго порядка можно провести двф каса- 
тельныя лини, которыя проходать черезь точки пересфчещя поляры дан- 
ной точки съ кривою ($ 208). 

Изъ этого послфдняго свойства слфлуеть, что если каказ-нибуль, 
точка скользить по касательной, то ея поляра вращаетея около точки 
касаня, которая, слдовательно, есть полюсъ касательной (8 209, пред, 2). 
Другими словами: позлра, ханой-нибудь, точки на привой ость касательная 
къ кривой въ этой пючкт. 

Сльдовательно, если точка (у1ууз) находится на кривой, т.е. удов- 
летворяеть уравнене (48): 


Ролузуз) ==0 (59) 
то уравнене касательной къ кривой въ этой точЕЪ будеты 
9[. + %— 
я да -- да К д {60) 


или если переивнныя координаты 212, поставимъ ви: 


9! 9! Жо 
Эа Ра ду; о (61) 
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Если теперь замфтимъ, что ($ 199, 8): 


И ог 
Ч РИ, Ри, — 7—0 
то будемь имфть, вычитая это уравшеню изъ (61); 
9 9 8] 
оны о (62) 


таково уравнене касательной къ кривой, въ данной на кривой точЕ® 
{у:зУз), въ тридинейныхъ координатахъ. Но въ большей части случаевъ 
необходимо инЪфть уравнене касательной въ декартовыхъ координатахъ, 
чтобы получить это уравнене надобно перейти отъ трилинейной системы 
къ декартовой, какъ было показано въ 8 183, т. е. положить: 


бах, ау , 0%=1 
итд ‚ бу ›, Руа==1 


откуда уравнеше (62) касательной сдфлается: 


#/ 4 — 
@—=) „+9 и = (63) 
Пр. Найти уравневе касательной въ точь (21} къ кривой: 
= 8 + 45у {5 — 12 —В9—8=0 
Мы ныфенъ 2, ==2, у, == 1, слбдовательно: 


9%! 8 
ва 4-19, аи 8 
откуда уравневе касательной будеть: 
92 ву= 98 


$ 211. Нормальная лин/я. Нориальной лишей называють прямую 
перпендикулярную къ касательной въ точи® ея касашя. Изъ уравнешя 
хасательной (63) видимъ, что тангенсь угла о, который она составляеть 
съ осью абецисеь, есть ($ 49, 54): 


Слфдовательно уравнен!е нормальной лини будеть ($ 49): 


о 69) 


@—=) дд 
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‘Пр. Найти уравнене нормальной лини въ точкв (21) къ кривой: 
[== За? Алу + бу — 15 — Ву 3-0 


“Мы нифемъ, какъ выше; 


им 
9х, ? 
елфдовательно уравнене нормажьной лив!и будеть: 
ва — буи 


$ 212. Поетровнёе поляры. Свойства поляры и полюса, изложенныя 
выше, дають слособъ построить поляру, по данному полюсу. 

Для этого черезь полюсъ прозедемъ двф, какя-нибудь, еВкуция къ 
данному воническому сфченио и на каждой изъ нихъ построимъ четвер- 
тую тарионическую точку къ полюсу и двумъ точкамъ пересфченя еЁку- 
щихъ съ вризою. Прямая, проходящая черезъ, такикъ образомъ, постро- 
енныя, точки и будоть искомая поляре. Построить эти точки можно съ 
помощью свойстиь полнаго четыреугольника слВдующимъ образомъ: 

Пусть О будеть данный полюсъ (фиг. 92), АВСР данное коническое 
<фчене., ° 

Фиг. 92. Черезь точку О проведемъ двф, въ 

. произвольномъ ваправлен:и, сЪкущя ОВ 

и 00, воторыя пересфкаются съ кризою 
въ точвахь 4, В, С, Р. Если эти точки 
соединимъ прямыми лишяни 40, ДЛ, 
ФВ, ВС, то образуется полный четыреу- 
тольнивъ, коего стороны ОВ, 00, Ари ВС, 
а щатонали АО, ВЬ, 00’. По свойству 
четыреугольника 0'0, О’А, 0'О., 0'В есть 
тарионическая связка, сдфдовательно 0, 4, 
<, Ви О, О, Н, ОС суть тармоничесыя 
зочки. Если точки @ и Н суть гариови- 
чЧеся съ точками 0,4, Ви О, О, С, то праная СН веть полярь точки 0, 


Легко видфть изъ свойствъ этого четыреугольника, что ОО. веть по- 
ляра точки 0’ а 00’ сесть поляра точки 0х. Тавимъ образомъ мы по- 
строили треугольникь 00’0з вь которомъ каждая изъ вершинъ есть по- 
люсъ противулежещей стороны. Такой треугольникъ называется золярнылмь 
треуюльникомь относительно даннаго коническато сфченя, 

Такъ какъ точки пересфчея поляры съ кояичесвимь ефчешень 
суть точки косаня касательныхь проведенныхь изъ полюса, то это свой- 
ство даеть епособь проводить касательных къ коническому сфчево изъ 
точевь ви кривой. 
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Построене, этииъ способомъ, какъ поляры данной точки, такъ и 
касательныхь изъ данной точки къ коническому сфчению дфлается, какъ 
видно, съ помощью только прямой лини, т. е. линейки. 


$ 213. Во всемъ предъидущемъ мы предположили, что вояка пря- 
мая имфеть свой полюсь, относительно даннато коническато сфчени, 
Чтобы это доказать напищемъ уравнене поляры точки (у, узУз) въ фориь: 


за + 22 1324 = 0 {65) 


чи'з\з суть координаты нолнры. Но уравнене поляры, воей полюсъ есть 
(изу): 


(66) 


если это уравнене тождественно еъ уравнещемъ (65), то мы должны 
ить: 


19/ 
= | = 
0% = вии зу 91393 ди 
19] 
ста = ба + зу + ааа == 5. и (67) 
Е 


19 
613 == аа - @взуз 4 аз: = а 


Изъ этихъ уравненй можно опредьлить коордиваты у, угУз полюса, данной 
поляры (65), если опредзлнтель: 


> 
420 (68) 


Случай, когда этоть определитель равенъ нулю мы теперь исключаемъ; мы 
зыше зидфли, что въ этомъ случав конизесвое очен!е представляеть пару 
прямыхъ ливй. 


Рьшая уравнене (67) относительно у, у», вайдемь, если поло- 


А 
Жнмт.^ 0: 


ри == Ч -- Аль -- Аз 


руз — Ану -- Аза -- Аззв (69) 


руз == Ант, -- Ан Ава 
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$ 214. Уравнешя (67) и (69) выражають зависимость между хоорди- 
хатами 101106 и поляры. Если полюеъ изходитея на полярЪ, то его по- 
ляра есть касательная къ воничеекому еёченио ($ 210). 


Обратно, полюсь только въ томъ случа находится на нолярф, когда 
онъ находится на коничеекомъ сфчени. Въ самомъ дЪлЬ, пусть: 


тд Ч | в =0 


будеть уравнене поляры, коей полюсъ есть точка, (улузуз). Если эта точка 
находится на поляръ, то мы должны имЪть: 


мази чае -- зу 0 (70) 


Помножая первое изъ уравнений (67) на у, второе на уз, третее на уз 
и евладывая, найдемъ: 


э(л чау-чау) == ау Нани аззуау -- 24 зулу 20 луз -|- Заззузи 


Но такъ хакъ въ силу условя (70) первая часть этого уравневя равна 
нулю, то равна нулю такие и вторая, которая есть коническое сфчене 
{(2)=0, въ которое вставлены координаты полюса. 


Изъ этого елздуеть, что если подюеъ (уз) скользить по кони- 
ческому сёчетю, то полярая его (зичоз) касается коническаго сфчен. 
Чтобы получить зависимость между координатами поляръ, когда полюсъ 
скользить по кривой, надобно изъ уравнен! (67), съ присовокуплешенъ 
хъ нимъ уравнейя (70), исключить уузуз. Результать исключешн бу- 
деть: 

а @: @ь *| 
а. 

вл 233 23 —о 1) 

бы ба 38 


[м % в 0 


которое есть ничто иное кожъ взаимная функшя {’(&) функщи {(2), въ 
которую ветавлена $ вы№стго & ($ 200). Олёдозательно взаимная функщя 
фунищи /(2), приравненизя нулю, даеть ту зависимость между коорди- 
натами поляръ, въ силу воторой поляра касается во вефхъ своихь поло- 
женяхь воническаго офченя {(2)==0. 


СлЪдовательно: 


г®=0 


ееть уравиеше коническато сЗченя въ линейныхь коорхинатахь. 
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Въ $ 200, 17 мы видфли, что; 
®=р® 
откуда видимъ, что если координаты точки обрашають въ нуль первую 


часть, т. е, если точ находитси на коничеекомъ сфчент, то координаты 
касательной должны обращать въ нуль вторую часть и обратно. 


Изъ уравкевя $ 200, 24 видимъ, что уравнен!е коническаго сфченя 
въ фориБ опредфлителя будеть: 


Чи 43 4: м 
| Ат Аз Аз 2 
Аз Аза Азз 


|=0 (12) 
53 
я м о 


Пр. 1. Найти уравненя залутеа или гиперболы въ линейныхь координатах, 
если ихъ уравнешя даны въ форм; 


у 
аЕы-1=0 
Опредвантель А будеть: й 
я с 6 
А= 1 
| + 0 
10 ©-1 


вафковательно: 


-- 1 1 
Ая › беби › = ая 
откуда, уравнене эллипса будеть: 
ани —1 


в гиперболы: 
аз: — 51-150 


Пр. 2. Найти уравнене параболы въ ликейныхь координалахь, сели ея урав- 
венце есть: 


9—2 =0 
Откуда сяфлуеть, что: 
| оо -= | 
= от в 
2 0 о 


: 
Аи = Ан =Ав=Ан=0 , А. =, АьЕРр 
Сафхдовательно уравнене нараболы будеть: 


21—%= 
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Жривыя втораго порядка въ линейныхь косрдикатахъ. 


Пряизя я палюсъ. 


$ 215. Въ предъидущей глаз мы показали, хавимъ образомф дан- 
ное ковическое сфчене /(ллл.х,)==0 выразить уравнешемъ въ линейных 
координатахь {’ (5 6:)==0, въ которомъ перемфиныя &, удовлетворяюния 
этому уравнению суть координаты иряной, которая во вофхъ своихъ по- 
ложенихь каелется коническаго сфчещя, а коэфищенты суть миноры Ак 
опредфлителя А ($ 203, 39), 

ОлЪдовательно каждое уравнене звтораго порядка вЪ линейных 
зоординатахъ есть воническое сфченю, въ изслдованйю свойствъ котораго 
можно приложить всф тб способы, которые были приложены къ уравненю 
(ау) == 0. 

$ 216. Пусть данное уравнене въ линейныхь координатахь будетъ: 


РЕ Ан РА ААА 2 Аза =0 (1) 


Будеиъ сначала разематривать функцию {’ независимо отъ функии 7, & 
А:в независимо отъ и». 

Шесть коэфищентовь, въ этомъ уравнени, опредфлають рохъ кови- 
ческато сфченя, изъ нихъ, очевидно, один» можеть быть одфланъ равнымъ 
единиц, слЪдовательно собетвенио пять коэфищентовь опредфляють родъ 
и свойства коническаго сёченя. 

Если координаты прямой лини удовлетворяют уравнению (1), то 
эза прямая есть каеательная въ кривой. СлВдовательно, если будетъ дана 
прямая координатами, какъ касательная къ кривой (1), то мы буден 
циЪть линейное уравнене между воэфищентами даннаго коническато еф- 
ченя (1). Откуда слёдуеть, что пять, произвольно выбранныхь, касатель- 
ныхь опредфляють ковическое сБчеще. Нуеть эти вять касательныхь бу- 
дуть даны коордиватами: 


(пыь) ‚ СЫ, Оу, Фе), бижео) 


Подставляя эти координаты въ уравнене (1) будежъ имфть: 


Рио, Гао) ==6 , Рич) +50, ['(алвьеь)==0 , |" бажиз) = 0 


Присоединяя къ этикъ уравнешянь шестое (1) будемь инфть шесть 
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линейныхь уравнен между коэфищентани 4, изъ которыхъ искдючивь 
эти коэфищенты, найдемь кочическое сфчене въ видф опредфлителя: 


в в в вы вв Ув] 
д Ч а в 
я р 5 ыы чо Ы 


=0 (2) 
т 1 Та те м № 


2 = 2; а Яев 665 
|5 хз 52 дж виз 
къ которому касаются пать данныхь прямыхъ. 


Ноложимт, что послёдея три касательныя, т. ©. данныя координа- 
тами 11213 › 618283 ‚ Фахь проходять черезъ одну точку, коей уравнеше 
есть: 


(-=а8 И, + &=0 {3) 


Сльдовательно имфемъ: 


отно -Нь-овя=о , бяаа-Нроьею , Суянаи- Но -Режья=0 


Озкачимь черезь (Л, (ь,... Обь, числовыя значеня уравнения (3), котла въ 
него подставимь послфдовательно координаты х, &, т, в, х. 


Ностулая © опредЪлителемь (2), какъ поступили съ опредфлителемь 
$203, вайдемъ: 


[№ №! 1 За ИЛ8 17} 
обе" Об 0 мо № ы 
| 


| 
|982 аз - 6265 | 550 (4) 
|И> 


Реж ЖЖ ЖЖ 


изъ котораго видимъ, что если изъ пяти данныхь касалельныхь къ ко- 
ническому сфченшю три проходять чорезь одну точку, то коническое сф- 
чене обралцается въ двф точки, изъ которыхь одна есть: 


= аб НЫ + 063 =0 

пересфчене трехъ касательныхь, а другвя: 
[& & & 
9 № № 


| 


=0 
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веть пересфчеше остальныхь двухь. Изь этого выхекаеть сяздующее 
предложене: 

Предложеще. Если изъ пяти даниыхь касательныхъ, три пересф- 
ЕВЮТОЯ БЪ ОДНОЙ ТОЧЕЖ, то коняческое сфчеше есть лара точекь. 


Если уравкеше {1} распалается на два линейные иножителя; 
Г=О7 


то разсуждая, накъ въ $ 203, найдемъ слёдующее услове между козфи- 
щентами уравненя (1): 


Ми Аз 4 
1 

А’ = Ми Аа Ав |=0 (5) 
Аз Аа ды 


$ 217. Вели будутЬ даны уравнешя коничеекаго сбчешн и точки: 
РНБ) ==0 , «6-58, | в ==0 (6) 


то координаты, удовлетворяющия обоимъ ураввещниь будуть координаты 
прямыхь, которыя, проходя черезь данную точку, касаются ланнаго кони- 
ческаго еВчешя. Но такъ какъ изъ уравнешй (6) мы получимъ пару ко- 
ординать удовлетворяющих» оба уравнешя, то изь этого вытекаеть сл- 
дующее предложен: 

Предложене. Изъ данной течки, внф коничеекато сфчешя, можно 
провести ЕЪ нему только двё касательныя. 

‚ Чхобы найти уравненя этихь касательных», замфтим», что коорди- 
наты этихь васательныхь удовлетроряють уравненя: 


РОО, и 8, Е =0 
сяфдовательно уравнен!е касательной будетъ: 
д Наив =0 
исключая изъ этихь трехь уравненй #1, найдень: 
д — сд, ‚ед — аа, ав — 9) ==0 (т 


уразнене зторой стешенн, которое въ еилу критерума 8 203, 39, распа- 
двется на два линейные множителя относительно лая, которые будучи 


приравнены нулю предотавляють исвомыя касательныя, 
25* 
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$ 218. Остается рить вопроеъ относительно общихь касательныхь 
двумь даяныйь коническимь обчещяме, 


Пусть данных коничесня сфчешя будуть: 
Фо , ФБ) =0 


Если къ этимъ уравнешямь приложинъ разсужденя и дёйствя $ 205, 
о найдемъ слфдующее предложене: къ двумъ коническимъ сфчешяиъ 
можно провести четыре касательныя. 

$ 219. Четыре данныя касательных не опредфяяютъ коническое с%- 
чеше, 


ЗВозьмемъ два коничесыя сченя: 
ФИБЬЬ)=0 , ОБЬ) =0 (8) 


которыя какъ мы вихёли, имфють четыре обид, касательных. Кеди со- 
ставимъ уравнен!е: 


Ф— №, =0 (9) 


тдЬ ^ есть иеопред®ленный козфищенть, то это уравнеше представаяеть 
рядъ коническихь сфченшй, которыя всЪ каезются къ четыремъ общимъ 
касательнымь къ кривымъ (8). Къ каждой прямой, произволено взятой 
на плоскости, каслется одно изь ряда (9) конических сфченй, Въ самомь 
ДЬЛЪ, если дано уравнене прямой, то она будетъ касательная, если ея 
координаты удовлетворяють уравнене (9). Это усломе опредфляетъ ». 

ХКоническмя сфчешя, предетавляеныя уравненемъ (9), мы будемъ 
называть рядомь. 


$ 220. Теперь остается рёшить задачу соотвётстеующую задачь 
$ 207 и вывесть елФфдетыя изъ нел вытекающия. 


Задача. ОпредЪлить касательных въ данному коничесвоку сёченю, 
проходящия черезь точву перееЪченя двухь данныхь прямыхь (719а\в), 
(Се 


Рьшеше. Координаты, какой-нибудь, прямой, проходящей через 
точку пересфченя прамыхъ (чз), (355), выражаются уравненяни: 


оао , № (10) 


Если НЫ суть координаты касалельныхь къ коническому сфченю, то 
буденъ нифты 


{Аы- д Е Аль РАЯ А-а) # =0 а 
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ееля уравнене коническаго сбчешя въ символической формф будеть: 
Са 4 + 4—0 {12) 


Уравнеше (11) будеть второй степени относительно *; 


м Бам № =0 (13) 
кд 

Те (А+ Ч + 435), М=А- Аа - АЗ (14) 

М (Ат -+ Ат + дав (иы А Е Аа} (15) 


Ели, каЕЪ вЫШе было условяено ($ 201, 10): 
1 9! 8’ 
Мен о ь+ь9)  @9 
Если рёшимъ уравнеше 3), то найдемъ два значеня для »: 


х УМ ‚= 


=м-У—7м 
ы 7) 
Слёдовательно, черезь точву пересфчешя двухъ данныхь прямыхъ про- 
ходать двЪ касательныя въ коническому офченюю, коихъ координаты бу- 
дуть: 
= —(М-УМЕТМ , ои=м-(и-И-М 


ами -—(Е-У МА-ТМ)ь , вм, —(М--У МЕТ (8) 
= М-Уз-РМ)ь ‚ вм, МЬ-У ИТ 


гдё общий знаменатель № вошелъ въ составь хоэфищента пропорщональ- 
вости о, 
Такимъ образомъ будемъ имЪть связку изъ четырехь прямыхъ, про- 
ходящихь черезъ одну точку. й 
Ангармоническое отношене этой связки будеть Га ли Ра если ихъ 
р. и 


ознаЧныь черезъ ©. и а», то будемь ить: 


=» _№ 

п, м 
откуда, найдемъ ом т 
=, = 
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сябдовательно, вакъ въ $ 207, будемъ имфть уравнене опредёляющее а: 
(«М — 4% =0 (19) 


хорни этого уравнен!я дадут ангармоничесвое отнотене связки. 


221. Если въ уравнени (19) иы фижсируемъ одву изъ даняыхь пря- 
мыхь, напримзръ (1%), дадимъ опредфленное числовое значене ангар- 
моническому отпошешю « и. будемь координаты другой прямой (515,} 
такь измфнять, чтобы оф удовлетворяли уравнене (19), то получимь 
геометрическое ифето прямыхъ, коихъ ангармоническое отношене съ пря- 
мою 8 и двумя касательными въ коническому сфченю, нроходащими 
черезъ точку пересфченя прямыхъ (#19503), (1653), имЪеть опредвленное 
числовое значеше. Такъ какъ уравнеше (19), относительно координат 
5 второй степени, то геоиетрическое мфсто есть коннческое сфчене въ 
линейкыхь координатахъ. 

Давая © различныя значевя получимъ систему коническихь офчешй 
отноеительно прямой (утьмь). Измфнял положеше нрямой на плоскости 
получимъ подобныя системы для каждой прямой на плоскости. 

Особеннаго ннинашя заслуживають, относительно каждой прямой 
на плоскости, тВ изъ системы коническихь сЪченй, для которыхъ аигар- 
моннческое отиошене х=1 или а=— 1, 


1. Положимъ «=1, то уравнене (19) едфлается: 
ХУ— М1 -==0 (20) 


Разсматривая выражен (18) видимъ, что при услови (20) кзедтельныя 
къ коничеекому сфчению еовпадають, т. е. точка пересьчешя  касатель- 
ныхь находится на коническомь сёчени. Если приложимь вритерумъ 
$ 203 въ уравненю (20), то увидимъ, что оно разлагается на два линей- 
ные миожителя, которые представляють, очевидно, точки пересёченя 
прямой (изв) съ коническимь сёчещенъ, 

2. Второй сяучай это когда в ==— 1. 


Полюсь, Если &==—1, то уравнене (19) едфлается: 


М=—0 или М0 {21) 


Слёдовательно геометрическое ифото прянжыхъ (45) есть точка, тавЪ 
хавъ уравненше (21) есть линейная функшя относительно $6;.. Но при 
#—=—1 двф прямых (у), (25%) н дв касательных, проведенных 
черезъ пересфчеше этихъ прямыхь къ воническому ефченю, составляють 
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тармоническую связку; слфдовательно точка (21) есть геометрическое 
ифето четвертой гармонической прямой къ прямой (плут) и къ день 
ввсалельнымь проведенныиь изъ точек, находящихся на прямой (див). 

Эта точка (21) называется по.могомь прамой (17:73), & прамая-—его 
полярой. 

Изь этого видимъ, чмо поляра (и 4зз), деъ касательныя къ кони- 
ческому съченю. проведенная через, какую-нибудь, точку поляры и пря- 
мая, протодящая через» эту точку и золюсь, соглиааляють зармоническую 
связку. 

Дв$ прямыя, воихъ координаты удовлетворяють уравнене М==0, 
называются зармоннискими полярами. 


$ 222, Изъ того свойства, что функщя 2 или уравяеше полюса: 


й ‚ 
ыы = 3) 
нензмфняется замфшетемь у через &, и обратно, вепосредетвенно вы- 
текаютъ слфдующия предложешя: ” 

Предложене 1. Если прямая (пума) проходить черезь полюсъ пря- 
мой (6553), то эта послфдняя проходить черезь полюсъ первой, 

Предложеще 2. Есни прямая (353) вращается около нолюсх прямой 
(итьь), то ея полюсь скользить по прямой (у 1зиз). | 

Птедложене 8. Если полюбъ скользить по прямой, то его поляра 
вращается около полюса прямой, по которой ‘свользить точка, 

8 228. Точка на коническомь спчещи. Мы видвли, что вели полюсъ 
находится на коническомь обчеши, то подяра его есть касательная (5 210). 
Если коничеввкое сфчене выражено въ линейвыхь координатахъ, то по- 
люсъ поляры, данной координатами 19,72%, есть: 


Есля поляра есть касательная, то полюсъ лежить на коническомъ сфченш, 
слфдовательно @вли %тзтз суть координаты касательной, то уравиевю 
ТОчЕИ касзЕн есть; 


9Е 
ВЕ 99 ны 


‚ 9 
— =0 
3 +8 в 


$ 224. Въ $ 200 мы видфли, что воли будеть дана троичная форма 
втораго порядка /(2), то ее можно преобразоваль въ другую-— взаимную 
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Г’ (@®), или обратно, данную форму Ф({) можно преобразовать въ взаимную 
$'(>). Въ этомь преобразоваши связь между хи & есть слЗдующая: 


ТИ, 1 
ору вЫ 8) 
умри такой связи всегда инфенъ: 
Г®ф=Р@) (24) 
Мы зихЪли также еще, что при такой связи: 
8 8 % 9! 
в НН, (25) 
ТВ: 
и ПИ 
2 ^ 2% 
19; 10 
р # =, а у ==у (26) 


Если координаты х удовлетворяють [(2)==0, то велЪдетым (24) ко- 
ординаты { будуть удовлетворять уравненю /’(#)=0. Оба эти уравнешя 
представляють одно и тоже коническое евчене, первое уравнеше даетъ 
связь между координатами точекь на врнвой, & второе дветь связь между 
координатами касательной въ крявой. 


Если (ууу) есть точка, то поляра этой точки или полюса есть; 


аа Ао @7) 


Если это выраженю равно яулю, то равно нудю и выражение: 
хй 9 
ый нь У =0 69) 


Но это есть уравнене точки, коей координаты вуть: 


19 за тар 
5% о Зы > 50 уз 


Слфдовательно уравнене (28) представляеть полюеъ, котораго поляра дана 
уравнешемъ (27) и‘координатани: 


1 14% 14 
Ва Пабы ва, № 
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Изь этого завлючаемъ, что урзвневя: 


да" = мая ны 


предетавляють поляру и полюсъ въ коническихь сченяхь данныхь въ 
координатахъ точекъ или въ линейныхь координатахъ. 


$ 225. Изь уравненя: 


9/. Ий у д" в, 
2 в 9 На (29) 
оды Ту, т ды Г ба * д 

вытекають слфдующия предложеня: 

1. Подяры двухЪ гармоническихь полюсовъ суть гармоническя по- 
ляры ($ 221). 

2. Полюсы двухъ гармонических поляръ суть гармоннчесве полюсы 
($ 208): 

$ 226. Изъ того свойства полюса и поляры, что если полюсъ сколь- 
зитъ по прямой, то ето поляра вращается около полюса праной и, об- 
ратно, если прямая вращается около одной изъ ея точекъ, то ея полюсь 
скользить по полярф точки вралцевя, елфдуеть, что еели въ данную пря- 
мую, по которой скользить полюсь: - 


та - дога вяз == 0 


вотавимъ координаты полюса: 


то получимъ уравнене полюса, и, обратно, если въ уравнене точеи, около 
которой вращается прямая, подставимъ координаты моляры: 


107 =1% в = 107 
205 › 230, ’ 20% 


& 


то получимъ уравнеше поляры, 
Пусть: 


4—0 , 4,=0 , 4—\4:==0 , Ар =50 (30) 
будуть уравненя четырехь прамыхь, ихъ ангарионическое отношен!е, 


А . 
ханъ мы зваемъ, равно Г Если въ уравненя этихъ прямыхь ветавимъ, 
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координаты ихь полюсовъ относительно коническаго сфчешя, то эти урав- 
неня сдёлаютея уравненями полюсовь данныхь четырехъ пряиыхъ. Если 
через 4“, 4’, означимъ то, во что обращаются 4; и Аз вышесказан- 
нымЪъ подотановленшемъ, то уразнешя полюсовъ будуть; 


АО , 4:=0 , АА 4,=0 , АА —0 (31) 


и, обратно, если (30) суть уравненя четырехь точекъ на одной прямой 
лини, то подставляя въ вихъ“ координаты полиръ, получимъ уравнещя 
{31) поларь. Изъ этого вытекаютъ слфдующия предложения: 


1. Антармоническое отношене четырехъ прямыхъ, проходящихь че- 
резъ одну точку, равно ангармоничеекому отнотенно ихъ полюсовъ, 


2. Ангармоническое отношеше четырехъ точевъ, на одной примой 
лин, равно ангарионическому отношеню ихъ поляръ. 


3. Полюсы трехъ паръ прамыхь, составляющияхь инволющюнную 
связку, составяяють инволюдюнный рядъ. 


4. Связка поляръ инволющюннаго ряда точекь есть инволющюнная. 


$ 221. Методь взаимныхь поляръ. Пусть будеть дано коническое 
сЪчене, которое назовемъ основнымь, пусть его уравнения въ взаимныхь 
формахъ будуть: 


Де =0 , ГО =о (32) 


Если координаты, какой-нибудь, точки будуть уузуз, то координаты по- 
лиры этой точки относительно основнаго коническаго сфчешя будуть: 


Е ет Об 89 
и обратно: , 
Пусть техерь будеть дано, вакое-нибудь ковическое сбчене: 
Раз) ==0 (85) 


Вели заставимъ полюеъ (34) описывать это коничеекое офчене, то его 
координаты должны удовлетворять уравнение (35), т. е.: 


1 тор 1 а/" й 
па о Зо р) Феьы о 89 
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отвуда видимъ, что координаты поляры должны удовлетворять предъиду- 
щему уравненю, которое, очевидно, второй степени, слдовательно, въ 10 
время, какъ волюсъ оциеываеть коническое сЪчене (35), ето поляра ва- 
сается коническаго еВчешя (36). Изъ этого видимъ, что точки на кони- 
ческомъ сфчени (35) суть полюсы касательныхь къ коническому сЪче- 
ню (36). 

Легко показаль, что, обратно, каждая точка на коническомъ сВчени 
(36) есть полюеь одной изъ касательныхь къ воническому сфченю (35). 
Вь самомъ дВиЬ, замфтимъ, что точка пересфченя двухъ поляръь есть 
полюсъ прямой, проходящей черезь полюеъ данныхъ поляръ. Но пересф- 
чен!е двухъ безконечно близвихь касательныхь ость точка на коническомъ 
сфчеши (36), слЬдовательно она есть полюсь прямой, проходящей черезъ 
деь безконечно близюя точки на коничесномъ сбченн (35), а такая пря- 
мая есть касательная въ воническому сфченю (35). Изъ этого видимъ,. 
что коничесвя офченя: 


Еду) = и Фит 


находатся въ такой взаимной зависимости между собою, что точки на од- 
номъ изь нихъ суть полюсы касательныхь къ другому. Поэтому они на- 
ЗЫВАЮТСЯ взаимными коническими соченями, 

Изложенных свойства полюса и иполяры относительно коническаго 
сфченя служать основашемъ метода изслфдованй извфетнаго въ геометруи 
подь имекемъ метода взаимных» поллрь, который мы изложимъ подробнъе 
ниже. 


$ 228. Если: . 
Ф(=0 , ®(®=0 (7) 


суть два коничесыя сфченя, то: 
Ф, — №, =0 (38) 


есть коническое сфчене, проходищве черезь четыре точки переефченя 
коническихь съчен!й (37). Поняра, какой-нибудь точки (улузуз) откоси- 
тельно евазки коническихь сфчен!й’ будеть: 


9%, [2 9%, 84 9%. 
оу, + 2 у а (5, т Аа „о 


Слфдовательно она проходить черезь переефченше ноляръ кокическихь 
сфченй (37) относительно точки (у, узуз). 


$ 229. Если; ` 
в@=0 , в@®-=0 (89) 
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суть уравневн коническихь сфченй зъ линейныхь коордиватахь, то: 

ИЕ (40) 
воть коническое сфчене, касающееся четирехъь общихь кзсательныхь къ 
коническимъ сВченниъ (39). Полюсъ, какой-нибудь, прямой (1, 7ииз) отно- 
сительно ряда коническихь овченй (40) будеть: 


+6) 0 


а ЗБ ЗА 


Слфдовательно ойъ скользить по прямой, проходящей черезъ полюсы 


я 


прямой (злом) относительно коническихь сфченй (39). 


$ 230. Остается показаль одно изъ самыхъ замфчательныхь свойствъ 
коничесвахо сЪченя въ объихъ системахь координатъ. 


Фит, 98. 


Фит. 9$. 


Да® проэктивныя связки, не нахо- 
дяшуяея въ похожеши перспективы, из- 
реефчен{ями соотвфтетвенныхь лучей, об- 
разують теометрическое мфето, которое 
есть коническое очеще. 

Пусть 

4—4. =0 , 44—14, =0 
бухуть дв проэвтивныя связки. Коордн- 
наты точекъ пересёченя двукъ соотвЪт- 
ствующихь лучей, т. ©. т, воторыя соот- 
эАмствують одному п тому-же значению 
», должны удовлетворять обфимь урав- 
неншямъ, одфдовательно геометрическое 
ифето получится, исключая Х изъ предъ- 
ядущихь уравненй, что даеть 


А.А’, — А.А! =0 (41) 
чакъ какь это уравнене относвтельно 
х,у второй стелени, 0 геометрическое 
ето есть воническое офчеше, 


Два проэкхивные ряда не находя- 
иЦеся въ положени перспективы, обрз- 
зують прямыми, соединяющими соотвфт- 
ственныя точки, обвертку, которая воть 
коническое обчене. 

Пусть; 

А —)4,=0 , 4—4, =0 
будуть два проэктивные ряды точевь 
Координаты прямыхь, проходящихь че- 
резъ дв соотвфтетвуюдия точки, т, е, ть 
хоторыя соотвЁтствуютъ одному и тому- 


‘же значеню АХ, должны удовлетворять 


обфимъ уравненнытъ, сяфдовалельно ге0- 
метрическое мфсто праныхь получится, 
исключая Х изъ предъидущихь уравненй, 
что даеть: 

4,4, -—- 4,4, -=0 аг) 
такъ какъ это уравнен!е второй отепени 
относительно & 4, то геометричесвое жфсто 
есть воничесвое сфчене, 
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'Изь уравнен!я (41) легко видёть, Изъ уравнен:я (41) легко видфть, 
чю кривая проходить черезъь вершины | что прямыя, на которыхъ находятея иро- 
связок, такъ какъ оно удовлетворяется | эвтивные ряды, касамися коническаго 


одновременно, или: обченя (фиг. 98'), танъ какъ уравнене 
(41') удовлетворяется одновременно или; 
А, =0н 4, =0 А =0н 4,=0 
ХИ; или: 
Ане н 4, =0 | Ао, 4, =0 


Примюрь. Если дв проэктивныя связки, ям ющя Фиг. 4. 
вершины въ точкахь О и 0” (фиг. 94), тождественны, 
то вривая есть, очевидно, кругь. Это вытекаеть изъ ра- 
вонства угловъ: 


108 = (10°, 
2.308 = (20%, 
234 = (304 
$ 231. Въ 8$ 202 и 216 мы уже видфли: 
Что коническое сфчеше влоян® Что коняческое сфчене яполнй опре- 
опредфляется пятью данными точками. | дёлнется пятью даннымы касательными. 


'Изъ этого слфдуеть, что еели дако коническое сВченю, то можно из 
немъ взать произвольно пять точекъ (пять касательныхь въ нему), выбрать 
р.1:7 изъ иихъ за вершины связокъ (ва прямыя рядовъ точевъ) и осталь- 
ными треня установить проэктивность связокъ (рядовъ). Геометрическое 
мфото перес®чен!я соотвфтотвенныхь лучей (соотвЁтетвенныхь прямыхъ) 
есть коническое сфчеше, проходящее черезь пять выбраниыхь точевь 
(касающееся пяти выбранныхь касательныхь), а тажь какъ черезь пять 
точекъ проходить только одно коническое с®чен@ (къ пяти прамымъ ка- 
сается только одно коническое сфчене), то геометрическое мёсто и есть 
данное коническое сфчеше. Изъ этого слфдуетъ. 


Чию каждое колическое сфчеше Что каждое воническое сфчеше 
воть теометряческов мфето точекь нере- | веть теометрическое мФето (обвертка) ©о- 
еВчешя соотвётотвенныхь лучей двухь | отвётетвенныхь прямыхь двухь проэк- 
проэвтивныхь свизокт. тивныхь рядовъ. 


Такь казъ на коническомь обчеши можно выбрать совершенно ироиз- 
вольно нять точевъ (пять касательныхь), чтобы съ помощью ихъ описать, 
кавъ повазано выше, коническое сфчеше, то изъ этого сл®дуетъ, что вер- 
шины евязокъ (прямыхьъ, на которыхь находятся рады) ничёмъ не отли- 
чаются оть другихь точекь (примыхь) коническаго ефченя, откуда вы- 
текають слВдуюнИя предложен: 


Предложеще 1. Прамыя, соединя- Предложенще 1. На двухъ данных® 
оуя дв денаыя точёи на воняческомт | касалельныхь къ коничесвому офчеы, 
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свчени еъ друтими ого точками, образу- | друмя его васательныя образують два, 
ють двф проэкливныя связки. ряда’ проэктивныхь точекъ, 

Предложене 9. Каян точвь дви- | Нредложете 2, Еели касательная 
щетея къ коническому ефченно, то пря“ | къ копическому сйченю движется, оста- 
мыя, соединяющуя эт? точку съ другими | валсь касатольной, то ряды точекъ пере- 
точкамн копическахо сфчея, образуютъ | сфчевя ея съ другими касательными ос- 
свизку, которая во время переифщевя | танутея всегда проэктивнымк сами себз. 
точни остается проэктизною. 

Предложеще 3. Если четыре дэн- Предлоэвене 3. Если четыре касэ- 
ный точки нд коническомъ сёчениг, сое- | тельшыя въ коническому сфченйю, перс- 
диникь съ кавою-нибудь, пятом точнов, | сфчемъ, вохою-нибудь пятою, то ангар 
то получиыь связку, коей ангармони- | мояическое отвошене, полученных то- 
ческое отношеше будеть величина ио- | чевъ, будегь всегда величина постоян- 
стояпная. ная. 


ГЛАВА ХУ. 


Прямая на безнонечности, 


Роды коничеснихь сфчея. Эллипс, гяпербола и парабола. 


$ 232. Мы видьли выше ($ 185), что всВ безковечно удаленный 
точки на плоскости лежать на прямой, коей уравнение есть: 


Си + Са -Ё Оу == 0 


лоэтому эту прямую называють безконенно удаленною. 
Изслфдуемъ ел связь съ коническимъ офчешемъ. Во первыхъ поло- 


20 
Жикъ, что А . 


Мы видфли, что какая-нибудь, прямая можеть переефчь кривую 
втораго порядка только въ двухь точкахь и эти точки бываютъ 06% 
дЬйствительныя, совпадающия и 06% ипиныя. Перенесемь это на без- 
конечно удаленную прямую. Эта прямая можеть пересфчь коническое еф- 
ен въ двухъ дфйствительныхь, въ двухь мнииыхь и въ двухь ©овив- 
дающихь точкахь; лругихъ случаевь не представлаетея, Эти три случая 
и будуть характеризовать кривыя втораго порядка. Поэтому мы будемъ 
называть; 


1. Элаинеомь такую кривую, воторая пересфкается безконечно - уда- 
денною прямою въ двухъ мнимыхъ точкахъ. 


2. Гипербомй такую кривую, которая пересвкаетел безконечно-уда“ 
денною прямою въ двухъ дБйствительныхь точкахъ. 
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3. Параболой такую кривую, которой безконечно - удаленная прямая 
касается, 

Слфховательно эллипоъ есть кривая, которой веВ точки находятся 
въ копечиомъ разстоянм отъ начала—замкнутая привал, гипербола иметь 
двф точки на безконечноети и парабола имфеть только ‘одну точку на без- 
конечности. 

$ 233. Основащемъ другой классификаи служить положен!е полюса 
безвонечно-удаленной прямой, 

Проведемь черезъ этотъ полюсъ, какую-нибудь, прямую, эта прямая 
будеть раздЪлена гармонически: полюсомь, кривою и безконечно-удален“ 
ною прямою—полярой ($ 208); такъ кавкъ одна изъ четырехъ гармокиче- 
скихь точекь находится на безконечности, то ей сопряженвяя, т. е. по- 
люеъ, дЪлитЪ разетояше между двумя друрими пополам; сл®довательно 
полюсь безконечно-удаленкой прямой дфлить пополамъ вез хорды кривой, 
черезъ него проходящая. По этой причинь эта точка называется центромь 
кривой втораго порядка. Хорды, проходяния черезь центрь, называются 
Фгаметрами кривой. Если безконечно-удалениая прямая касается кривой, 
то ея полюсь лежить на ней, слёдовательно на безконечности. Поэтому. 
различають два рода кривыхъ. 

1. Цевтральныя кривыя—эллиисъ и гипербола, 


2. Неимфюпия центра кривыя—ларабола. 


$ 234. Займемен здЪеь только центральными кривыми и для этого 
разсмотримъ, каной-нибудь, полярный треуюльникь ($ 212), т. е. такой 
треугольниеь, коего вершины суть полюсы Фиг. 55. 
противулежащихь сторонъ относительно кри- 
вой втораго порядка. Такихь треугольников 
веть трижды безконечное число, т, е, онъ за- 
ключаеть три произвольные параметра. 


Прнномнимъ главныя свойства полярнаго 
треугольника ($ 212). 

1. Веъ прлимя, пролодяшия черезь вер“ 
лимну полярнию треуюдьника дюлятся кривой 
# иротивуположной стороной зармонически. 


Предложен взаимное предъидущему будеть: 

2. Есяы из, какой - нибудь, точки, взютой на стороны полярноо 
треуюльника, проведены @в% касателуныя къ кривой, зто онть © этой сто- 
оной ц съ прямой, соединяющей взятую зпочку съ противуположеной вер- 
линной, состазаяють зармоническую связку. 
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$ 285, Возьмемъ теперь за сторону 11 (фит. 95) полирнаго треуголь- 
ника безконечно-удаленную прямую, тогда двЗ друМн сторопы полярнаго 
треугольника будуть проходить черезъ центрь ковическаго сфченя: это 
будуть сопряженные Фаметры этой кривой. Подь сопряженными дамохра- 
ми мы понимаемь мажя 09% прямыя, въ которыхь безконечно - удаленная 
зпочка одной изъ нижъ, есть полюсь друюй. Два сопряженные даметра суть 
гармоническая поляры ($ 221). - 

Такимъ образомъ гармоническое дфлеще хордъ, проходящихь черезь 
безконечно - удаленныя вершины полярнаго треугольника, замфщено дфле- 
неиъ пополамъ, т, е. хорды параллельныя одному изъ сопряженныть да- 
ъ‚метровь дпллтоя друмьть аметромь пополамь, касательныя въ концажь 
одною баметра параллельны другому. 

ДвВ тармоничесвя поляры В8 и ту съ касательными а/ и ау, прове- 
дениыми изъ точки ихъ пересёченя а къ кривой, образують гармониче- 
свую связку, такъ кавъ точки касашя ри д съ полюсами Фи с поляръ 
суть четыре гармоническя точки, 

Если вершина связки есть центръ кривой, то мы будемь инфть слф- 
дующее предложение: 

Каждая пира сопряженныхь Фаметровь составаяеть зармоническую 
связку съ двумя ассимптотами кривой, т. е. съ двумя касательными про- 
веденными въ точкать переспчейя безконечно-удаленной прямой съ кривою. 
Вов коническя ефчешя, инфютъ дв зосимптоты, т.е. пряныя соединяя- 
шИя центръ кривой съ безконечно-удаленными точками пересфченя вризой 
св безконечно-удаленною прямою, 


Если эти точки дЬйствительныя, то и ассимототы дЪйствительныя, 
Олздовательно въ гиперболв ассимптоты дфйствительны, а въ эллинсь ини- 
ныя. Въ парабол% аесимитоты совпадають и лежать на безконечноети. 
Хотя въ эллипе$ ассинитоты и мнимыя, но теоромы относяц!яся къ нимъ 
остаются въ силЪ, тавъ какъ аналитичесвя комбинащи остаются тЪ же. 
Еели одинъ изъ пары сопряженныхь даметровъ совпадаеть съ ассинито- 
той, то по свойству гармоническато дёлешя и другой маметрь пары совпа- 
деть еъ нею, поэтому говорятЪъ: ино аесимитота есть сама себть вопря- 
эженный аметрь. 


Напротивь, если одинъ изь пары совряженныхь маметровъ дёлить 
пополамъ уголь между ассимитотами, то другой даметръ пары, по свой- 
ству гермоническаго дфленшя, разд®лить пополамь дополнительный уголъ. 
Слльдоваинельно кривыя второго порядка цитьють два сопряженные Феметра, 
пересъкаюциеся подь прянымь умонь эти Фаметры назмваются осяни 
хривой, 
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$ 236. Отъ этихъ теометрическихь изслфдованй, изъ которыхь ви- 
димь, какую важную роль играеть безконечно-уделенная прямая, перей- 
демъ къ зналитическимъ. Для этого возьмемъ прямоугольных декартовы 
координаты; въ этой систем координать безконечно-удаленная прямая 
предетавляетея съ весьма замфчажельнымъ характеромъ. Чтобы перейти 
отъ трилинейной сиотемы координать къ декартовой надобно положить: 


бах , ату , 0%=1 


9==Ё , = , = 
Уравнен!я между полюсомъ и полярой дЪлаются: 
об ==аих Розу аз, би АЕ Ам - Ав 
р == дн -Ё ау - 8, бу= АЕ -- Аим -| Аз {1) 
6.1 = аа -- вву 3 , 61==Анё-- Аззч | 4зз 


тдВ вр==аны, при этомъ опредфлятель А не равень нулю. Еели пря» 
мая: 


У 
«+ 1 
$а-- пу =1 


уделяется на безконечное разстояне, то отрёзки а и В равны безконеч- 
ности, слЬдовательно: 


Такь навкъ цектрь кривой есть полюсъ безвонечно-удаленной прямой, то, 
полагая въ уравненяхъ (1) &==0, ч=0, найдемъ координаты центра: 


р — А. —@:6 
13 _ 212930 —_ @2903 у=: 123 —_ баб —^ би 28 (2) 


= 
Аз абв аа ' Ан баба - Аз 


Если бы И:з, Аз, Азз были вов равны нулю, то опредёлитель ^ быль 
бы тавще равенъ нулю, случай, который мы исвлючаемъ. Сафдовательно 
центрь всегда опредфленъ, исключая когда: 


Азз==0 {8) 


вЪ этомъ случаз центр кризой находится на безконечности это услове 
соотфтствуеть парабол®. 
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Гозыщемь теперь зависимость между безкопечно-удаленною прамою 
и кривою, изъ этой зависимости вытечетъь не только аналитичесый ха- 
рактеръ параболы (3), но и эллипса и геперболы. 


Проведемъ черезь начало координать прямую, составляющую уголь 
& съ осью х. Если эта прямая пересфкаетъ кривую на разетоящи г отъ 
начала координатъ, то координаты точекъ ветрёчи будуть: 


д=т00за , у-зуша 
Подетавляя эти выражешя въ уравненше коничеекаго сфчен!я: 


ана* | ар? | За зау | 24 зе -- 2аззу -- аз = 0 (4) 
найдемъ; ° 


зал тсоя? а -- арознийа —- Зазатасовх) -- 2 (@1зс05а -- аз) -- взз==0 (5) 


Изь этого квадратнаго уравненя найдемъ дв% величины для у, которыя 
могуть быть дфйетвительныя, равныя и мнимыя, 


Вь первом случаВ, прямая, проведенная подъ угломъ я 5Ъ оси або- 
‹циесъ, вотрфчаеть коническое с\чен въ двухь дЪйствятельныхь точкахъ, 
во второмъ она будеть касатьсл, въ третьемъ случа она его не ветрф- 
чаеть, тфмъ не менфе мы буденъ говорить, что прямая ветрёчаеть ко- 
ническое сфчене вседи въ дзухь точкахь. Напротивъ, если разстояше г 
будеть дано, то изъ уравнены (5) опредфлится два значен!я для угла а, 
ноторыя могутъ быть и дВйетвительными, равными и инимыми. Въ обоихь 
случаяхь кривая иметь дв безконечко-удаленныя точки, мы иайденъ 
прамыя, проходяшИя черезъ эти точки, т. е. ассимитоты кривой, полагая 
въ уравненше (5) х == оо, что даеть: 


211605? а —|- Зала 5 @.608 & - ао ВП? о, ==0 (6) 
откуда: —_ 
ща У, — пав _ — вв -ЕУ- Яы а) 
92 92 


Изь этого выраженя видимъ, что деф аосимитоты будутъ дйетвительння, 
мнимыя или совпздающя, смотря потому будетъ-ли 4.з величина отри- 
цательная, положительная или нуль. 


Слёдовательно аналитическй признакъ. для отличя коническихь 
сЪченй есть слЪдующий: 


Аз > 0 эллиноь, 
Аз =0 гарабода, (8) 
Аз < гипербола. 
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Услове для параболы найдемъ изъ уравненя въ линейныхъ координатах: 


Аи Ар - ЗА 2 Ат -- Ав =0 (9) 
Если безвонечно-удалениая прямая касается воническаго офченя, то: 
#=0 , 1=0 


должны удовлетворять предъидущему уравнению, & это услове требуеть, 
чтобы: 


Аз ==0 


Изь выраженя: 
4зз = вла — ай» 
видимъ, что только коэфищелты у членов втораго измвреня въ уравнеши 
(4) вт, аз», ао служать къ отлизЮ рода воническаго еВчен, 
Пр. 1. Какой родъ коническихт, ебченй предетавляють уравненя: 
За | 4ту - 59? — 20 -—Пу-а=0 


Отв. Зджеь Из: = 15 — 1 == И; залиись, 
Пр. 2. 22+ пу — у" +32 ру=о 
Отв. Аз =—2 —1= — 8; тинербола. 
Пр. 3. 2 — уу —2.-у-1=0 
Отв. Аз =1—1=0; парабола. 


Приичане. Замфтимь, что при Аз: =0 члены втораго изыфрешя въ (4) с0- 
ставянють полный квадратъ. 

8 287. Уравнеше (8) опредфляеть только направлен зосимитоть, 
о такъ кавъ он проходять черезъ центръ, то он вполн® опреджлены 
и мы ножемъ написать ихъ уравнения. Приравнивая нулю члены втораго 
измфретя въ уравнеши (4), найдемъ: 


ана? -- Зазлу вазу? == (10) 
откуда: 
9 — 
з {5% 


& это есть направлене прямыхъ, идущихь ЕЪ безконечно-удаленннмь 

точвамь на кривой. Олфдовательно уравнен!е этихъ пряхыхъ есть (10), 

Розыскане этихъ пряныхь сводится из розыскане отношеня координат, 

безконечно-удаленныхь точекь. Въ самомъ дьлЬ, сдфлаемь уравнеше (4) 
Ея 5: 

однороднымь, полагая Ра , г выфото х иу. Чтобы получить точви не- 
3 з 

реевченя безконечно-уделенной прямой съ коническим сфчешемь на- 

добно положить 23 ==0, а это именно и даеть уравнене (10). Уравкешя 

аосимитоть получатен, написавъ уравневя прямыхь, которыя-бы были на- 


16* 


244 ГЛАВА ХУГ.-—-ПРЯМАЯ НА ВЕЗЕОНЕЧНОСТИ, 


раднельны прямымъ (10) и проходили через центрь кривой, коего воор- 
хинаты мы нашли выше (2). 


Уравнене (10) будеть представлять ассимитоты, если начало коор- 
динать находител въ ценурф кривой. 


Пр. 1. Въ кривой: 
Е рН 


яы— 1—0 


которую назвали эллиисомь, дЪйствительно имфенъ: 
дно 
33 —— а 
а уравнеше зссимитоть будеть: 


ЕН 


Пр. 2. Въ кривой: 


Пр. 3. Въ кривой: 


у?-— 2рх=0 
которую назвали параболой, имфемъ: 
Ав =0 
з уравневе ассниптоть будеть: 
ис 


это уравнеше даеть только направлене къ безконечно удаленной точ» 
повторенное два раза; & собственно ассимлтоть парабола не нифеть. 

$ 238. Выше мы видфли ($ 233), что поляра точки на безконечноети 
ость даметрь, дфляшЙ лополамъ хорды коническаго обченя, проведенных 


параллельно ирямой, соединяющей центрь съ точною на безвонечности, 
т. е. съ пожюбомъ. 
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Если уравнеше коническато сбчещия веть: 
Гана +- араб | аул? Е Зала» -- аль Зазуры == 0 (11) 


то ноляра точки (уузуз) будетъ ($ 209, 58): 
8/ Ой | 
мо, |“ ди + я ви (12) 


а (али Е виза Е вуз) - 2 (алу, - ааа | давуз) 


2. (ава -- аззуз -Ё авз\з) == 0 (13) 


полатал въ этомъ уравнени од==2, реаееу, ризы; руны, ру , руз==1 
будемь имфть поляру точки (2) въ декартовыхь коордикатахт: 


хана + взи Ра 3) (а 2 {ау вв) | ааа Рави | вв ==0 (14) 
Полагая д ==, 608, \\ = Эщои это уравнене сдфлаетел: 
2 (али, совеу -- ауру зв Е 13) -- у(азит сова, -- чаи) Но, -[- вв) + 
- азия сова +- азан, Ш о -- азз == 0 ` (15) 
Если положимъ 1) ==0, то воляра сдфлаелся даметромъ, двлящимъ 
хорды, проводенныя въ напразлеши @1, именно: 
2(а 16050 | ааа )-- у (аз 60824 -- азаящ о )-|- аз с0ве -|-@взвнна ==0 (16) 
ли; 
(вла -|- озу + аз) сова -|- (пох -- аззу | аа} Ш од =0 (17) 


или еще, если въ уравненш (11} 21 == 2, дз == у, 623 == 1: 


# 05а + а =0 (18) 
это и есть уравнене даметра. 


Если черезь 2 означимь уголь, который даметрь составляеть съ 
осью абещиееь, то изъ уравнешя (16) найдемъ: 


а сова Г аабта _ в Раза (9) 
2116080 -- ва В 9 аз | 42 ва 


ша= 


или; 


два. ша Раз (ва -|- в) а, =0 (20) 
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Сопряженными д/аметрами называются таке два д1аметра, въ которыхъ 

точка, лежащая на безконечности, на одномъ изъ нихъ, есть полюеъь дру- 

гаго, или, другими словами, хорды параллельныя одному изъ нихъ, дВлятея ‚ 
пополамъ другимъ. 


Тавъ какъ уравнеше (20) симметрично относительно угловъ я яч, 
то изъ этого заключаемъ, что если направлене хорд будеть &, то на- 
правлене даметра будеть о, олфдовательно углы © и ви, связанные урав- 
менемь (20) суть углы двухъ сопряженныхь Маметровъ. Это уравнене 
получится, если въ уразнени (16) положимь х==гс08а, у==узши и 
сдфлаемъ г == с. 


Это слБдуеть изъ опредфлешя сопряженныхь даметроюъ, какъ по- 
ляръ точекъ, лежащихъ на безконечности, 

Изьъ формы уравнешя (18) видно, что ве% даметры проходять че- 
резъ пересъчеще двухъ прамыхь: 


д! 


а _ 
® и= #0) 


которыя переефкаются въ центрь кривой ($ 236}. 


Если & ==0, то даметрь, дЪлящй пополамъ хорды нараллельныя 
оси х, будеть то, еели-же я, ==, то данетрь, дхащИ хорды парал- 
лельныя оси у, будеть ао. 

Если въ уравнени (20) сдфлаемь я ==а, то оно сдфлается: 


@зз За -|- 243 ща а, =0 {22) 


& это уравнеше, дающее направлене ассимптоть ($ 987, 10), показы- 
ваеть, что ассимптоту можно разсматривать, кавъ даметрь самъ себ ©0- 
праженный. 


Общя ноличественныя свойства коническихь сфченй. 


$ 239. Ве выше выведенныя свойства ковическихь сфчевй отно- 
еятся къ положенно; ниже слъдующия относятся къ мбрЪ, т, е. къ коли- 
чественнымь свойствамъ, 


Предложен. Если чрезъ какую-нибудь точку О проведемъ двЬ 
ефкущя, вотрьчающя коническое сБчеше въ точкахь В,, В» 9, бь 10 
отнотене; 

ОВ. ОВ 
08.08, 
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будеть величина постоянная, гдЪ бы нибыла взята точка 0, ляшь-бы на- 
правлешя ОК и 08 были постоянныя. ` 

Доказательство. Изъ 8 236, замфчая, что ОВ, я ОП. суть корни 
уравнеши (5), найдемъ: 


а. 
ОВ.ОВ, = 33 р 
В.О, аз: соя -- 2912 За. сова -|- ао за 


и точно также: 
а: 
08.08, 8 


ал 60529’ Заз та’. еоза’  аро за! 


откуда: 


ОК.ОВ, _ вул с082'- 

`08,.08 — ал воз - 
но вторая часть этого уравненя есть величина постоянная, такъ какъ 
величины 1, а» @» при перенесены начала координать неизмфняются, 
адио не изивняются, потому что изиравлеше, по условшю, остается по- 
стояннымъ. 


со про За" 
Зал 81%. 6082 -- даа 


Это предложеше можеть быть выражено еще слвдующимь образомъ: 
Если чрезъ двф данвыя точки 0, и 0, будуть проведены, какя- 
нибудь двф нараллельныя лини О.В и 055, то отнощене: 


ОВ. 
0,581.05: 


будетъ величина постоянная. 
Въ самомъ джлЬ, чиелитель и знаменатель предъидущей дроби, оче- 
видно, суть: 


в —_ 433 
ал: 60525 -- 201912. 6085 баз ви со а-- Зав .с05а -- озозт?а 


откуда, ихъ отношеше равно аз: 03 — величина постоянная (зв новое 
значене коэфищента азз при перенесенён начала координать изъ точЕи 
0, въ 0+). 

Ольдетее 1. Пусть 0, будеть центрь кривой, то 08, == Оз», а 
слфдовательно 0.5,.0,8 будетъ вквадрать полудаметра параллельнаго сф- 
кущей 01 В. Откудь сдфдуеть, что производенйя отрзвовъ двухъ пересф- 
хающихея хордъ относятся между собою, кавъ квадраты имъ паразлель- 
ныхь полудаметровъ. 

Оль етве 2. Пусть 0,0, будеть дмаметрь коническато сфченя, & 
0, В в 0.5 параллельны даметру сопряженному 0,0», то 0. В =0, В; и 
0,3, = 0з8,. 
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Если данетрь 0,0, пересфваеть кривую въ точкахь в и $, то; 


О 08 

ба.0 О. 0 
т. е. квадраты полухордъь, сопряженныхь даметру 0,0», пропорнюнальны 
произведетямь отрёзковъ, на которые эти хорды дёлять даметръ 0,0.. 


$ 240. Предъидущее предложене не имфеть ифета въ томъ случа, 
когда прямая 08 параллельна одной изъ прямыхъ ветрёчающихъ кривую, 
на безконечноети, въ этомъ случаЪ отрёзовъ 08 =05, и только 08 
вотрЬчаеть кривую въ конечной точкЬ. Мы покажемъ, что уъ этонъ 
случа, отношенще: 


есть величина постоянная. Для простоты возьмемь 08 за 065 2, а ОВ 
за ось у. 


Такъ какъ ось 2 параллельна прямой встрчающей кривую на без- 
конечности, то въ уравнен!и: 


ал 22 -|- За ззу + аззу* -- 2а. т -- Заззу -[- аз == 0 (23) 
коэфищенть и: ==0, сд®довательно уравнеше кривой будетъ: 
2 ху -- аззу? -|- Заза + Заззу аз = 0 
полагая у=0, найдеяный отрёзовъ на оен х будеть: 


© 38 


08 =— №8 


201 


полагая х=0 произведеше отр®зковъ на оси у будеть; 


ОВ,.0 == 
@23 
откуда: 
_ 09 ва 
О.0№ биз 


Перенесемь теперь начало коордивать въ точку (21,у,), оставивь оси 
параллельными старымъ осякь, то а неизыфнитол, а из сдлается 
сизм -- аз, слбдовательно новое отношеше будеть: 


—_ 
2 (зи Раз) 
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Если кривая будеть парабола, то 1 =0, а слёдовательно это отноше- 
не будеть величина постоянная. Если же кривая будеть гипербола, то 
это отношене будеть величина постояннан только въ томъ случа, когда 
у булеть величина постоянная. 

Пр. 1. Составить уравнеше коняческато сфчетл, которое дфласть на коорди- 
натныхь осяжь ин у отрфзви №, №, ра, ры? 

Рыисне. Если въ уравнении (23) сдфлаомъ посяфховательно х—0, у=0, то 
найдены: 


я — имам», = 


‚5 И—(ы-ыу Бы =0 


8 = 20 В: 
Аи бе ы , в 


тд 


м+м=-— 
откуда искомое уравненйе будеть; 
завел" + Залу | МЭзу? — ира №) — Хабы Е роду + МА =© — (4) 
Если нопическое сВчене соть парабола, 10; 
аа им, 0, = Ура 
елфдовательно чрезъ четыре точен можно провести только двф параболы. 


Пр. 2. Найти теометрическое мфето центровь коннческаго сфченя, проходя- 
щаго чрезъ четыре данныя точки? 


Рищене. Уравнене (24) представляеть коническое счен{е, проходящее чрезъ 
четыре данныя точки, Координаты центра опредфляются уравнен ями ($ 286, 1); 


Зрарья -- Заву Е вирь (а + 24) =0 , Аду але — Мда Е в) ==0 


такъ кавЪ а, остается произвольнымь, то исключене его изъ этихъ уравней и 
даетъ зависиность между координатами цеятровъ, ныенчо: 


Зри — Ау — рабы Еда — Хы Еду =0 

это Боническое сфчеше, которое проходить чрезь пересфченя каждой изъ трехъ 
наръ лин, которыя можно провесть чрезь четыре данныя точки и чрезь средину 
этихь лин. Геометрическое мВсто будеть гипербола если 71). и рр» будуть имфть, 
каждая изъ парь, одинаковые или разные знаки, въ противномъ случаБ бухемъ 
имфть лицо. Сяфловалельно эллнись будеть въ томъ случа, когда дв точки на 
одной изъ осей будуть съ одной стороны начале, а друмя двф съ противуположныхь 
сторонь. Другими словами, когда четыреугольникъ, образуемый четырьня данными 
точками нифеть вогнутый уголь. Это очевидно геометрически, такъ кавъ около че- 
тыреугольника, ихющаго вотнутый уголь, ни эллнисъ, ни парабола, не могуть быть 
описаны, Слёдовательно описанное коничесяое сёчене должно быть гипербола, 
тавъ что ифвоторыя вершины четыреугольника должны лежать на, различныхь вфть- 
вяхъ гиперболы. Откуда викимъ, что вЪ этом случаф описанное хопическое сёчене 
должно быть всегда гииербола, а такъ какъ цевтрь гиперболы находится всегда въ 
хонечномъ разстолн!и, то геометрическое мфето центрозъ будеть эялицоъ. Въ хругомъ, 
слузаЪ, т, е, если веф углы четыреугольника выпуклы, два положешя центра будуть, 
на безвонечности, соотвфтетвенно двумт нараболамъ, которыя можно описёль около 
даннато четыреугольника. 
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Каноничесня формы моничеснихь сфчений, 
$ 241. Теперь займемся упрощешемъ общато уравнешя центральнаго 
коническаго езченя: ’ 


аа, + аль -- аз —|- Заритить -- Заз ть + Зазуьть 


о (25) 


Для этого положим, что оно отнесено къ подярному координатному тре- 
угольнику. Если въ этомъ уравнен!и едфлаемъ 2; ==0, то получимъ урав- 
вене: 

129, - 2аатиха - аз, =0 (26) 
которое есть произведеше двухь нрямыхъ, соединяющихЪ съ противуно- 
ложной вершиной, точки пересфченя кривой съ ирямою д = 0. Это урав- 
неше разлагается на два линейные икожителя: 


я — 0. =0 , ж-— а =0 


Но мы предположили, что координатиый треугольникъ есть полярный, 
слфдовательно эти лини суть васательныя, а касательныя со сторонами 
полярнаго треугольника составляютъ гармоничесвую связку (8 210), слдо- 
залельно В == — а, и уравнене (26) сдфлается: 
2 — 27.22, = 

Если это послфднее уравневше тождественно съ ураввешемь (26), то въ 
уравнени коническаго сфченя (25) нЪть члена Зил, та. Такое-же раз- 
суждене покажеть, что въ уравнены недостаеть и членовъ За з7. т, 
Зоозизть. Олфдовательно уравнене коническаго сёчешя завлючаеть только 
квадратные члены, т, е. око будеть: 


а, -{- в: - авт =0 (21) 


Вь этой фориф уравнеше коническаго сфченя можеть быть представлено 
трижды безконечнымь числомъ, такъ канъ выборъ полярвахо треугольниха 
зависить, какъ мы видфли, оть трехъ произвольныхь нараметровъ, изъ 
коихъ каждый можеть им»ть безконечное число значенй. Если теперь 
мы предположимь, что одна изъ сторонъ координатнаго полярнаго треу- 
гольника, напримвръ 2. ==0, есть безконечно-удаленная прямая, то 16- 
ресфчеше другихь двухъ сторонъ будеть цевтръ кривой, а сами стороны, 
т. в. координатных оси, будуть сопряженные Маметры. Слдовалельно 
мы должны ТОлько ПОЛОЖИТЬ: 


ри = , р=у , р2=1 
н уравнене сдфлается: 
@1:27 -- дз? 4 аз =0 (28) 
Но вообще въ немъ координатныя оси не прямоугольны. 
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$ 242. Одфлаемъ тЪже разсужденя относительно того-же коничес- 
ваго офчешя, но отнесеннато въ линейвымь координатамъ: 


ГО = Аи, + Ар, | Ав, Аа Роль Ав == 0 (29) 


Для этого положимь, какъ и выше, что это уравнеше отнесено кЪ по- 
лярному треугольнику, което вершины еуть: 


&=0 , &=0 , &=0 


Если положимъ въ уравнени (29) &; =0, то получимъ уравнене; 


Аб 24-Е Аб, =0 (30) 
хоторое ееть произведен лвухъ линейных множителей: 
В =0 , В =0 [3 


слёдовательно вредставляеть дБ точки касашя васательныхь, проведен- 
выхь изь точки &; ==0 къ коничесвому с®ченно (29). Но такъ какъ, по 
услов!ю, координатный треугольнивъ есть полярный, то дв касатевьныя, 
в0 сторонами полярнаго треугольника, черезь пересфчене которыхъ он 
проходять, составляють гармоническую связку, слфдовательно ($ 221); 


=0, 6=0 , 6—0 , 4 — В =0 
суть четыре тармоническя точки, а поэтому мы должны имфть В = а, 
слёдовательно уравнеше точекъ касашя будеть: 
В, — а, =0 
Но это есть уравнене (30), слфдовательно 4,, =0. Тоже разсуждеше по- 
кажеть, что въ уравнени (29), если оно отнесено къ поларному треуголь- 


нику, недостаеть членовъ 24:35, 2Аозёь. Сльдовательно уравнене ко- 
ническаго сфченя, отнесеннаго въ полярному треугольнику, будетъ: 


Аба АззбА Аз = 0 (32) 


Если одна изъ сторонъ полярнаго треугольника будеть на, безконечноети, 
то будемь имфть: 


94 =6 , =ч , %=1 
откуда уравнене одфлается: 
А - Ави? -- Ава =0 (33) 


оно отнесено, очевидно, къ двумъ сопряженнымь даметрамъ и центру, 
закъ налалу. Уравновя (28) и (33) центральныхь коническихь сфченй 
суть самыя простыя въ обфихъ системахь хоординать, 
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$ 243. Остается только сдЪлать на самомъ дЪлф переходь оть об- 
щаго уравнешя (25) къ (28), 

Перенесемь начало координать въ центръ. Такъ какъ цеятрь есть 
полюсь безконечно-удаленной прямой, то оси 2 и у будуть дВлитея гар- 
монически кризою и безконечно-удаленною прямою, въ силу этого члены 
ить бе» или фи, изчезнуть, остается только сдВлать повороть коорди- 
натныхъ осей, 

'Перенесенс начала координать въ дентръ дЪлается подстановлещемъ: 


но гзъ тори сиредВлителей имфемъ; 
али -- вв Раз =0 
азии -Е аз - аз =0 


431.41 - бара -—|- ав Ав _ А. (34) 
Азз- 4зз 


азии -- во® - аз 


слдолетельно: 
а | озу аз == ал’ -- ау 


аз: -|- зу -|- аз = вия’ -- ану' 


ау -- озу + аз = ана" Е аззу' Я 
38 


Укножниь первыл части этихъ уравневшй соотвтетвенно на 2, у, 1, 8 
вторыя на хм, у’ ЕВ, Т и сложимъ, то найдемъ: 


аа? + 2ату Е аззу? + 2032 - 2олау + азз = 


е А : 
== дла"? + Заз -[ вазу -- дао (35) 
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Этимь преобразовашемь члены первой степени удалены, в второй степени 
осталиеь безъ перехфны. Здфеь мы должны исключить тоть случай, въ 
хоторонъь Аз; =0, танъ какъ въ предъидущемъ уравнени послЁдн!Й членъ 
будеть равенъ безконечности, и кривая будеть ныфть центрь на безко- 
нечности, Напротивъ, укичтожеще опредфлителя Л неизмЪняеть нашихь 
изольдованй, только ихъ геометричесый снысль будеть различенъ, Этоть 
послфдЕй случай мы раземотримъ ниже. 

$ 244. Мы уже выше показали геометрически, что есть пара перпен- 
дикулярныхь солряженныхь даметровь ($ 235); теперь покаженъ это 
злалитически, Нашъ анализ покажеть, что существуеть только одна пара 
тавихь даметровъ, 


Если сопряженные д1аметры перпендикулярны, то а. ==а | 90°, а 


подставляя это выражен въ (19), найдемъ: 


4% + ив 8е— (36) 


Корни этого уравнен1я веегда дфйствительны и дають направлен сопря- 
женныхь перпендикулярныхь даметровъ. 


‚та 
Если выфего ва поставииь въ предъидущемъ уравнени сова» № 
найдемь: 


(87) 


(38) 


Откуда, найдемъ величины для о: 


в 


= —_в8 у в. Ю 8 
а, а +90 , а=5 1180 .й 


{+ 210° 


которыя отличаютен только на 90%, сяфдовательно дають одну и туже 
сиетому, разематриваемую иначе, т, е, есть только одна система врямоу- 
ольныть сопряженныхь даметровъ. Эти маметры называють осями воим- 
ческато сфчен!я, Здфеь прадетавляется только одно исключен, это котла 
имфемъ въ одно время; 


@ат—аз=0 , из =0 
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Коничеекое сфчеше имЪеть тогда форму: | 
а" 


сафдовательно есть кругь. Въ этомъ случаЪ уголь я остается неопреду- 
леннымъ, слфдовательно есть безчисленное множество сопряженкыхь пер- 
пендикулярныхь Даметровь, и, дёйствительно, въ круг каждая пара пер- 
пендикулярныхь даметровъ есть сонряженная. Если въ уравнеши вмфсто 
у 


д’ 


ща подетавииь то найдемъ уравнене осей: 


ал? -- (аи — аз) ху — вот? == 0 
мли равкодфлящихь углы между аосимптотами. 


$ 245. Чтобы сопряженные перпендикулярные дфаметры сдлать 
коордиватнымя осями вадобно поворотить старыя оси на уголь ©, отре- 
дфленный уравнешемь (37), а для этого надобно положить ($ 35, 6): 


=‘ 605 а — у та 
(89) 
у= зто -|- у’с03х 
Если эти выражен!я подставимь въ уравнене (35), то ойо должно при- 


нать форму уравнешя (28), если въ цемъ едфлаемь 7) =, жа ==, #==1. 
Слъдовательно поелф подстановлешя въ уразнене: 


оз  ощуЗау д -—0 (40) 


коэфищенть при ху должеяъ быть равенъ нулю, что и имфеть мёето въ 
силу услоыя (19). Въ самомъ дФлб, этоть коэфищенть есть: 


08 & (а за | 912 208%) — та (а 603 а -{ азвша)==0 
сл®довательно ножемъ положить: 


@11 6085-е тя _ 116052 азота 
605 & ша 


х (41) 
или: 


(в: — №) е0за-- аззта=0 


(42) 
21608 & -- (аа — №) зп ==0 


ТЛАВА ХУ]. ПРЯМАЯ НА БЕЗКОНЕЧАОСТИ, 255 


Исвлючал между этими уравнениями зто и с0за, нойдемъ квадратное 
уравнен® въ ^, котораго корин и будуть коэфищенты при 53 ну? въ пре- 
образованномъ уравненш, Это исключеве даеть: 


в —Х , @2 й 
=о (43) 
2 ав —\| 
или: 
№3 — (ал - в) Рана» —@=0 {44) 


Озяачимт корни этого уравнешя черезъ №, А», хаждому изъ нихъ будуть 
соотвфтетвовать въ силу (41) велитииы а, которыя будуть различател на 
90°, евли членъ ду’ исчезъ. Поэтому будемъ инть: 


а11 с08а-|- озта =), с08а 


@13 08 & -- ао В & ==, зт а 
(45) 
#1 За — бо с0ва==Азща ‘ 


2 8т& — 025508 @ =. 608 @ 


Умножая третее изъ этихъ уравнен! на 2, а четвертое на у и склады-, 
зая, получимъ, соображанеь съ (39): 


(аи зта — 212 6055) 2 -- (моба — @зас03а) у == — №у' {46) 


точно также изъ нерваго и втораго получимт; 
(21 сова -- аз та) =-|- (виа сов -Ё а зтаду = (47) 
Если навонець умножимъ (46) на: 
— ззшя + усов = у' 
& (47) на: 
2 сова -- узшах' 


и результаты вычтемь, то найдем: 


ету 


Слфдовательно уравнене коническаго сфчешя получить самую простую 
форну: 


ааа? -|-- Заззеу -- аду 


А 
аи =0 


Итакъ корни уравневя (44) дЬйствительно дають коэфищенты въ но- 
вомъ уравнени. Въ исключительномъ случа, который указали выше, 
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именно, когда а; == 92 и @з2==0, корни №, \, остаются опредфленныхи, 
но дЪлаются только равными, ` 

Мы выше видфли, что веегда есть пара перпенхикулярныхь сопря- 
женныхь даметровъ, если только Л и 4:3 ве равны нулю. Но легко 
показать, что уравнеше (44) всегда имфеть дфйствительные корни. 


Въ самомь дфлЬ, оно даеть: 


Изъ этого выражен видимь, что подрадикальная величина не можеть 
быть отрицательной величиной, если только воэфищенты въ уравлеви 
коннческаго сфчешя суть величины дфёствительныя. 


$ 246. Преобразоващше уравмешя коническаго еБчен1я; 


д 
ана Заузту -- ау" д =0 {48) 
въ форму: 
ао 49) 
Аз 

можно сдЪлать гораздо проще способомь Буля сафдующимь, образомъ: 
если уравненю (48) преобразуемъь подотановленемь (39), коего модуль 

преобразоваяя равенъ единиц%, то будемъ имЪъть: 
2 а ^ — Ах?- и С 2 А п) 

ал? + 2ауъту -|- аз! ве 2-27’ Су Вит (50). 


или: 


#112? -|- Заолу | ау = Аз 2Веу -|- Су? (51} 


тдв А, В, С суть функции коэфищентовъ @1, @1е, ао И 6039, За. Но мы 
иифемь всегда: 


пн 


такь какъ каждое изъ этихь выражен есть разстояне начала коорди- 
дать оть точки (25) или (2). 


Если въ обфимъ частанъ (51) ирибавимъ по: 


Ай) в лету”) 
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гдф ^ есть неопрадфленвый коэфищенть, то найдемъ: 
ай Е Заату | вау? Е ^ (2 -[- у’) = Аз 2 Вау! | уз 9) 


или: 
(и Рай 2азту Е (а у? = (АНХ) 2? + 2Веу (Су 


По свойству инварантовь ($ 192, пр. 3) будемъ имЪть: 
(ви № (ав —@,=(А---)ф В (52) 


ТакЪ какъ это уравнен!е должно имфть мфето при вофхъ значеннхъ , то 
приравнивая коэфищенты при \, найденъ; 


А бС= ал аа 
Аб— В? — вала — 93 


Если выберемъ направлене ковыхъ координатныхь осей такъ, чтобы В==0, 
то будемъ имфть: 


А-С=а ав 
Аб ва — Фа 


Иизя эти уравиен!я, полузимь уравкене: 


й — (аи аз) (@пав-—@й3)=0 (53) 


хотораго корни суть А и С, и уравнеше (50) сдёлается; 


А , , А 
ана Зара + дну? д = 2+ НА. 


Пр. 1. Найти оби эллипеа: 
14? — 4ту | у? = 60 
и преобразовать его уравнене къ осямъ. . 
Такъ накъ оси суть равнодёлялия утлы между аоенмитотами, & аосимитоты 
вуть , 
142? —4лу 1 =0 у 
то уравнен!е осей будеть; ^ 
427 -|- бху — 4у'=0 
наи; 
@г-зу (ем) = 
Вь этомь примфр® нибемь: 


п 
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откуда №, = 16, № = 1, & уравкеше преобразуется въ: 
За 2? =12 
Пр. 2. Преобразовать ураанен!е тицерболы: 
115 -- 84ту — 34" -= 156 


зы . 
м+»=-18 , М =- 2088 
откуда: 
=, = 88 
в потому: 
82° —4у=12 


$ 247. Посмотримъ теперь, кавя вризыя представляеть уравнение: 
аи ---^- 0 
Аз 


Это уравнеше можно написать въ слдующей форм: 


=”. я = 
л_д=' 
2, Азз 23 Аз 


Уравнене въ этой форы даеть сейчаеъ классификадию кривыхъ. Въ с8- 
номъ дл, произведене знаменателей: 


дя 
А 


всегда имфеть, кавъ вндно, знакъ произведеня №\;, в это произведеше 
есть: 
№№: = Ан = блбв — 043 

такъ какъ М и № суть корни уравненя (53). 

Сльдовательно классифицировать кривыя познаку произведеня Еоз- 
фищентовъ при 2? и у? все равно, что классифицировать по знаку Аза. 

Воть возможные случаи: 

Случай 1. Аз > 0; М и № имють одинаковые знаки. 


о = — < А =— 3 
1. м — 0, А = 62; эллиись, 
2, — к =— 9*, = =-41; эллинеь инимый, 
233 
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Случай 2. Аз < 0; № и \, инфють противные знаки. 


—; = ==— 1; гицербола, вотрычаемая осью свъ 
двухъ точкахъ. 


А 
2. —;——_ =; гипербола, ветрёчаемая осью у въ 


— 9 = 
№433 ‚ А Азз 
двухь точкахь. 

Эти двф гиперболы отличаются только направлещемъ осей. Слёдо- 
вательно мы находимь только двф кривыя (дВйетвительныя), инфющ]я 
центръ, которыя предетавляютея алгебраячески уравненНемь второй сте- 
пени. Что касается мнимаго эллипса, то можно только замфтить, что его 
дентрь и оси суть дЬйствительные, точно также, какъ и его поляры 
дфйотвательныхь полюеовъ. 


Эллипсъ. 


$ 248. Изь предъидущаго параграфа видимъ, что эллипев и гипер- 
бола, отнесенные въ цеитру, кавъ началу координать и БЪ своимъ осамъ, 
инфютъ саную простую алгебраическую форму: 


ое 2 
аТы-1 › вы! 


Изъ этихь уравненй видимь, что гиперболу можно разсматривать, кавъ 
частный случай эллинса, когда одна изъ его`осей сдблаетея мнимой. Если 
$ изыБнимь вь эллипев на $, то получимъ гиперболу: 

22 ры 


м 


зетрЬчающую ось х, а если изыфнимь а иа пй, то получим гиперболу: 
ъ 
4? 2 
моя 
встрфчающую ось у. 

Такую простую форму, какъ оллипоь, тажъ н гипербола, могуть по- 
лучить, будучи отнесены къ косоугольнымь координатамъ, когда, за начало 
будеть взять опять цеитръ, а за координалныя оси, пара сопряженныхь 
даметровъ, . . 

Тавъ какь пара сопряженныхь даметровь ©ъ безвонечио-удаленной 

1 
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прямой обравують полярный треугольникъ, относительно разематриваемаго 
центральнато воническаго сфчешя, то его форма: 


= 69 


“не будеть изифнятея, если за косоугольныя оси выберемь пару сопря- 
женныхь даметровъ, Такой переходъ отЪ прямоугольныхъ коордийаткыхь 
осей въ косоугольнымь мы сдёлаемъ съ помощью формуль ($ 36, 5): 


= 0055 У 608} 


(55) 


у=я'зща узшВ 


гдё в —а=ф есть уголь между сопряженными даметрами. Посл под- 
становлен!я уравнене (54) сдфлается: 


Ре 
аи (56) 


тавъ вакъ коэфищенть приз’, по свойству полярнато, какъ координат 
изго треугольника, должень быть равенъ нулю, именно; 


603 =. 03 В 4-1 ть 8 —о (67) 
зан будуть даны уравненями: 


1 60835 › ви? 
а @? ро 


(58) 


1 _ 605% ео 
пе + 


Полагая въ уравневи (56) сначала х’==0, & потомъ у’ =0, найдены: 
р 


сяфковательно и и ® суть длины сопраженныхь даметровъ, считая оть 
центра до вотрёчи ихъ съ кривою. 

Сь помощью уравненй (58) можемь вычислить эти длины, имя 
длину сиб. ЕКромБ того уравнеше (57) есть ничто иное, какъ урав- 
неню ($ 238, 19), воторое даетъ зависимость между углами, составлен- 
ными сопряженными диаметрами И 06ю 2. 
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Такъ какъ ф=В— а, то имфемъ два уравнени: 


сов а. 605 В -- 1 о. зп В == 603$ 


и 
6034. с05В ‚ 5па. зтВ 
а Ты —0 
или: 
а | 
ща. =— а 
откуда: 


508 0%. 088 == 


вычитая, найденъ: 


Это уравнеше даеть дв величины для а -- 8 равныя, но съ противными 
знаками: 

ав ==н 
но мы имфемь: 


сл» довательно: 
—+ и 
ет, рт 


Изъ этихь выражен получимъ, какъ и должно было предвидьть, по при“ 
чин сииметри кривой относительно осей, двф системы сопряженных 
даметровъ, изъ коихъ одна, относительно осей, есть воспроизведене дру- 
гой. Й въ самомь двн\, вторая величина В разна первой а, & вторая ве- 
личина х равна первой В и обратно. 


Въ эллипев эти рёшен!я будуть дЬйствительны, подъ усломемъ: 


что даеть предфяь угла ф и найменьи!й уголь, который могуть составлять 
сопряженные даметры. Предфль этотъ даеть уравненя: 


или; 
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Изъ этого видимъ, что сопряженные маметры суть матонали прамоуголь- 
ника, описаннаго около эллилеа параллельно осямъ. Утолъ между даго- 
налями джлитен осями пополамъ. 


Но въ этомъ случаВ имфемъ: 


03 (&-- В =1 
сл довательно: 


а--8=0 


т. е. двё дагонали симметрично расположены около осей. ИзиЪняя В на 
® будемъ имЪть для гиперболы: 


воз («Е В) = 


и г з я оз $ 
Здесь им\фемъ воеегда а? >> $7, поэтому нивакото ограничен!я быть не мо- 
жеть и мы знаемъ, что ф можеть быть равно нулю, такъ какъ каждая 
зсенмитота сеть сама, себф сопряженный даметръ (8 247). 


$ 249. Задача эта рышается еще слфдующимъ образомъ: прямо 
ищутся величины а?, и $% съ помощью ввадратнаго уравневя подобпато 
тому, которое служить къ разысканно осей а? и №. Мы видЪли (57 и 58), 
что: 
1 603% За, 


т Ч 


о—= 0089. 6088 За. зп В 


а? р 


1 — 6088, эВ 
5 Ро 


Умножимь разъ первое и второе уравнене на зпВ и — ща; а другой 
разь на — 6038 и 603а и сложимъ, то получимъ: 


шв _ с03а в 088 _ ша а 
а г ? Гл ЕЯ ? 


Умножая второе и третее на зшВ и — па, & потомъ на — в08В а сова 
и складывая, вакь выше, найдемъ: 


__ ра __ 088. сова _ зв. 
р ся 1? , 5, $ 
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Если теперь перемножимъ первое съ четвертымь, а второе съ третьинъ, 
м этя произведеня вычтемъ, то нолучимъ; 


28 зш?ф = 9268 (60) 
откуда: 
6 Зи ф = ав 


или: 
415, Зт ф = 495 


Но 49 есть площадь прямоугольника, описаннаго около эллипеа парал- 
лельно осямъ, а 4% эт есть площадь параллелограма, описаннаго около 
элливса параллельно Маметрамь а и В. СлЪдовательно, площадь парал- 
лелограма, описаниаго окохо эллипеа параллельно сопряженныкъ дамет- 
рамъ, есть величина постоянная. Откуда зтф, т. е. 9 угла между 0- 
пряженными даметрами, будетъ: 


зшф = 2. (61) 
Такъ какъ изшу есть длина перцевдикуляр» СТ==р (фиг, 96), опу- 
щениаго изъ центра эллипса на касательную РТ въ точкв Р, которая 


лараллельна сопряженному даметру СР’ ==®, 10; 


(62) 


Если урзвиевя, зыведенныя изь ураввешя Фиг. 96. 
{57) и (58) напишемь въ форм; , т 


р 
аут == 07, совозшф , 6530058 ==—-а зто. т ф (7 
а?зта=— 6% сов. ашф , сова, зи. ф —и 


и умножимь первыя два слфва на с0за и — 6088, а вторыя справа на 
— ира, вт 8 и сложниь, то найдемъ 


97—09 соз?а -{- 52, со? 

: (63) 
| 52 = 2. Мела -|- © 58 

откуда, складывая, получим: 


ария {64) 


т, е. что сумыа ввадратовь сопряженныхь маметровъ есть величина по- 
стоянная, 
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Если означимь чрезъ (х,, у) координаты конца даметра ви, то легко 
найти длины сопряженныхь даметровь а и ® въ функци абедисвы х.. 
Въ самомь ДЬЛЬ, имфемь х,==01 6089, и ==а8Ш а; подставляя въ 
(63), найдемъ: 
а = 21 6, 058 
у НЫ, 8 


аа у 


откуда, складывая: 


о: 
р 
У 6—2) 
слфдовательно: 
бб, про (65) 
тдВ ($ 13); 


Свладывая эти два выраженя, найдемъ уравнен! (64). 


Уравнен!я (60) и (64) даютъ возможность построить квадратное урав- 
нен!е, вотораго корнями будуть ой, и №;; Это уравнене есть: 


у ииккм (66) 


= 


Еели оси а в $ кривой извфстны, то для каждой величины угла ф’ это 
уравнен® даетъ длину сопряженныхь дламетровъ. Въ самомъ дЬлф, корни 
этого уравненйя суть: 


а? + Й че 5 ЕС 

! 2 т 2 81 
Ч ИЕ 
2 2 


Имъя, такимъ образомъ, ай и $?,, уравневя (58) дадуть углы @ н В. 


(67) 


11. а 
сова = т о ‚ 0088 = ее с 
Ро 8-й 
тт 11 
За == о ‚ 38 р ое 


# в а 
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Если въ выражешяхь а*; и 5 приравняемь нулю подкораннутю величи- 
ну, то а", будеть разно 5%, т.е. сопряженные даметры будуть равны, но 
при этомъ будемъ инЪть; 


. 24 
эт ф = ячы (68) 


г. е. найменьний уголь между сопряжениыхи даметрами. Въ этомъ слу- 
чаф уравнене эллипеа будетъ: 


ау (69) 


Сл\довательно уравнеше эллипса, отнесеннато къ двумь равныиъ сопря- 
женнымь даметрамъ, будеть имфть форму уравнев!я круга, отнесеннаго 
къ прямоугольнымь ослиЪ, изфющимъ начало въ центру. 


$ 250. Мы видфли, что углы, которые сопряженные даметры со- 
ставляють съ осью х связаны уравненемъ; 


605 а. 6088 | ща. зт В 
о. + и 


откуда: 


У 
чаще =— В (9) 


Изь этого уравненя видимъ, что если одинъ изъ сопряженныхь мамет- 
ровъ составляеть съ осью х острый уголь, то другой составляетъ тупой, 
т, е. сопряженные даметры въ эллипеф лежать съ равличныхь сторокъ 
малой полуоси, 


Если ‚у, суть координаты точки, въ которой, какой-нибудь, д- 
метръ эллипса вотрёчветь кривую, то: 


Ел 
08=й 
#8 & 


гдь В есть уголь, который этоть маметрь составляеть съ осью 2. 


Если сопраженный ему даметрь составляеть съ осью х уголъ &, 
то имфемъ: 


У ыа 


если 2 и у суть скользяшия координаты этого даметра. Слфдовательно 
будемъ инфть уравнене сопряженнаго даметра д1вметру, составляющему 
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въ осью х уголь В, или коего координаты точки пересфченя съ `эллии- 
сомь суть (аи): 


т № 
р и? 
или: 
2х ни 
+ о (71) 


$ 251. Дополнштельныя хорды. Если дьЪ пряиыя, проходящёя черезъ 
концы большой оси а, вотрёчаются на эллипс, то онф параллельны со- 
пряженнымь даметраиъ и отефкають отъ малой полуоси, считая оть на- 
чала, отрёзки, коихъ произведеше равно 6, 


Если уравнеше эллипса: 


напишемъ въ форм: 


х Е 
(-5 (+2) 
то ножно положить: 


5.) 


тдВ Х есть неопредфленный коэфищентъ. Очевидно, что первая иэъ этихъ 
праныхъ проходить черезь точку (а,0), а вторая черезъ точку (—@,0), 
т, е. черезъь концы большой оси. Далфе эти прямыя встрчаются на эл- 
липсв, такъ кавъ, перемножая ихъ уравненя, найдемъ уравнене эллипса. 

Если означииь черезь я и В углы, которые он составляють съ 96ью 
т, то найдеиъ: 


откуда: 


8 910 зависимость между углами сопраженныхь маметровъ. Чтобы полу“ 
чить отрёзки, дёлаемые на малой оси этими прямыми, надобно положить 
въ ихъ уравнешяхь х==0, что даеть: 


$ 
д =, = 
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откуде, перомножан, найдемъ: 
Зи = 8% 


Точно также можно похазаль, что прямыя, проходящёя чрезъ кок- 
цы малой осн и вотрёчающяея на эллишеВ также параллельны сопря- 
женнымъ даметрамъ и дфлають на большой оси, считая оть начала, от- 
рёзки, коихъ произведене равно 22, Съ помощью этой теоремы легко но- 
строить сопряженный дламетръ данному д1аметру. Для этого черезъ конець 
большой оси нужно провесть параллельную данному д!аметру до встрёчи 
съ элличеомъ, точку зетр®чи соединить съ другимъ кондомъ больной ося, 
наконець черезь центрь эллипса провесть параллельную этой послёдией 
прякой—вто и будеть, въ силу предъидущей теоремы, даметрь сопря- 
женный данкому. 

ДэЪ прямыя, проходяныя черезъ концы, какого-иибудь, маметра и 
пересфкающёяся из эллиней, параллельны двумъ сопряженнымь даметрамъ; 
03% называются дополнительными хордами. 

$ 252. Задача. Опредфлить предфлы, между которыми изиЁняется 
утоль двухъ сопраженныхь даметровь и построить два сопряжемиые 
дамотра, образующе, между собой, данный уголь? 

Рьшише. Проведемъ через концы большой оеи доиоличтельныя хор- 
ды, которыхь уравнешя суть: 


2-9) 


Пусть ф будеть уголь, составленный этими прямыми или сопруженяыий 
Маметрами параллельными хордамъ. Мы будемъ имЪть: 


но: 


олфдовательно: 
(12) 
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когда у изивняетея отъ 0 до --, то абеолютное значене втораго члена, 
уменьшается и тупой уголь ф увеличивается, онъ получаеть значеве 
тахпиши при у==6; при этомъ предфлВ имфемъ: 


(13) 


и соотв тотвующе деметры параллельны дополнительнымъ хордомъ, опи- 
рающимся ча коЕцы малой оеи. 


Значеше пушивила угла $, соотв®тетвующее у = 0, есть уголъ между 
осями, т, е, прямой. 

Чтобы опредёлить сопряженные Манетры составляющие между собою 
данный уголь, заключенный между предъидущими предфлами, проводать 
черезь центрь, какой-нибудь, маметрь и описывають на этомъ даметрь 
сегженть, зизшающИй данный уголь. Окружность ветрётить эллицеъ въ 
ивкогорой точкф М. Даметры параллельные дополнительнымь хордамъ, 
хоторые опираются въ эту тозву будуть сопряженные и образують между 
собой данный уголь. Направлене осей найдетея также, описывая полуок- 
ружность на какомъ-нибудь маметрь. Дополнительныя хорды, соотвёт- 
ствующ/я точкф пересЪченя круга и эдлипса, перпендикулярны и парал- 
лельны осямъ кривой. 

Задача. Найти координаты (2:9) конца даметра, сопряженнато Заметру иро- 
ходящему черезь точку (ху). 

Ришене. Очевидно онф найдутся опредфляя 2,у изъ уравненй: 


= 
и я ШНы= 


что дает: ь 
щефри › Ее #9) 


$ 253. Поляра и касательная, Уравненю: 


22 
а, НЙ = (75) 
будеть поляра точЕи му, полюса, если эта точка находится ин кривой. 
Фиг. 97. Есяи же эта точка находится на вризой, то эго 6у- 
р ХТ деть касательная. 


Еели это уравнене сравнимъ съ уравнененъ 
с (71), то легко видёть, что даметрь еопраженный 
маметру, проходящему черезъ точку али пералле“ 

‘лень касательной къ эллипеу въ точ (му) РТ! Р'О (фиг. 97). 
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Въ $ 16 мы видВли, что координаты фокуса суть (с, 0), а уравнене 
директрисы, одной или другой: 


з 
да" (16) 


Если въ уравнени (75) положимъ д===Ес, и==0, то найдемъ: 


пе" 
с 
т, е. поляра фокуса есть директряеа. Слфдовательно, осяхал прямая, про- 
лодящая черезь фокусь дълитея, кривою и директриеою зармонически, 
$ 254. Задача. Найти уравнеше пары васательныхь къ эллипсу, 
проведенныхь чрезъ данную точку (211 
Рьшене. Соображаясь съ 8 208, 55), найденъ: 


(ее -(2-) о 


Если чрезь ф озвачимъ уголь составленный этими касательными, то бу- 
демъ имфть ($ 176); 


(78) 


Полагая; 


эл =е-и 


т 
будемъ имфть *=2а, елфдовательно геометрическое мфето точекъ ле- 


ресфченя перпендикулярныхь между собою касательныхь КЪ эдлинсу, 
есть кругъ. Вообще же геометрическое мфсто будеть кривая четвертой 
степени, 

$ 255. Задача. Найти длину периендивуляра опущеннаго изъ пентра 
эллипса на данную васательную въ точкЪ (2, у} 

Рьшеще. Сравнивая ии касательной: 


И {19) 
съ уравненемь: 
сова узщя==р 
найдеиь: 
я 05а у а 
#—ь БР 


лодстазляя эти вырежешя въ уравнене эдлипоа, получимъ: 
ры ойсовйх -- Баша, (80) 
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Слёдовательно уравнене касательной будетъ: 

#с0ва-- узта— И айеоза -- ша == 0 (81) 
Длива периендикуляра, опущеннаго изъ точки (2’, у’) на касательную, оче- 
видно будеть: 


2'совх-- узта — У асов -- зна (82) 

Пр. 1. Если деф данныя пераллельныя касательныя кт эллипсу иересфкаютея, 
хавою-ннбудь третею, то ллощаль ирямоугольника, ностроеннаго на отрзкахь, оте%- 
хавиыхь этой посяёдней касательной отъ первыхь двухъ, есть величина ностояниая? 
Доказательство. Возьменъ зв коордикатныя оби жаметрь параллельный хая- 

вымъ касательнымъ и ему сопряженный, то уравиея оллииса и васатехьной будуть: 


пу 2 Ум 
я ты =, а ,= 
ТАВ а; и 5, сопряженные полудаметры. Полатая 2=а и х=— а: въ уравненщи 
касательной, найдемь отрфзки на данныхь двухь касательных ь: 
Е 
= = - 
а] Фа 
вонхъ произведение: 


величиня постоянная, 


Пр. 8. Показать, что въ томъ же иримфрё площадь прямоугольника, постро- 
еннато на отр#зкахь третей касательной, равна квадрату полудаметра парвллельнаго 
этой касательной? 

„Рицене. Кавъ и предьихущее. 


Пр. 8. Если какая-нибудь касательная пересбкаеть два каве-нибудь сопря- 
женныо маметра, то площадь прямоугольниее, построеппаго на ея отрфзкахь, равна 
ваздрату еЁ параллельнаго полухакетра? 

Рииеме. Уравнешя какихъ-нибудь сопряженныхь даметровъ суть: 


= а Г УЙ _ 
УР, а 4+ Я. =0 
полагая х = а, навдемь отрёзки: 


ди. = 
у ж® ну 


коихъ произведеве равно 6%. 

Фиг. 98. Пр. 4. Даны вехичина и положоше двухъ сопряжен- 
ныхь нолудаметровь а и 0 центральнаго коническаго е$- 
ченя (фиг.98); опредфлить положено осей? 

Ришеше. Чрезъ конець « одного изъ деметровъ про- 
вехдежь прямую параллельную другому, эта прямая будеть касв- 
тельная въ коническому сфченю. На Од возьшемъ точку Р\таЕъ, 


чтобы: 0а.ар— 05° 
и при томъ для эллиисв ва продолжеши Оз, & въ протнвуно- 
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зожномъ направлени для гинорболы. Опишемъ кругь, нибюлий центрь но а0 и про- 
ходяний чрезъ О и Р. Очевидно 0.4 и ОВ будуть искомын осн кривой. Въ самом. 


ДЬВ, мы имфемъ; __ 
Аа.аВ = Оа.аР = 05% 


стфдовательно ОА и ОВ суть соиряженные даметры, & такъ кавъ они перпендику- 
лярны (АВ есть маметрь круга), то это оси кривой. 


$ 256. Нормаль. Если черезь точку касашя (лу,) касательной; 


2 1 (83) 


проведемъ прямую перпендикулярную къ касательной, то эта прямал на- 
зывается нормалью. Уравнеше ея, очевидно, будетъ: 


по =Не-=) 


или: . 
22 5 Е (84) 
я я 
тд: 
0—9 


Задаче. Изъ данной точки, вн эллипса провести нормаль? 

Рьшеще. Пусть искомая точка на эллипс будеть (2, и). Коорди- 
наты этой точки должны удовлетворять двумъ уравнешямь: уравненню 
эллниса и уравнению нормали: 


или: 


Но послднее уравнене есть гипербо- Фиг. 9. 
ла, елфдовательно переефчене этой ги- 
норболы съ даннымь оллипсомъ даеть > 
иекомыя точки. 


Еели въ вормали (84) сдфлаень —|„ с 
9—0, то найдемъ отрёзовЪ СМ (фиг. 99) А У иАт 
на ом 2: 9 


з 
См= г 2 == а, (85) 8’ 


изъ этого уравнены, имфя отрёзокъ ОМ, найдемъ абецисву 2, в слдо- 
валельно и точку на эллинеф, которую соединяя съ № будемь иыБть 
нормаль, `. 
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ОтрЬзокь ММ называется поднормалью (випогиа]). Ето длина, оче- 
видно будеть: 


я 
МИ=и— ОМ=я — Фа А-а (86) 


Если касательная РТ встрёчаеть ось х въ Г, то отрёзокъ МТ называется 


УЗ 
лодкавательной (зи балвепя). Тавъ какъ ОТ = (19), то: 


2 2—2 
та = (87) 
я Я 
Длина нормали МР будеть ($ 249, 65); 
ео 5 2 а? р | 
ХР = РИ’ ИМ" у па? эру’) г 
откуда: 
УР (88) 
& 
Легко показать танже, что отрёзокъ РО: 
у 4 
== {89) 
откуда: | 
МР. Ро-=И, (90) 


Мы выше ($ 249, 62) показали, что перпендикуляръ изъ центра на ё- 
салельную: 


откуда: 
р.МР=Ы (91) 
величина постоянная, 

Фиг. 100, р $ 257. Пусть ОР и 09 будуть два с0- 
пряженные полуд1аметра, пусть нормаль РМ 
пересфкаеть СО въ точкё А. Отложимь на 
нормали оть точки Р, отрёзки РО и РП, 
оба, равные 00, то длины отрфзковъ СЛ и СО’ 
будуть а в 

Такъ какъ: 


00”= СР?-- РГ*--2РГ’.РВ 
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а СР? -- Рай ($ 249, 64) 
и 2РП’. Ро == 05 


слфловательно ОР’ -==«-- В. Точно также найдемъ, что СО ==и—6. 0т- 
куда ОР? == («+ 52. Точно тавже и для СО. Большая ось длить уголь 
РОТУ пополамъ. Имфемъ: 


рУ-=рР+ РИН (аи) 


Нодобнымь образомъ: 
= И (в— 
ру (@&—5) 


Слёдовательно основан! ОО’ треугольника РОГ’ въ точ М разифлено 
въ отношени сторонъ, откуда видимъ, что СМ есть внутренняя равно- 
дфлящая уголь РОШ’. Точно также можно показать, что СМ’ есть рав- 
нодфлящая уголь внзшяй. 

Откуда имфемь слдующее построен: Даны два сопраженные по- 
лумаметра СР и 00, вакъ по величинЪ, такъ и по положеню, постраить 
какъ величину, такъ и положеше осей? 

Изъ точки Р опустимъ периендикулярь РЕ на 09, отложимъ от- 
рфзки РР и РБ’ раввые 09, то направлене осей будуть равнодёляиия 
уголь РОГ’, а величина будеть сумма и разность ОД и СР. 

$ 258. Сзойстви фокусовь Въ $ 13 видфли, что фокусы эллинса 
суть дв№ точЕн, сумма разстояый коихъ оть точекъ на эллииев есть ве- 
личина постоянизя и равна большой оси эллипеа, Если 065 есть 2, & 
разстояще между фокусами 2, то мы нашли $ 13: 


РР=а—е , РР=а- Фиг. 101, 
Ри Р' фокусы (фиг. 101), с =а— В, с==ае. 
Этимъ свойствомъ эллипса пользуются для его 
черчен!я нопрерывныхь движешемъ, 


Для этого беруть нитку, коей длина равна 
большой оси и концы ея увр8пляють въ фокусахь 
Ри Р, разетояые ЕЕ! =2е < 3. ЗатВыъ захватывають нитку каранда- 
шемь и натягивая ее двигають карандашь, очевидно, онъ екользи по бу- 
маг, начертить эллипсь, большая ось котораго будеть а, & малан овь 
$=Иж- а, 

$ 259. Задача. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ фо- 
Куса эллипса на касательную въ точк® (21)? 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 18 
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Рыценше, Уравневе касательной въ точв® Р (жд) есть (фиг. 101); 


ал 


это уравневе, написанное въ нормальной форм®, будеть: 


2 
ра 1 


Р- 


подставляя въ это уравнеше координаты фокусовъ (6,0) ни (--с,0) най- 
демъ искомую длину. Назовемь чрезъ д длину перпендивуляра изъ фо- 
хусаь К (с,0), а чрезь рз изь фокуса Ё' (—,0), на касательную, то 6у- 
демъ имть: 


ед —1 си 21 
а= = ‚3, ‚ №в= ия а. 
а У РУ 
а и“ Ро $“ 


Выраженя эти можно написать въ фори: 


а (1 —с2,) ася) _ 


в= + ‚ № 
а в @ 
Уз 2 Риз Уз 29, На 


Вь 5 252, 74 видёли, что координаты м, уз конца сопряженнаго 
дНанетра, даметру проходлщему чрезъ точку (2, у), еуть: 


[2 
ии , Ия 
но длина этого даметра 59; == 17; -- у% ‚ сл®довательно; 


я з 
в, = Ч, — 4—6, 
откуда: 
5 4 
(ем — 1 а 1 
д (м ) № ь И 


или: 


ъ ъ 
д 5 @ еж) ‚ № ‚ @ ей) 


Таковы исконыя выражен!я. 
Перамножая, найдемъ: 


а 
рт: -# (1—0) =В {92) 
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т. е. ирямоугольникь постреенный ина нериендихулярахь м и р» изъ фо- 
кусовъь Ин Е’ на касательную есть величина постоянная и равна квад- 
рату малой полуоси. Тоже иметь ифето и для Фиг, 102. 
гиперболы (фиг. 102), 

Означимъ черезь 1 и т ражуеы векторы ЁР 
и ЕР эллицеа (фиг. 101), то какъ выше: 


$ $ 
В з ву (93) 
отвуда: 
№ —_ 8 . . , 
пы = ЕРТ == т Е'РТ' 
слфдовательно: 


ДЕРТ-= / РР! (94) 


откуда видииъ, что углы, еоставляемые радтусами векторами, проведен- 
ными изъ фокусовъ въ точку касашя, составляютьъ равные углы съ каса- 
зельной, Тоже иметь ы®сто и для гиперболы (фиг. 102). 

Опредьлене. Два коннчесын сфчешя, инфющя общие фокусы, назы- 
ваются софокусными. 

Пу. 1. Показать что два софокусные ‘залниеа пересфкзютоя иодь примымт 
угломь? 

Рацоше. Пусть уравненЁя двухъ данвыхъ эллипеовъ будуть: 


Ре пр 
вы =, мы =1 


воли они софокусны, то а? — 53 = а*, — $2, =, Координаты уу, общихь точекъ 
пересфченя, удовлетворяя предъидушйя уравновйя, удовлетворять н ихь разности: 


или; 


ее т, _, 
аа“, о, 


30 2 — 64°, = 52 -—, отель 
= Зи и 0 
но легко видфть, что это есть уснове перлендикузарности касалельныхь; 


ра А - и = 


ЪЪ эдлипсамь въ общей точкё пересёчения. 
Пр. 3. Найти длину праной, проведенной изъ цснтра, парвлзельно фокуе- 
ному рад!усу, н оканчивающейся въ точ пересфчешя съ касатольной? 
18" 
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Рещене. Коли въ уравнеши касатольной, написанной въ нормальной форыЪ, 
НОлОЖНИЬ 2 ==0, у=0, то будемъь имфть длину перпевдикуляра,. опущеннаго изъ 
центра на касатезьную: 

[2 [2 


1 
в= = = 
т Инн В 
ИВ Узи 


раздёхяя это выражено на синусь утла, который касатехьная составхиеть съ фокус- 


нымъ радусонъ, а этоть евнус® =2, будемь имёть а. 
ь, й 


Пр. 3. Провесть нормаль къ эллилсу изъ какой-нибудь точки на малой оси, 
Отв. Круть проведенный чрезъ данную точеу  чрезъ фокусы пересфкветь 
кривую въ искомой точь. 

Фиг. 103. $ 260. Изъ того евойства, что пряно- 
утольникъ построенный на перцендикулярахь 
изъ фокусовъ на касательную ($ 259, 92) есть 
величина постоянная, мы выведемъ еще весьма 
важное свойство эллинеа. 

Выше видЪли (8 259), что: 
ЕТ.РТ' = 
сл®довательно, если возьмемъ какую-нибудь 
другую каезтельную, то будемъ имЁть: 


р." ЕТ _ РЁ 
ЕР.РТ' = Р.Р наи Е РР 


ЕТ : 
Эа совъ уг пра: 
Но т есть отношене си: тловъ, на которые прямая РР дфхить 
не 
уголь Р, и утру бОТЬ отношен синусовъ угловъ, на которые прямзя РР 


двлить уголь Р, слёдовательно имфемъ: 


' 


ПД ТРЕ== / РЕ’ {95) 


Еели представимь, что коническое сВчеше проходить чрезь точву Р, 
имфя фокусани Ри Ё', то было позазано выше, что касательная одина- 
хово наклонена кь ЁРи ЁЕ'Р. слВдовательно по настоящему свойству 
снз должны быть и одинаково наклонены въ РР и РЁ Откуда ви- 
димь, что вели чрезь какую-нибудь точку Р на коничеекомь сфчени 
проведемъ касательныя РТ и Р# къ софокусному коническому сечению, то 
эти касательныя будуть составлять равные угл® съ касательной въ точк® Р. 


261. Задача. Найти геометрическое место основан перпендикуляра, 
опущеннаго изъ какого-нибудь фовуса, на касательную? 
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ФРиионе. Перпендикулярь изъ фокуса, какъ видВли выше (82), вы- 
ражается чрезъ уголъ, который онъ составляеть съ осью; 


р=Иеза На — а’ сова — узта 


полатая въ этомъ уразнени я’==е, у 
теометрическаго мфста: 


р= Иа 


$ - Зерсоза -- с2с05?а: 


0 получимъ полярное уравиеше 


+0520; —|- Вх —с.с03а 


или: 


а?еовйа —- Би? 


ИЛИ: 
9?-{- Зореова = 82 


& эт0 очевидно полярное уравнене круга, коего центръ паходитея на оси 
2 ка разотози —с оть фокуса. Олфдовательно кругь вонцентрическй 
съ коническимъ сВченемъ, Ращусь круга очевидно есть а. 

Ольдетве 1. Если опишемь кругъ на оси 2а, навъ на даметрь 
эллицеа, то перпендикуляръ, опущенный изъ фокуса на касательную, 
вотрёчаеть касательную на окружности этого круга. 

Омьдетве 2. Обратно, если изъ какой-нибудь точки Е (фиг. 103) 
проведемь ражусъ векторъ ЕТ къ данному кругу и проведемь ТР пер- 
пендикулярно къ ЕТ, то ГР будетъ всегда касаться коническаго сфченя 
имфющаго фовусомъ Ё и которое будетъ эллинеъ или гикербола, смотря 
потому будеть ли точка Р внутри или виЪ круга. 


$ 269. Задача. Еъ центральному коннческому сЪчению изъ. данной 
точки проведена касательная, найти уголь, коего вершина находится въ 
фокусЪ, & стороны проходать чрезь данную точку и чрезъ точку касав!я? 


Рилцене.`Пусть данная точка будеть (т, у), и точка ввсаня (т, \). 
Пусть начало координать будегь въ центрь; если рамусы, проведенные 
изъ фокуса Р въ точки (2,9) и (и) будуть р и р, & углы, которые 
они составляют съ осью х, фи 9:, то очевидно: 


с . у я с . р 


608 ф == ‚ == |, 608 = ‚ Ш 
$ р яп ф в Я а Я 


откуда: 


совр — 9) == ЕЯ и Ро НОЕ 


подставляя въ уравнеше касательной: 


= та У 
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выражевю для уу, найдемъ: 


р 
ори 608 (ф— фи) == св ви 0 — а М = 


арх, -- сх -- сд + а? = (а-- ее) (@-- вл) 


но такъ какъ п =2а--ех,, 10; 


а+е 
е 


608 (ф — д) = 


это выражен не занлючаеть координать точки касаня, & только коор- 
динаты (т,у), слЪдовательно углы дли обфихь касательныхь проведел- 
ныхь изъ точки (2, у), равны. Откуда ехфдуеть, что уголь, составляемый 
ирямыни, проведенными изъ фокуса къ концамъ какой-нибудь хорды, дф- 
длится пополамъ прямою, соединяющею фокусъ съ полюсомъ этой хорды. 


$ 263. Предложене. Прямая, соединяющая фокубъ съ полюсомъ 
хорды чрезъ него проходящей, перпендикулярна къ этой хордВ. 


Доказательство. Это легко видЪть изъ предъидущаго 5, тавъ какъ 
въ этомъ случав уголь ф — ф! == 1807, 

Еели кривая выраженна въ полярныхь координатахь, то часть от- 
сВченная касательной на перпевдикуляр® въ радусу вектору. проведен- 
вому чрезъь полюсъ, называется нолярной подкасательной (зиМапаетз). Въ 
силу тавого опредфленя настоящее предложене можно выразить такъ: 
Если фокусъ будеть полюсь, то геомстрическое ифето концевъ полярных» 
подкавательныхь есть директриса. 


Пр. 1. Показать, что уголь составанемый прямыми проведенныхи чрезь фо- 
кусъ къ точкамь перемфиной касательной съ двумя данными касвтельными, есть, 
величина постоянная. 


Рющеще, По задач® 8 262 уголъ этоть равень половин угла составляемаго 
прямыми проведенными чрезъ фовусъ къ концамь хорды соприкосновейя данныхь 
двухъ васательныхь. 


Фиг. 104. Пр. 9. Если какая-нибудь хорда РР’ перес#- 
иаеть дирежтрису въ точкЁ 2, то ЕТ есть выфщвяя 
равнодфлящая уголь РР. Въ самонъ д ($ 262) 
ЕТ есть внутренняя равнодфлящая, но Г) есть полюс 
ЕТ (такъ какъ Г) есть персфчене РР поляры Т съ 
днревтрисой, которая есть шюляры Е), слёдоватехьно 
ОЕ_| ЕТ, в это показываеть, что Е есть вифиЯяя 
равнодёзящая. 

Пр. 8. Если изъ кажой-пыбудь точки взятой 
н& ланномь периендикулярв въ оси, опустимь периевдикузяръ на полару взятой 
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точки, то его геометрическое мфсто есть точка па оси. Это слфдуеть изь того, что 
отрёзокь дфлаежый кериендикуляромь на оси есть е\, — величина постоянная, если 
з. вензмфняется, 

Пр. 4. Найти длину первендикудяровъ изт центра, Фиг. 105. 
я фокусв на поляру точки (24, у,}? 

Пр. 5. Показоль, что СМ.РМ' = 57? 


Пр. 6. Покалать, что (фиг. 105); 


р 
РАМА (ай — а) 


Если точка Р находится на кривой, то это будеть длина нормали, именно (88): 

Ри 

@ 
Пр. 7. Показаль, что (фит, 105): 


;б.Е'а’ =СМ.ММ’ 
Еслн Р на кривой, то: 
ЕС. Е'б' = М {96) 


$ 264. Задача. Найти уравнене эллипеа или гиперболы, принявъ за 
полюсь фокусъ? 
Ришеше. ИзвЪфотно изъ $ 13, что фокусный ращусь векторъ: 
т=а—е 
а =, считая отъ центра: 
= 603 ф -|- с =" с03ф --ае 


откуда: 
==а— ес." — а? 
или: 
дааа м т 
— 14-20089 @’1--6008Ф 7) 


залипоь или гипербола, смотря потому будеть-ли е<1 илие> 1. 


Еели въ этомъ уравневи сдфлаемъ ф 90°, то получимъ ординату 
соотвётствующую фокуеу, именно: 


вай =" 


Эту ординвту означеютъ чрезъ р и называють нараменромь ковическато 
свчен!я, слёдовательно уравнене будеть: 


+. (98) 


= 
1-{ ев0вф 
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Пр. 1. Показать, что сродне-тархопическ]й отрёлокъ между отрЬзкамп фонуе- 
ной хорды есть величина постоянная п равна полупараметру? 

Рющеще. Выше видфли (98), что: 

“Ре Ра 
ТР росте @ 

Еели этоть радфусь продолжимъ #ъ ипротивуположную сторону ло встрЁчи съ кри- 
вою въ точк® Ри, то получимъ его длину, полагая в® (а) $ 180° вифсто ©, что 
даеть 


203 $ 
откуда: 1 1 р 
ТР р 89) 
Пр. 8. Произведеше изъ отрёзковъ фокусной хорды пропорцюнально и%лой 
хорд? 
Рьшете. Перемновая и складывая уравневшя иредъидущаго прамфра, най- 
ль: 5 1 253 1 
‚РГР — . ор 2% 
РТР ат и ‚ ИАР--Г.Р ет 
откуда и слфдуеть сказанное свойство. 
Лр. 3. Сумма фокусвыхь хордъ, параллельныхь сопряженнымь даметрамт, 


есть величина постоянная? 


$ 265. Уравнеше эллипса, отнесенное къ его вершин, очевидно, 
есть: 


или: 
(100) 
Уравчен!е гиперболы будеть: 
ре (101) 
Въ парабол: 
ур (102) 


Изь этихъ свойстве и произошли названйя эллипеъ (недоеталовъ—#\Ааефк;), 
тнперболя (избытокъ--илерВо)т) и нарабола (равенство лараво»1); 


Фит. 106. $ 266. Предложенме. Если прямая АБ, по- 

А стоянной длины, скользить концами на двухъ пря- 
< Моугольныхь осяхь, то какая - нибудь, точка М 

с м этой прямой (фиг. 106), находящаяея на разетоя- 
—__ В в ных аи В оть ея вонцовь, опишеть эляипезъ, 


коего оси суть 2а и 25. 
Доказательство. Въ самомъ дл, пусть АВ будеть одно’ изь поло- 
жен! скользящей прямой. 
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Если: 


АМ=а, МВА ОБ=СМ=е, 06= Му 
С АМО-= / МВО=Ф 


то имфемъ, очевидно: 


‚ Мр=у—Ьашу 
откуда: 


= У 
а—108% , рф 


зозвышая въ квадратъ и складывая, найдемъ элливеъ: 
2 а 
Ел 
а 


а+и— 


Легко также показать, что какая-нибудь точка, паходящаяея на продол- 
жени прямой АВ, опишеть также эллинеъ. На основави этой теоремы 
устраивають эалиисорафы. 


Гипербола. 


$ 267. Выше замфтили, что если въ уравнени эллипеа изм®нить ь 
на 5+, то получится уравнене гиперболы (фиг. 107), отнесенной къ осяыъ, 
а измфняя 5) на © въ уравнеше эллилея, отиесеннато въ сопряженнымъ 

Фиг. 107. Фиг. 108. 


даметрамь, получимь уравнеше гиперболы, отнесенной также къ парВ со- 
пряженныхь даметровъ. Вслёдотыи такого замчаня, изъ различныхь 
свойствъ эллипеа подучимъ свойства гиперболы (фиг. 108), Еели въ урав- 
нежяхь (56) и (57) $ 248 ивыфнимъ В на 4, то найдем: 


038 Ба. мВ, 
И 


откуда: 
а (103) 
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сл®довательно въ гиперболф углы © и В оба острые или оба тупые, т, е. 
сопряженные даметры лежать еъ одной стороны сопряженной оси. Если 


ъ . 
ш«< $, то в8> г но уголь, коего шо соотвфтствуеть ассимп- 


тотВ, которая отдфляеть даметры, ветрчающе кривую, отъ маметровь не 
ветрёчающихь, сяфдовательно, если одинъ изь сопряженныхь даметровь 
ветрёчаеть кривую, то другой ве не вотрёчаеть. Отеюда же видно, какъ 
и было замЪчено выше, что ассимитота есть сама себВ сопряженный да- 


метрь. 
Въ гипербол® имземъ 


а— 


08 (&-Е 8) == Я с0зф (104) 


сяфдовательно, здВеь относительно угла ф не можеть быть, какъ въ эллип- 
©, никакого ограниченя; уголь ф можеть быть и равеяъ нулю, т. е, со- 
пряженные диаметры ‘могуть совпадать и мы знаемъ, какь выше уже было 
замфчено, что таке сопряженные дамегры суть аесимитоты, 


Кавъ въ эллипс, такъ и въ гиперболё инфенъ: 

&Ы эту == 26 (105) 
такъ какъ это уравнене не измзняотся замщенемь 5 и 5 выраженями 
фи иы. 

Наковець икземъ еще изъ (64) $ 249: 
в — в 9—6 (106) 


4. е. въ гинербол® разность квадратовь сопряженныхь даметровъ есть 
величина Бостояяная. 


Если (2у:) веть точна, въ которой, какой ннбудь, маметрь встрё- 
чаетъ гиперболу, то уравнене солряженнаго даметра будеть: 
2 У 
яти 9 
сли будежь искать пересвчене этого даметра съ кривою, то найден: 
, 


а: , у; 07) 


величины инимыл, т, е. даметрь сопраженный дмаметру, вотр®чающему 
кривую, не вехрёчаеть ее, 
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$ 268. Если уразнене гиперболы налишежъ въ форм: 


и лоложимъ: 
ЕЛИ (1 108 
ъ а "А \а + 108) 
ло эти дв прямыя, проходя черезь оконечности (а,0) и (—п,0) оси Эа, 
пересвкаются на кривой, такъ какъ перемножая эти два уравненя, най- 
демъ уравнене гиперболы, 
Если назовемъ черезъ а и В углы, которые эти прямня составляють 
съ осью х, то найденъ: 


ь 
= = 
откуда: 
Ь? 
а 


слёдовательно эти прямыя параллельны парф сопряженныхь д1аметровъ. 
Отрёзки у я уз, которые дВяають эти прямыя на оси $, получался, по- 
лагая въ уравнешяхъ (108) #=0: 


и==— № У = (109) 


произведене этихь отр®зковь будеть: 


из =—й 
Съ помощью этого свойства можно, по данным осямъ гиперболы, по- 
етроить сколько угодно ея точекъ. 
Легко Также построить; ЕАВЪ мы показали для эллипса, даметръ 20 
пряженный данному. 
Уголь между прямыми (108), очевидно, дается уравнененЪ: 


245 
чу 
Когда у возрастаеть оть 0 до со, угодъ ф уменьшается оть 5 до 0. 


Сь помощью этой формулы, по данному острому углу можно веегда 
поетроить, какъ скозано относительно эллипса ($ 252), два вопряженные 
дДанетра, составляющю уголь равный данному. 
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$ 269. Поляра и касвительная. Въ полярЪ эллипса, изифняя Б на М 
получимь поляру гиперболы: 


Е У 
, и (110) 


Еели точка али, находится на кривой, то это будеть касательная, 
Нормалью къ ней въ точкВ (21), очевидно, будеть: 


у _ 
а + = 6? а) 
дз; 
== -- 67 


Легко тавже видЁть, что директриса есть поляра фокуса, 


Разематривая формулы 88, 89, 90 и 91 мы видимь, что он% имфють 
м%ото и для гиперболы. 

Тавь кавъ въ гиперболВ разноеть разстовий каждой ея точки оть 
двухъ данныхь точекъ (фокусовъ) есть величина постоянная ($ 14), то 
чертить гинерболу можно слёдующииь образомь. 

Фит. 109, Укрпижъ линейку ЁЕ около точки Е, такъ что- 

бы она могла вращаться около Р. Къ другому концу В 
=  пинейки прикрёпимъ нитку, коей другой конець при- 

крёпимъ въ точкф Е’ Захватимъ конець В нитки Б8- 

рандашемъ и будемъ его весть такъ, чтобы онъ сколь- 
зилъ по линейк® и бумагВ, наклоняя линейку ЕК, 0Ео- 
до точки Р (фиг. 109). Очевидно, точка Р опишеть ги- 
перболу, въ которой разность между длинами РРи ЕР 
линейки и нитки есть дВйствительная ось гиперболы. 


$ 270, Лесимитоты. Мы видВли, что зесиилтоты гиперболы: 


2? 23 
1 (112) 
суть: 
У 9 
а 5 он а РЪ 0 
иди; 


942 —ву=0 , Ша =0 


Уравнен!е гиперболы (112) можио нашиезть въ форм: 
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или: 
{6х — ау) 62 -- ву) = 


или, раздёляя об части на а?-|-58; 


ву ыаи о 


ув‘ увы @ Я из 


Но, множители перной части суть перпендикулярны, опущенные изь какой- 
иибудь точки кривой на аесимитоты, сл®довательно, если ихъ означинъ 
черезь дд и ра, то будемь ни®ть 


рр ря (114) 


Уголь, который ассимитоты составлаютъ съ осью х опредфлитея уравне- 
немъ: 


ь 
ое 


слёдовательно уголь между зесимитотами будетъ вдвое больше и будемъ 


инт: 


эт ра _ а} 


Если тенорь возьмем аесимитоты за координатныя оси, то легко вид®ть, 
что: 

= 2е , р-=узтЗа 
или: 

_ 2а _ За 
т аты ›, АУ тТы 


Подставляя эти величины въ уравнеые (114), найдемъ; 
275 а 
чары“ аи 


а--ы 
4 


откуда: 


ху== 


2 3 
@--ы . 
Если означимъ + —=, то получим уравнене тилерболы, отнееен- 


ной къ эесимитотамъ: 
зу (116) 


Это самая простая форма уравнены гиперболы, 
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Изъ этого уравнешя слёдуеть, что параллехограмъ, образованный 
прямыми, проведенными черезъ, какую-нибудь, точку. типерболы, парал- 
лелько восимптотамь имфетъ постоянную площадь. Эта’ площадь равна 
влощоди квадрата, построеннаго на гипотенуз® промоугольнаго треуголь- 


а $ 
нива, коего калеты суть 5 о’ 
$ 271. Поляра и касательная, Легко видфть, что уравнене поляры 
или касательной будеть: 


жи --уз = 2 (117) 


Если это касателькал, то точка (ту!) находится на кривой и мы можемь 
написать прехъидущее уравнене въ фориф: 


ми Ну == 29) (18) 
отвуде: . 
у 
= =2 119 
я + Р . (119) 


отр®ави, которые дёлаеть касательная на ассимитотахъ, очезидно, будуть: 


29 ии 
ихъ произведен: 


2аЗи == 


Слфдовательно площадь треугольника, составленнато ассиматотани и ка- 
сатезьной, есть величина постоянная и равная двойной площади парал- 
лелограма, соетавленваго координатами точки касаня. 


Изъ уравнеши (119), которое можно написать въ форн%; 


2 у 


В Ги 


видно, что отрёзокъ касательной ТС, заключелный между аесимототами, 
въ точкВ А(тии) дВлится пополамъ (фиг. 110). 

Фиг. 110. . Предложеще. Если двф данныя точ- 
7 ви (2) и (уз) на гиперболф соеди- 
инмъ съ скодьяящею точкою (2'у’), то от- 
рёзокъ, отебкаеный этими приными на 
одной изъ аосимптоть ость величина, по- 
стоянная. 


Доказательство. Уравнен!е одной изь 
праныхъ есть лу их==их’-- К, полатая у==0, найдемъ отрёзокъ на оси 
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2, т. в. ва эбсимптоть 2’-- 2. Точно также найдемъ отрёзокъ на вссимп- 
тот, дфлаемый другою прямою а’--х,, разность между пими будеть 
2—2», величина постоянная, 


Парабола, 
$ 272. Мы видфли въ 5 235, 3, что парабола есть то изъ коническихъ 
сфченй, котораго центрь находится на безконечности, т. е. когда: 
Ав == ана — 3 =0 
Но при этомъ условий члены втораго порядиа въ уравнени: 
ата? Е 20 зу -- ау? -- 2аизе -[ 2азву -- аз = 0 (120) 
соетавляють полный квадрать, т. е. уравнеше имфеть форму: 
(а -- Ву)? -- Заза -- Зазву -- ваз =0 (121) 
Сльдовательно если въ уравнени Фиг. 111. 
хоническаго сфченя члены втораго 
порядка составляють полный квад- 
рать, то оно есть парабола. Чтобы 
привесть это уравненю къ простВй- 


шей— канонической форм%, возьмемъ 
дв прамыя: 


(ОА) аа-РЪу==0, 
| (122) 
{0'В) зале - Заззу -- азз ==0 


и надишемъ уравнен!е {121) въ форм: 


@ 5 ( ев уеоусяь чьи ин о (23) 


Увы 2 аа , 
, 
Дегко видЪть теперь, что; 
а2-- у. Зав | Зав Г ааа (124) 
Узы у ЗУ, 


суть длины перпендихуляровь МР и МР, опущенныхь изъ точки №(х, у) 
параболы на прамыя (192). Озвачимъ этя перненхикуляры черезъ МЕ= 
и МУР==рь, то уравнеше (123) будеть: 


а. йе 
+ Е =0 {125) 
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Черезь « мазовемь уголь АО’В между прамыми (122) и положимъ: 
МЕ Мата ‚ МО = МЕзпа 
или: 
р ==узша , Д=ЯЕШа 
или, поставляя въ уравнеше (125), получимъ; 
зала ЗИ ба Рав ит -=0 (126) 
а? - $ 


Ев р 


(а? 9) та 


полагая; 


уравнен (126) сдВлается; 

= Зри’ (127) 
Если теперь прямыя (122) примемь за оси координать, то уравненёе (127) 
будеть уравнеше параболы, отнесенной къ прямымъ (122), какъ коорди- 
натнымь оснмъ. Очевидно, что новое начало находится па кривой въ точ® 
0', а канъ каждому значеню х въ.(127) соотвётетвують два развыя 
к съ противными знаками значеня для у’, то новая ось д’ есть даметрь, 
& ось у’ параллельна хордамъ МК и СК’, воторыя жаметрь О’В дЬлить 
пополамъ. Но если х’=0, то у? =0, слфдовательно ось у’ переекаеть 
параболу въ двухъ совпадающихь точкахь, т. е. ось у’ есть касательная 
хъ кривой въ начал воординать. Слдовательно, если уравнеше параболы 
дано въ форм8 (121), то: 

вх --Фу==0 


есть уравнене данетра кривой, проходящаго черезь начало, з: 


Заза - Зазву -- аз ==0 


есть уравнене касательной въ точкВ 0’, тд шаметръ вотр&чаеть кривую. 
СлЪдовательно уравнен!е параболы, отнесенной къ маметру и въ к8сз- 
тельной вЪ точкЪ его встрчи съ кривою, будетъ имфть всегда форму (127), 


$ 278. Хотя уравнене (127) параболы весьма простое, но неудобно, 
такъ какъ координаты не прямоугольны. Но легко дать уравненно пара- 
болы такую-же форму, но съ прямоугольными осями. 


Для этого папишемъ уравнене (121) въ форм: 


(оо 3-2 аь да -- ав —у На №0 (128) 


тдф \ есть неопредфленный козфищентъ. 


ТЛАВА ХУ1.—ШРНИАЯ НА БЕЗКОНЕЧНОСТИ. 289 


Если къ этому уравненю приложимь разоужденя предъидущьго 
параграфа, то найдемъ, что: 


ав Ру =0 (129) 
есть Данетръ, и: 


2 (ив — А) 2-2 (а — у ав [№ =0 (130) 
есть ваезтельная въ точеЪ его встрёчи еъ кривою. 
Такъ вавъ въ это урзвнене входить неопредёленный коэфищенть 
Х, то его можно такъ выбрать, чтобы прямыя (129) и (130} были периек- 
дикулярны, а дия этого мы должны имфть ($ 49); 
а (и: — Рав — И) =0 
отвуда: а 
ваз 2] ` 
= 
Е (181) 
тавъ накъ изъ этого выраженя видно, что Х имфеть веегда велячину 
дБйетвительную, то мы заключаем, что есть всегда одинь Маметрь вЪ 
параболв, пернендикулярный въ касательной въ точк® встр®чи его съ 
кривою. Еели прямыя (129) и (130) возьмемъ за координатныя оси и 
сдълаемъ это, кавъ въ предъидущемь параграф, то уравнеше параболы 
будегь: . ° 


= (132) 
тдЬ, кавъ легко вить . 
ра Иа (133) 
(92-5 
$274. Касательная, Изъ общего урав- Фиг. 12. 
вен: касательной ($ 210) легко показать, 
что уравнене касательной къ парабол®: 
у —2рх 
вЪ точ Р(лу) есть (фиг, 112); т мух 
ул =р@е-- т) 130) 


Слёдовательно тангенсь угла а, который 
касательная составяяеть съ осью 2, будеть: 


Чтобы найти точку 7’ ветрчи касательной съ осью абециеь надобно по- 
ложить въ уравнени (134) у==0, что дветъ 2 д ==0; отсюда видимъ, 
АНАДИТИЧЕСВАЯ ТЕОМЕТРИЕ, в 
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что абецисса точки встрёчи Р7Г=х==- 2, равна абеннсев ТМ точеи 
каеви!я, но отложенной отрицательно, Это свойство даетмь чегёй способъ 
проводить касаледьную хъ рараболь, если даиы координаты точки кдеа“ 
ня. Для этого вадобно абециоеу точки васашя отложить отрицательно 
и полученную точку соединить прямою съ точкою касан, эта прямах и 
будеть касательная. 

Уравнене (134) будеть поляра точки (21у,), если эта точка не ле- 
жить на кривой. 

$ 275. Нормаль. Уравненше прямой, проходящей черезъ точку Р 
(фиг. 112) касанйн перпендикулярно кЪ касательной, очевидно, будеть: 


(РМ) 2(у я) Ри (@—2) =0 (135) 


Координаты точки ветрёчи нормали РМ съ осью 2, очевидно, будуть у=0, 
= -р. отвуда х— и =р = ММ, Т. е, отрёзовъ, заключенный между 
точкою ветрфчи нормали съ осью х и абециеса 2, есть ведичина поетолн- 
ная р. На основаши этого свойства ножно провесть нормаль и касатель- 
ную въ параболв. 

$ 276, Даметрь. Мы видфли въ $ 236, что центрь параболы нахо- 
дится на безконечности, слБховательно вс даметры въ параболЪ парал- 
лельны, такъ какъ всё даметры въ коническомъ сфчеши проходать че- 
резъ пентрь. Но изъ уравнения: 


== 2рх 
видно, что ось х есть даметръ, слЪдовательно вс даметры въ параболв 


параллельны оси 2; это легко виджть и аналитичееви. Уравнеше д{вметра, 
какого-нибудь, коническаго сВченЁя есть: 


вааще 0 


тд% а есть направлене хордъ, Для параболы имфемъ: 


9. 4 — 
а №, Ем 2у 


слдовательно шаметрь параболы будеть: 


узша — рсови =0 
откуда: 


ъ. в. прямая параллельная оси г, 
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$ 277. Уравнеше параболы, отнесенной къ одному изъ даметровь и 
къ касательной въ точк® вотрчи съ кривою ($ 272), есть: 


= 2х 


а ураннеше, отневенное къ тВиъ же олементамъ, только перпендикулар- 
нымь, низетъ такую же форму (132): 


Уре . (136) 


тлф р есть параметрь, значене которато мы видёли яъ $ 273 (133); спра- 
‘шивзется, какая зависимость существуеть между параметрами ри р"? Что- 
бы показать эту зависниость, проведемъ въ Фиг. 118. 

точкЪ О (я) даметрь СБ и касательную 
АВ‹фиг. 113). Уравнен параболы, отнесен- 
ной къ ОР и ОБ, какъ осямъ, будеть: 


У = 2рх (137) 
Если хорда ОЕ || АВ, то ов будеть сопря- 


женная Даметру ОР и въ точЕЪ Е будеть 
длится пополамъ, 


Означимь / ВСр = / РЕЕ==/ ВАО черезъ а. Такъ какъ ЕЁ == 
=0ОЕ, то ЕН == НК = аС==у,. Координаты точки Е относительно осей 


ОР а СВ будуть ЕЕи ОЕ. Но ЕЕ= ЕН =. ‚сл®довательно имфемъ: 
эта 2 
9 ор 
аа = 2.0Е 


Но мы также имфемъ у’ =0рх, (136); ветавяяя это значеше въ предь- 
идущее уравнене, найдемъ: 


— р откуда р= в (138) 


р 
зна эра, 


за 


"Так какъ а есть утоль, который касательная въ точиЪ Ча, и) в0- 
ставлаеть съ осью 2, то изъ $ 274 имфемъ: 
Узы 
2 


1% 


р: : в 
щЩа= откуда тан 
у Ур у 
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Подставляя эту величину для зш о ВЪ (188), найдемъ; 
в=р+2я 


$ 278. Свойства фокуса. Остается показать еще одно замфчахельное 
свойство параболы. Пусть 8 будетъ фокуеъ параболы (фиг. 113). Если про- 
ведемъ пряную 50 и касательную СЕ, то уголь / ВОр=/ 408 Тавь 
хакъ ОВ есть касательная въ точкЪ (2/1 }, то полагая / ВСР = ВАЧ == а, 
будемь имёть: 


й 2 
= = 
2 — 
ж— Ра 1 р 
слёдовательно: 
ИЕ ИИ 
щф= ро 2 ив 
1+ ибя—р--) и 
21 —р 
т.е. 


Ща=щф , откуда фа 


На этоиъ свойств параболы основано устройство параболических зер- 
налъ. Впирочемь это свойство вытекаеть изъ того, что Д 480 равнобед- 


ренный, такъ какъ въ немъ 48 =--& и тоже Я9==-РР, отвуда; 


ГД 6А0=/ 405=/ ВОР 


$ 279. Задача. Найти длину перпендикуляра, опущеннаго изъ фо- 
куса параболы на косательную? 


Рушене. Пусть (2.\) бужеть точка касвыя, вакой-нибудь, каса- 
лельной; уравнеше ея будетъ ($ 274): 


ул =р(е-р а) 
з> нормальной фори® оно будеть: 


в 
Ия 


ГЛАВА ХУГ. ПРЯМАЯ ВА БЕЗЕОНЕЧНОСТЙ. 293 


подставляя въ него координаты фокуса: у=0, 2—5 будемъ инЪть длину 
исконаго перпендикуляра 4: 


Йа 1 розы 
Уи Учи 


9= 
но 4 есть величина, по условю, всегда положительная, поэтому: 


тИНиИ 
ч=У ИЯ ра 


$ 280. Задача. Выразить длину перпендикуляра 4, Черезъ углы, ко- 
торые онъ составляеть съ координатными осями? 


Рышеме. Перенесемъ начало координать въ фовусъ, то уравненя 
лараболы и касательной въ точкЪ (2, у/) будуть: 


и (5+3) жь(ена- @з9) 


Еели черезъ @ означимъ уголь, который перпендикуляръ изъ фокуса на 
касательную составляеть съ координатными осями, то уравнеше касвтель- 
ной можно написать въ форм}: 


26088 - узше—9-==0 (140) 


сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ касательной (139), найден: 


_, . 2 +=) 


608 < == А зти== тие а= == 
Уи =Иж-я ’ о Иди 
откуда, замфчал, что 4 есть величина положительнал, будемъ имЪфть: 
=_—р па—_ —_в фа) 
508% зта == 
Уз ' Уи зу 
иди: 
—Р ; и Ира 
са та = = И а 
Узы ° Узи ° 
елфдовалельно; 
сов в а 2. 
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Такимь образомъ уравнене (140) касательной можно написать въ фори№: 


ха --узта-- (141) 


2 а а 
8 281. Задача. Найти геометрическое исто основан й перпендику- 
ляровъ, опущенныхь изъ фокуса, на касательныя къ варабол%? 
Ришене. Выше нашли, что: 


—Р 
205“ 


а= 


откуда легко ВИТЬ, что основаня перпендикуляровь 4 находятся на 
касательной въ вершин параболы. Изъ этого слЁдуетъ, обратно, если изъ, 
какой-нибудь точки будемъ проводить прямыя до встрфчи съ данной пря- 
мой и изъ точекъ встр®чи будемъ возставлать перпендикуянры ЕЪ этинъ 
прямыхъ, то зсВ эти перпендикуляры будуть касательныя въ параболв, 
коей фокусь находится въ данной точк®, а вершина есть основавше пер- 
пендикуляра, опущевиато изъ данной точки на данную прямую. 


$ 282. Задача. Найти геометрическое ифето пересфчея перпенди- 
хулярныхь между собою касательныхь къ параболЪ? 


Риьшене. Уравнене касательной къ параболЪ есть: 


де0за-- увша =. 220 или 2603 Васа 0. 
ея у 


уравнене перпендикулярной къ ней касательной будеть: 


а зИа -— уз с.0089 +0 


исключвкл а, найдем: 
в р-=0 
8 это уравиеше диревтрисы. 


$ 288. Предложеще. Точка кавайя Р васачельной РТ къ парабол% 
(фиг. 112} и точка Т вотрьчи этой касательной съ осью д находятся въ 
равномъ разотоянш оть фокуса Е, 


Доказательство. Изъ уравненя касательной (134), полагая у==0, бу- 


демъ имёть РГ==— 2, НО ТАВЪ КОБЪ ЕР ($ 15), то ЕТ= ТР. 


Изъ того же $ извфетло, что ЕР==#--Р о, слёдовательно: 


` ЯТ= ЕР 


ТЛАВА Х\1.— ПРЯМАЯ НА БЕЗЕОНЕЧНОСТИ. 295 


$ 284. Предложеме. Утоль между, какими-нибудь, двумя касатель- 
ныхи къ парабол® равенъ ноловин® угла между рад1усми векторами про- 
веденными въ точки ихъ касаня. . 

Доказательство. Изъ предъидущаго предложев1я слфдуетъ, чо АТЕР 
равнобедренный, слёдовательно (фиг, 112): 


[РТРЕТ / РЕМ 


Для другой касательной зъ точк® Р’, встрёчающей ось х въ 7’ имен 
также: 


1 
ИРТЕ= р ДРЕМ' 
откуда, вычитая, найдемъ искомое предложеше. 

$ 285. Предложене. Прямая, соединяющая фовусь съ точкою пера- 
сфчешя двухъ касательныхь, дФлить пополамъ уголь образуемый радёу- 
сами зевторами, проведенными изъ фокуса въ точки каеаня, 


Доказательство. Уравнешя двухъ васятольныхь (141) суть: 


сова, + узи вова -- 2-0 ‚ 20а -- Эа. сова, -- 250 


зычитая, найдемь прямую: 
51 (м -- ва) — усов (а -- в.) =0 


составляющую уголь о; -|- хз съ осью х. Но м в; суть углы, которые 
шериендикуляры, опущенные изъ фокуса на касательных, составляють съ 
осью =, сяфдовательно УЕР=2щ, ТЕР ==95; (фиг.112), откуда, прямая 
составляющая съ осью х уголь м Ро» есть равводёлажщая уголь РЕР". 

Озъдетие 1. Если положинъ РЕР’ = 180°, то РР’ пройдеть чразь 
фокусъ, касательныя ТРи Т'’Р' пересфкутея на директрисв, а / ТЕР== 90°. 

Слпдстие 2. Если какая-нибудь хорда РР’ перас®каеть диревтрису 
въ точьВ Ш, то ЕР есть выБшияя равнодёлащая / РЕР’. Это можно 
показать, канъ въ $ 263, пр. 2. (фиг. 104), 

Озтдстве 3. Если дв» даниыя касательныя въ параболь пересВка- 
ютея, какою-нибудь, третею касательною, то угойъ образуемый радусами 
векторами, проведенными изъ фокуса въ точкамъ переефчешя третей каса- 
тельной съ двума даняыми, будеть дополнительный до 180% углу соетаз- 
ляеному данными двумя касательныхя. 
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Въ самомъ дфлЪ, уголь ОВТ (фиг. 114) равенъ половин /рЕ 
($ 284), а по настоящему $, очевидно: 


Фиг, НА, 1 
д РЕФ= 5 Ср 
=== 
слёдовательно: 
Д РЕФ= и 9 ЕТ 
т Ы откуда видимъ, что: 
С РЕФ + Др == 180° 


Ольдетае 4. Изъ прадъи- 
дущаго слёдуеть, что вругь описанный около треугольника РАФ, образуе- 
иго тремя касательными къ параболь, веегда проходить чрезъ ея фокусъ. 

$ 286. Задача. Найти полярное уравнене параболы, принавъ фо- 
втеъ за полюсь? 
Фиг, 115. Рилиене. Въ $ 15 видфли, что фокусный ра- 
дуеь вевторъ (фиг. 116): 


В 
БЕРЕТ Р 
2 
МЕ М во: 
ФТИ Ето ‚ ф есть / РЕМ; 
слдовательно: 
тр тез ф 
откуда: 
=— 2 
"> 1—8 42) 


Это чаетный случай уравнен1я (97), если положимь е==1. 


Уголь ф отечитывается въ направлены ЕМ, если же будемъ его 
отечитывать въ направлени РУ, то иредъидущее уравнене будеть: 


= (143 
у ) 
которое можно написать въ форм: 


2» сова : =р (144) 


Подобе моничесцихь сЪчеяй, 


$ 287. Подобными и подобно-расположенными фиурами называются 
таня, въ хоторыхъ радфусы векторы, проведенные изъ нзкоторой точки, 
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въ одной изъ нихъ, пропорщюнальны радуезиъ векторамъ въ другой, про- 
веденнымъ изъ другой точки, параллельно первымъ. 


Если существуеть пара такихъ точенъ О и о (фиг. 116) зъ подобныхь 
фигурахь, то существуеть тавихъ же и безчисленное множество. 


Возьмемъ какую-нибудь точку О, въ первой фигур. 
Фиг. 116. {2 


а) 
А А 
№ 


Проведен обл | 00; и отложимъ 00, тавъ, чтобы: 


то будеиь имфть два подобные траугольника 00.Р и оор, изф воторыхь 
слвдуеть, что О.Р | ар и: 


Легко также показать, что воЪ параллельные рамусы векторы, проведен- 
ные черезъ точки 0, и ©, пропорщональны, елфдовательно точки 0; ис, 
имфютЬь тав]я же свойства, какъ и точки Он о. 

$ 288. Задача. Найти услове подобя коническихь сВченй ханныхь 
общики уравнении: 


вай - Зальду -[ ду? - 2азт -- Зуззу -- азз = 0 
в’? + Залолу + а'зу? -Ё Заза -- Заз Е @зз == 0. 


Еели перенесемть начала координать въ центры этихъ конвческихь сфче- 
яЁ ($ 243), то ом сдфлаются: 


(145) 


А 
ааа? - 20 лу Е ау? -- Аз =0 
{146) 
, д 
ата? + Залоу - ву? -- яи=° 


Еели теперь положимъ, въ первомъ: 


2=06088 , у=рзш® 
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а во второмъ: 
= 6050 ‚ у= отб 


то найдемъ: 
У] . 1 —- — 
ы Аз а 608 даосов Ш - арзш 6 
(147) 
} 
91160828 - За сов т 6’ мл 0 
отвуда, если: 
ви =: > бое ба › М = дан (148) 

буденъ имфты 

(149) 


т. е. параллельные радусы векторы © и и пропорщенальны. Изъ этого 
вндимъ, что два коническия сфчен!я подобны и подобно расположены, если 
коэфищенты при перемфнныхь второй степени: 2?, ху, У? равны или отди- 
чаютея только постояннымь множителемъ. 

Изъ формулы (149) видимъ, что параллельные деметры, подобныхь и 
подобно расположенныхь коническихь сВченй пропорцюнальны. 

$ 289. Очевидно, что направлене осей двухъ подобныхь и подобно 
расположенных коническихъ езчешй одно и то же, такъ вакъ наиболь- 
шй и наниенью! изъ Шаметровъ должны быть нараллельны. 

Если Маметрь одного изь коническихь евченй дёлается безконеч- 
нымь, то и ему параллельный маметрь также едфлаетея безконечнымт, 
т, е. ассимитоты, двухъ подобныхь и подобно расположенныхь кониче- 
скихь сбчевй, параллельны. Это слфдуеть изъ $ 237, тд мы покалали, 
что направлене зссимптоть зависить только отъ членовъ второго порядБа 
зъ уравнен. 

Въ подобныхь коническихь сфчещяхь экецентриеитеты равны; въ 
самомь дфлЬ, ели е и в суть экоцентриситеты демныхь хоническихь св- 
ченй (145), то имЪемъ ($ 13): 

а Ра 
Г и Рая 


е 
т. 6. е=е, 
Поэтому иногда опредфлають нодоб!е ковическихь офчеяй, говоря, 
Что онф имфють параллельныя оси и равные эвецентриситеты, 
Если въ двухъ гиперболажь ассимитоты параллельны, то он® по- 
добны, такъ какъ ихъ оси, будучи равнод®лащими угловъ между ассимп- 
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тотами, параллельны, а эксцентриситеты зависять отъ угла, между ассиип- 
тотами {$ 210). 

Такъ какъ въ парабол® эксдентриеитеть равенъ единиц, то заклю- 
чаемъ, что вов параболы подобны и подобно расположены, еели ихъ оси 
параллельны. 

Въ еамомъ дёлЪ, изь уразаешя параболы: 


имфемъ: 


длн другой, какой-нибудь, параболы будемъ иифть: 


—. 2710050 
у 31076 


откуда р:р = р: , т. е. ражусы © и р, пропорщюнальны, 

$ 290. Дв фигуры подобны, но ме подобно расположены, если про- 
порцюнальные радусвы соетавляютъ постоянный уголь, тажъ что еели одна, 
изъ фигуръ будетъ поворочена на этоть уголь, то эти фигуры дзлаютен м 
подобно расположенными. 

Задача, Найти условя подоб!я двухъ коническихъ сфченй, данныхь 
общими уразнешями (145), но которые не расположены подобно? 

Рьшене. Для этого надобно преобразовать первое илъ`уравненй къ 
осям, составляющимтъ уголь 6 съ данными осями, и искать величину угла, 
нри которой козфищенты #1, биз, @з будуть пропорщональны коэфищен- 
тамъ @л, алое, бо. Положинъ, что ови едфлаются бал, Каз, Ваз. Тавъ 
Езвъ оси прямоугольны, то мы знаемь, что аи -- 42 и @паз — ай суть 
инваранты, елфдовательно: 


ат аа = (а а) алая — Аз (пав — 81) 
а потому искомое услове, очевидно, есть: 


ата —^ а —. ааа — в 
(аа Ра} @о 65} 
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ТЛАВА ХУП. 
Кругъ. 


$ 291. Посл изучешя свойствъ кривыхъ второго порядка, между 
которыми находится и кругЪ, какъ частный случай эллипса, мы займенея 
отдфлЬно этой, по видимому, самой простой кривой поел прямой лини, 
но ЕОТОорой свойства зедуть къ необыкновенно замфчательнымь обобще“ 
ям, вослужившимъ основаШемъ преобразовая метрическихь свойствъ 
или предложенй въ проэктивныя, т. е. преобразованй предложенй отно- 
сительно мюры въ предложеня относительно положен. 

Опредилене. Овружноеть или кругъ есть кривая лишя, которой каж- 
дая точка паходится въ равномъ разстояни отъ данной точки называемой 
центромь. 

Кавъ видно опредфлене круга ееть иетрическое, ниже мы это опре“ 
дфлене преобразуемь въ опредфлеще положеня. 

Если отнесемъ кругъ къ прамоугольнымъ координатамъ и назовемъ 
координаты центра черазь (а,6), ражусь черезъ >, то уравнеше круга бу- 
деть, евли (7,у) суть координаты, какой-нибудь на немъ точки: 


вия ео 

Если центръ находится въ начал координать, то а==0 и $==0, ся%до- 
вательно уравнене круга будеть: 

ау = 


Наконець, если начало координать будегь въ концв Деметра, & ось абс- 
цисеъ маметръ, 10 ==», $==0, слфдовательно уравнеше круга будеть: 


а уз == 275 (3) 


{2) 


$ 292. Замфтимъ, что уравнене круга, отнесеннаго къ прямоугодь- 
ным воординатамт, не содержить чдева зу и коэфищенты при 2? м при 
9? равны. Слздовательно общее уравнене второй степени: 


(4) 


2112 -|- злу -- азу? -- Заз -- аззу -- аз 


не можеть предетавлять круга, если си» ве равно нулю и если и: ие 
равно а. 


Если же 2 =0, в: = ааа, то уравнению: 


ана ау? -- 22 -|- Заза -- озз = 0 (5) 
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можно дать форму (1). Въ самомъ дл, это уравнеше можио нанисать 


въ форив: 
@з\* Г дав \?__ аз 4 223 — бн@аз 
#--- = 6) 
(=) + (+=) а ‹ 
а это, очевидно, кругь, коего координаты цеитра суть: 
— а — 1 ©) 
т еи 


а радусь: 
(8) 


Если в, 3 -- 9, —@пн@зз есть величина отрицательная, то ращусь круга 
будеть инимый и уравнене ве можеть быть удовлетворено хЪйствитель- 
ными величинами координать хи у. Если аз -- 0%; —ал@зз =0, то 
радуеъ круга равенъ нулю и уравнеше удовлетворяется только координа- 
тами центра, т.е. представляеть одну точку или безконечно малый круг. 
$ 293. Уравнене круга, отнесеннаго къ косоугольнымь координатамъ 
р®хко употребляется, а получается изъ уравненя резстояня между двумя 
точками (1, у) и (2,5), тдВ аи Ь суть координаты центра ($ 4). Если ® 
есть уголь между координатами, а » радусь круга, то его уравнене 6у- 

деть (3 4): 
(2—а)*--2(1—в) (у Бовь (5 = (9) 


Еели это уравнеше сравнимь съ общим» уравнешемъ второго порядка, (4), 
то найдемъ, что оно можеть предетавлять вругь только въ томь елуча$, 
Ога: 

1 ==02 ‚ @:7=0008@ (10) 


Если эти уравнешя удовлетворены, то изь сравнешя коэфищентовь урав- 
нев (4) и (9), найдемъ: 
[2 [2 
а-- 56086 =-— 8, +0608 =, 
бп #1 


(1) 
а -- 68 -- побои 


Такъ какъ координаты центра (а,5) опред®ляются только изъ двухь пер- 
выхь уравненй (11), которыя не содержать азз, то’ заключаемтф, что два 
вруга будуть вонцентричееве, если ихъ уравненёи отличаютея только по- 
стоаннымъ членомъ. 
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Если В: ==0, то кругь проходить черезь начало координат, такъ 
хакъ уравнене его удовлетворяется координатами начала х =0, уя=0.; 


$ 294. Задача. Найти координаты точежь пересфчешя данной пря- 
мой съ данным кругом? 


Ризнене. Пусть уравненя круга и прамой будуть: 
7 -|-у== , хоза-рула-р=0 {12) 
Изъ уравнен!я прямой имфемъ: 


— #0054 
у= Ро тожа 

Шо 
а изъ уравнешя круга 


= — Ре: 
приравниван, найдемъ: 


— з 
(рии) а 


откуда найдемъ квадратное уравнене: 


27 — Эроовол-- р? — "Эва = 0 
изъ вотораго: 
д = реза Е зта И — 8 
(3) 


у = Раш о == 0089 Ия 
Изъ этихь выраженй видимт: 


1. Если > р, то данная прямая зотрёчаеть окружноеть въ двухъ 
дЪйствительныхь точкахь. 


2. Если г==р, то точки зстрёчи совпадають, данная прямая ка- 
сается круга, слёдовалельно уравнене касательной будеть: 


шее -Рузша =” (14) 


тд в, очевидно, будеть уголь, который есставляеть съ осью х радусь, 
проведенный въ точку касавя. Если черезь (ми) означимъ координаты 
точки касанёя, то найдемъ: 


2 = 7008 ‚, И =У5та 


подетавляя выфото с03е и ща эти значеня въ (14), найдемъ уравнене 
хасательной; 


и ум = (15) 
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3. Если наконецдь г < р, то выражения (13) дёлаются мнимыми, пря- 
мая не пересзкаеть кругъ видимо, но мы будемъ всегда говорить, что она 
пересЪкаеть Еругь въ двух» воображвемыхь точкахъ. 

Если уравненю круг дано въ общей форм (1}, то уравневе каса- 
тезьной будеты 


&—2)@е— 0—0 —9 = 95) 


$ 295. Задача. Найти точки переебченя даннаго круга съ прямой, 
проходящей черезь дв данныя точки? 
Руышенае. Пусть уравненю круга будет: 


ую 
а координаты данвыхь точекь (21у;), (23 у»). 
Ми знаомтъ, что координаты, какой-нибудь, точкя на врамой, про- 
ходищей черезь точвя (ини) и (22 уз) даются выразженями ($ 4); 


и =. 
1 ' > та 


Если тиу суть координаты точекъ пересёчешя праной съ хругомъ, то 
предъядушя выражешя должны удовлетворять уравненно круга, слдова- 
тельно будемъ имфть: 


бах) и му = а-я 


откуда: 
ар — ву -- аа рии — Рау п) = 0 (9) 


Это уравнеше относительно Х второй степени, слдовательно Х будетъ 
ииЪть два значешя и слфдовательно дачная прямая пересфкаеть кругь въ 
двухъ точкахъ. 

О’лъдотвее 1. Если точку (лид) фиксируемъ, & точку (луз) будешь 
тавъ измфнять, чтобы координаты ея удовлетворяли ураввеще: 


па уу— 7 =0 ° 98) 


то въ уравнени (17) коэфищенть при Х будеть равенъ нулю, а потому 
корни этого уравненя будуть равны, во съ пративными знаками, сядо- 
вательно точка (ху), деВ точки переебчешя круга съ прамою и точка 
удовлетворяющая уравнене (18), будуть четыре гармоничесяя точки. 
Откуда видимъ, что уравнене (18) есть поляра точки (му) относительно 
круга. : 
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Оиъетвй 2. Если точка (лу) будетъ фиксировала, & точка (2ууз) 
будеть такъ выбрана, чтобы удовлетворить уравнеше: 


(уфа = аа -и фи (19) 


то корни уравненя (17) будуть равны, данная прямая касветея круга, 
сяфдовательно уравнене (19) будеть пара каеательныхь, проведенныхь 
изъ точки (лу) въ данному кругу. Хотя это ураввеше эторой степени 
относительно х,у, но оно разлагается па два линейные иножителя. 

Если уравнен® круга будуть въ общей фориЪ, то уравнеше каоз- 
тельныхь будетъ: 


{м 6-й (ау) = 
—{@—=)@—9)-+6-—у)6-у — (20) 


$ 296. Задача. Найти длину касательной, проведенной изъ данной 
точки въ данному вругу? 
Рьщенае, Пусть данный кругъ будеть; 


ва + и-5=я 


а данная точка (хи). Разстояне данной точки оть центра, очевидно, 
есть: 


ив и! 
Слёдовательно искомое разстояне будеть 8; 
ыы п=ы #1 


изъ этого видимъ, что если точна (ду) обращаетъ въ нуль первую часть 
уравненёя (21), то она находится на окружности, если же первая часть 
обращается въ числовое значене, то это знелеше есть квадратъ длины 
касательной, проведениой изъ точки (ли) жз вругт. 

$ 297. Такъ какъ уравнеше круга (1) содержить только три коэфи- 
цента, то его волн опредфляють три данныя координатами точки. Мы 
увидим ниже, почему вругь, будучи коническииь офчешемт, опредвляется 
не нятью, & только тремя данными точками, 


$ 298. Уравнене крумь въ поляримть хоординаталь. Если въ уравие- 
и (1) подетавимъ вифето х ни у: 


и режф , уро 
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то найдемъ: 


2" — 2 (а 039 тор — + =0 {22} 


Если центрь вруга будетъ на оси х, то 6=0, сяёдовательно уравнеше 
будеты 


0 {23) 


в? — 2асовф. ра — 2? 


Если при этом полюсь будеть на окружности, то в==г и уравнене хруга 


сдфлается: 
р = 24603 ф {24} 


Пр. 1. Дано осиоввийе треугольниив и уголь противудежанй основан?ю, найти 
теометрическое мёето вершины? 

Римшеще. Пусть данное освоване АВ =2а, данный утожь 0. Возьмень 
{фиг. 117) ередиму осповазя О за начало ноординать, основаше за ось 2, перпенди- 
улярь изъ средины за ось у. 


ОЕ=а, Еб=у; Фит. 117. 
вели позожимъ: в Йе 
ДАСЕ=а , ДВСЕ=В 
10: 
а 8=0. 
откуда, замфчал, что: а Е 2 х 
ах а—2 
= 4 = 
%8-=- 88=-, 
найдемь: р 
— у 
бан 

откуда: 


2ау 

2 249 а 

+ — ца 

это уравнене искомато гоометрическаго ифета, которое, очевидно весть кругъ. Есзи 


С=х, 10 шС= 2 и уравнев!е геометричесвато эгбста будетъ: 
я 


в 


т, в. вругъ, коего радфусъ есть а. 

Пр. 9. Дано основаше треугольника и уготь, противулежанй основанию, 
найти геометрическое ифето точекъ пересфчен!я перпендикулнровъ, опущенныхе изъ 
вартинъ на стороны? 

Рьшеще; Пусть данное основане будеть АВ = да, давный утоль С. Возьиемь 
тЬже координалныя осп, кавъ и въ предъидущень примфрЪ. Есди череаь (х, у} 03- 
начиыъ координаты зершины С, то будемъ иифть, какъ выше; 


У. — ый =а' 
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Если означимь черезь (х,у) координаты искохаго ыфола, то, очевидно будемь инфть: 
в — д" 


у 


= 
подставаяя выфето у, его выражение вт предъидущее уравненю, найдемь: 
2ву 
2-29 дл 
Уи +0 в 
уравнеше, которое отличается оть прехъидущихь только знаком при № С, 


Пр. 8. Дамо нфкоторое число точевъ, найти геометрическое ифото точня, ко- 
торой бы квадрать разетояыя оть первой точки умноженный на т,, сложенный съ 
ивадратомъь разстоявя, умноженнымь ва м,, оть второй точки м т, д. была-бы вв- 
личина постоянная? 


Рииеще. Пусть координаты дачныхь точевь будуть (291), (уз)... 100т0- 


аяная вехичина пусть бужеть а°, наконедь пусть (ху) будуть коордниаты точви 
искомато мфета. По уезовю должны нмёть: 


{бэ} +1 @ — о и} т, + 


в: 


или: 

ут, ут, — 25% те, — ЗуХ тир -- Х тие? |. Х тии 2 9? 
очевидно, вругь, жоего координаты центра суть 
Зтихь Хрнуь 


о о Ут 


Пр. 4. Латъ кругь и прямая лин, пайти геометрическое ифото точки, изъ 
которой если проведемь сёкущую врута и изъ точевъ переофченя опусхимь пер- 
пендикуляры на данную прямую, то изощедь прямоугольника построеннато на этих» 
пермендикулярахь была бы веднчина постоянная? 

Рицеще. Возьмемъ данную прямую 38 065 2, нерпендикулярь опущенный язь 
центра данваго круга за обь у, пусть координаты искомой точки теометрическаго 
‘исто будуть (а'у’). Очевидно, уравнове врута будеть: 

э-у—6=" 
уравнене, какой-нибудь, сБкущей будете: 
у-уина(а— т) 
исключая изъ этихь двухь уравнешй =, найдемъ квадразное уравнен!е относительно 
у, произведен! корней котораго будеть: 
ити п) 
1-2? 
Чтобы это была величина постоянная необходимо, чтобы это выражен незавнеяло 
ОТБ д, & это ТОЛЬКО ТОГДА ВОЗМОЖНО, КОГДА д" ==0 у’? =? 78. сяфдовательно геомет“ 
рическое мфето бухеть дв® точки: 
20, у=ИСяЯ 


2 =0 уфе 
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бСонращенный способъ. 
8 299, Если черезь: 
А =0 , 44=0 , 4=0 , Ау=0 
озпачимь уравнешя прямыхъ вь нормальной формЪ: 
| 2со5а,--узша,— р, ==0 (25) 
то уравиене: 
21.43 = 444 (26) 


будеть, очевидно, коническое сфчеще, проходящее черезь точки перес- 
ченя прямыхъ: В 


А, =0и 4, =0, 4 =0и 4,=0; .=0и 4; =0, А. ==0и А, =0 


Если необходимо знать какое изь коничесвихь офчешй предетавляеть 
{26), то надобно вмфето А, `Аа,.... подставить ихь выражены (25) и 
опредёлить родъ коническаго сфчевя признакомъ даннымь въ 5 236. 

Уравнене (26) выражаеть слёдующее свойство коническаго сфчешя, 
описаннаго около четыреугольника: Нроизведеше периендикуляровъ, опу- 
щенныхь изъ, какой-нибудь, точки ковическаго сВченя, опиевннаго около 
четыреугольника, на стороны А: =О и 4,—0 находится въ постоянномъ 
отвовевыи съ произведенемъ перпендикуляровь, опущенныхь изъ той-же 
точки на сторонн А;==0, 4. -=0. 

Задача; Котдь коническое сёчене: 

Л == Ау 

будеть вругь? 

Рьшене. Подставимъ въ это уравнеще выфето 1, Дь,... ихЪ вы- 
раженя: 

200, -|-узта, — 2. 

то найдемъ: 


(2 сова -- у 1 — р) (2 с0з оз -- Ува из — ра) 

— (4 603 в -|- узт в; — рз) (2003 а, -узше, — р) 
перемножая и приравимвая коэфищенты при 2* и 92, а коэфищенть при 
ту, полатая равнымъ нулю, найдемъ: ` 

ов (в -- в) == 08 (щ-- ву); о (а -|- 9) == Киа 44) 
зозвышая въ извдрать и складывая, найденъ р ==-=1. Это значеше № 
даетъ слздующую зависимееть между углами: 

м = -- а: ини ви-- в == 1803 -|- 24 
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у а — ат -— аз или в — аз 180'-- в, — аз 
$ 300. Если въ уравнеши: 
Ао = $ Аз Ау {2т) 
положимь А, = А 10 это уравнен!е сд®лается: 
А.А; = 4% {28) 


Чтобы получить точку, въ которой сторона 4, четыреугольника пересф- 
каеть коническое сёчене, надобио положить въ уравневи (28} 4; =0, 
но это дветь уравнеше 42, =0, которое есть полный кзадрать, слЪдова- 
тельно сторона А; пересъкаеть коническое сфчене въ двухъ совиадею- 
щихъ точкажь, т, е, она касвется коничесваго сЪчен!я, Точно также и 
сторона Аз есть касательная къ коническому сфчению. Сафдовательно 
Ат и Аэсуть касательныя, а А; есть хорда, соединяющая точки васавия, 
Хорду эту будемь называть ходдою соприкосновеня. 
Задаме. Когда, травнене: 


Ау Аз =1.4% 
представляеть круг? 
Рьшене. Иемъ, изложенный въ предъидущей задач даеть для 
этого слфдующия условия: 
608 (а -- 3) == 008 23 , зп (о: -|- в1) == Ве 20% 


откуда, вакъ выше: 
ф=1 , вв =щ—0% 
т. е, треугольнивъ будеть равнобедренный. Изъ этого вытеваеть слёдую- 
шее предложен: 
Предложение. Если чаъ, кавой-нибудь, точки окружности опустимъ 
перневдикуляры но дв касательныя и ихь хорду соприкосновешя, то 


произведене пернендикуляровъ на касательныя находится въ ностоян- 
номъ отношенши съ квадратомъ перпендикуляра на хорду соирикоеновеня, 


Задача. Найти уравнеше круга, описаннаго около треугольника, 
коего стороны суть: 


До, 4=0 , 43=0 
Рыиенще, Уравнене формы: 


“ 


А --ь А ДУ АА ==0 - (29) 


ГЛАВА ХУП.—ЕРУГЬ. 309 


нредставляеть, очевидно, коническое сфчен!е, опиевиное около даннато 
треугольниеа, такъ вакъ оно удовлетворяется координатами точевъ пере- 
сфченя сторонъ: 
А; =0и 4;:==0; 44 =0и 4;=0; А, -=0 м 4; =0 
спрашивается, когда уразнене (29) представляеть вругъ? 
Ноступая, кевъ сказали выше (5 299), найдемъ олбдуюця условная: 


» с08 (а; -|- 06) -|- 1608 (д -- аз) -|- у с06 (аз - аз) ==0 


АХ вш (а -|- 03) - ваш (а, -- ва) ув (9: -- аз) =0 


откуда: ‚ 
зи (о -- 04). 608 (& -- аз) — в (а -- вв) оз (аз аз) 
— в И — 
вт (а, -- 4) 608 (дз -|- аз) — 51 (оз -- 95) с08 ©, 13) — 
У 
^ ви (м -%) вов, аз) — вт а, - 25) в08(&; -- а) 
иди: 


* —_ в _ у 
З (@— в) — вт( — 4) мп (а — а) 


Но и — 0, @\ а а — а; суть углы между стороками Аз и 45; 41 и Дь, 
Аз и А, которые если означимь черезъ у:, фз, фз, ТО найдем: ' 


А: Ау эт фз -|- А: Аа зе р; -- АзДь ви ф, =0 =. (30) 
Утлы фр, фо, $3 противулежать сторонамъ Ди, Дь, 4. 

Поважемъ теперь замчательное геометрическое значене уравнейя 
{30). Пуеть треугольникъ, около котораго описанъ кругъ, бдеть АВС 
(фиг. 118). 

Возьмемх, кавую-нибудь точку 0, то для ея коор- 
динать значення 4, Аз, А; будуть перпендикуляры 
Ос, баз, Оаз. Ееки проведемь прямыя аз», @1@з 
@аз, то образуется треугольникь @иазаз, ВЪ ВОТО- 
ромъ углы при точкв О суть дополнительные угловъ 
фл, 9», фз до 24, ел®довательно: 


АА , ААззто , Ат 
суть двойныя плошади треугольниковъ: 
А 4404, ‚ 4404 , 2 4,04 
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откула: . . 

А; аз з-- А: Аз 2 -|- А.А, 
сть двойная площадь треугольника 41 азаз» 

Если точка О находится на охружности круга, то эта площать рав- 
на нулю, откуда вытекаеть слфдующее предложеше: 

Предложенае. Если изъ, какой-нибудь, точки окружности круга, опи- 
ваннаго около треугольника, опустим» перпендикулаяры на стороны тре- 
угольника, то основашя этихъ перпендикуляровь лежать на одной пря- 
мой линш. Это предложеше принвдлежить Симсону. 


$ 301. Нанишемъ уравнеше (29) въ форм: 
А Аз ++ 4з («41 -9.4а) == 0 
хоторое представляеть коническое сфчене и кругь, если Х, , у имвють 


выше найденныя значеня. Это уравиене удовдетворяетея координатами 
точекъ пересЪчевя прямыхъ: 


д =0 и 43=0 ; 4=0 и 4; =0 


Точно таже оно удовлетворяется координатами точекъ пересфченя пря- 
МЫХхЪ: 
АО и и 94. =0 , 43=0 м А НуА, == 0 


Но эти двВ точки совпадають, нотому что ирдмаа: 
А, -- А: = 0 


проходить черезъ точку пересфчешя прямыхь А1==0, Аз ==0; слЁдова- 
тельно прямая; 


рр - уд: =0 
есть касательная КЪ ЕрИвоЙй ВЪ ТОЧКЪ А,==0, А. =20; точно также: 


4 Аз -=0 , Ау =0 


суть васательныя къ крирой въ точкахь 4: =0, 4:==0; 4.=0, 43 =0. 
Если касательныя въ вершинахь треугольника вапишемь въ форм»: 


4, 4 д д, 4, . 
вто =о0 , УЕ =0 В у =° (38) 


то легно видфхь, что три точки, въ которыхъ касательныя переефкаютъ 
противуположныя стороны, дежать на одной прямой лини: 


д _ 
У + =0 {32) 
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Вычитая по-парно уравневм (31), найденъ: 
А 


Ж_ 4 _ 4 _ д № _ 
и -О , о, ии-о (33) 


уравневя, которыя показывають, что эти прямыя пересЪкаются въ одной 
точк№. Откуда имЪемъ слфдующее предложен; 

Предложеще. Нряныя, соединяющия вершины виисакнато въ Еругъ 
зреугольника съ соотв уехвующими вершинами треугольника, образуемаго 
касательными въ этихъ вершинахь, нересвкаются въ одной точкЪ, 

$ 302. Легко видфть, что: 


№43; -- 21, -|- 9249, — Эрл, 43 — А, Аз — ЗАД: =0 (34) 


есть уравневе кривой второго порядка, вписанной въ треугольникъ: 
4.=0 , №=0 , 44=0 


которое ножно нанисать въ форыф: 


Ил, -- Инд» -- Из: == 0 (85) 
Въ самомь дфлё, если 4: =0, то имЪемъ: 
04: — 43) =0 


т. е. сторона 4; ==0 пересфнаеть кривую въ двухъ совпадающихь точ- 
кахъ, т.е. А, =0 есть касательная къ коническому сЪченю (34); точно 
также 44 =0, А, =0 еуть касательныя въ нему. Если уравнеше (34) 
явпишемь въ форм 


уз (Аз — 24, — 24.4) -- 0.4, — 42) 0 (86) 


то увидниь, что прямая ХА. —и4,==0, проходя черезь точку 4, ==0, 
А, ==0, проходить и черезъ точку, въ которой прамая Аз ==0 пересфкаеть 
кривую; слёдовательно три пряиыя; 
ХА — 6—0 , р, —У4в==0 , у4з-— АА, =0 

которых соединають точки касав{я съ противулежащимя стороками опи- 
саннаго треугольника, первефкаются въ одной чочк®. Тоже разсуждеше, 
которое показываеть, что А; ==0 есть касательная, покажеть изъ уравие- 
ща (36), что и прямая: 

уз — 24. — 2. Аз =0 {37) 


воть также касательная, Легко вихфть, что (37) веть касательная вЪ точЕф, 
зъ которой прямая, соединяющая точку первсфчешя 41=0, А, =0 съ 
точкою каозшя праной Аз =—0, перес№каеть кривую. 
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Изь этого видимъ, что точЕи, въ которыхъ касательные: 
ЗАРА, Зрд-НАа-КА=0 , УДь- 2-0 


первсёкають противуноложныя стороны лежать на одной прямой: 


и Аь - Аз == 0 
Задача. Найти условя, при которыхь `коническое сёчене (34) будеть вругъ? 
Поресчене даухъ круговъ. 
$ 303. Пусть 
Яо — м =0 
и 


(38) 


будуть уравнещя друхъ круговъ; эти уравневя можно написать въ фори& 


Я ==? -- у} —2ще— у а =0 
(39) 
банкой -- у? — дар — у с. ==0 
Уравнеше: 
5 — 8: = 40) 


будеть уравневе кривой, проходящей чрезь точки пересфчен!я двухъ 
хруговъ (38). Легко видфть изъ формы уравненя (40), что эта кривая 
будеть тавже вругь. Этоть вругъ при }==1 обращается въ пряную: 


2(и— #2 —В)уа-ев=о (41) 


которая есть общая хорда двухъ данныхь круговъ, 


Чтобы найти координаты точекь пересфченя двухъ круговъ (38), 
надобно только опредфлить хи у изъ уравневй (41) и одного изъ урав- 
ненйй (38) Слфдовалельио два круга пересфкаются въ двухъ дЪйствитель- 
мыЫхь, совпадающихь, иди двухъ ининыхь точкахь. Кая бы эти точки 
ни были, двйствительныя или мнимыя, прямая 5, — 55 ==0 (41) воегда 
дйствителька. Когда круги пересфваются въ двухъ дфйствительныхь 
точвахъ она называется общею тордою, котдя же круги пересвкаютея въ 
двухъ мнимыхь точкахь, то эта прямая незызается радикальною осью ` 
двухъ Еруговъ. ` 


$ 304. Мы выше видЪли ($ 296), что если въ уравненю круга 5, =0 
подставимь координаты точки вн овружности, то 5, получить числовую 
величниу, которая есть квадрать разстолнйя взятой точки оть точки 58- 
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сащя касательной, проведенной чрезъ ваятую точку къ кругу & =9. Изъ 
этого заифчая и изъ урачневя радикольной оси: 


#—#&=0 ии 9=% 


видииъ, что радикальная 066 есть зеометрическое мъсто точек, изъ ко- 
норыхь проведенных касательныя къ двунь круамь равны. Это свойство 
имфеть прямая 5, — 5: =0 будутъ-ди круги пересЪкатся въ дВйствитель- 
НЫХЪ ИЛИ МНИМЫХЬ ТОЧЕАХЬ. 

Если заиЪтимъ, что уравнене прямой, проходящей черезь центры 
ханныхь двухъ круговъ ееть ($ 39); 


аа Уи 
а—ш 6&—И 


то легко видфть, что общая хорда перневдикулярна къ этой прямой. 


Если круги пересвкаютея въ дёйотвительныхь точкахт, то радиваль- 
ная ось есть общая хорда и легко можеть быть построена. Если-же круги 
пересфкаются въ мнимыхь точвахь, то радикальная осъ, будучи перпен- 
хивулярна къ прямой, проходящей черезъ центры круговъ, двлить раз- 
стояще между центрами тавъ, чаио разность квадратовь этить разстоя 
фавна разности квадралтовь радзусовь, 

$ 305. Пусть: 

8 =0 , &=0 , &=0 (42) 


будуть уравневя трехъ вруговъ, радикальныя оси каждой пары будуть: 
Я —б=0 ‚, &—8=0 , &—&=0 (43) 


очевидно ($ 52) эти прямыя пересЪваются въ одной точкЪ, которая на- 
зываетея радикальнымь центромь двухъ врутовъ (42), 

Если изъ радикальнаго центра проведемь касательныя къ тремъ 
кругамъ, то по свойству радикальных» осей, веЪ эти касательныя равны. 

Есди радикальный центръ возьмемъ за центръ, в касательную за 
радуеь и опишемъ кругь, то этоть кругь, первебчеть воф три круга 
(42) подъ прямымъ угломъ. 

На основан свойствь изложенныхь въ настоящеинъ паратрафЪ лег- 
ко рёшить слфдующую задачу: 

Задача. Построить радикальную ось двухъ данныхь Еруговъ? 

Рьшене. Пусть 5, =0 и 8: ==0 будуть данные круги, воихъ центры 


314 ТЛАВА ХУП,— ЕРУГЪ, 


суть 0; н О (фиг. 119). Проведемъ трет! кругъ 8 ==0 совершенно произволь- 
Фиг. 119, ный, но обусловленный только тфмъ, 
чтобы онъ пересфкалея съ обоиии дан- 
ными кругами. Пусть его центръ бу- 
деть Ох. у 
Проведемь обшйя хорды Ади 
ВО круговъ 8 и 8, 8 м 8. Точка О 
пересфчея 40 и ОВ будеть ради- 
хальный центръ. Нерпендикуляръь ОХ |. 010; будеть искомая радикальная 
овь вруговъ бр и 8 (48). 


$ 306. Мы выше зидфли, что два вруга пересфкаются въ двухь 
только точкахъ дЬйствительныхь или ининыхъ, между тёмъ, какъ вообще 
коничесвя сбчешя пересфкаются въ четырехь точках, Такое свойство 
круга зависить оть особенной формы его уравненя, которая ведеть въ 
весьма интереенымъ завдючетямъ, Для этого отнесемъ данные два круга: 


эт --у-- аж уе =0 


(44) 


а -- у 2% + Жу-е=о 


въ воординатному треугольнику. Координаты Декарта выражаются въ три- 
линейныхь слфдующимь образомъ ($ 182): 


х— Ай + Ана -- Аз А , „= Ва + Вы -- Выь _В (48) 
Ся, | Ох, | Обь С С -Ё бы + бы С 
подставляя эти выражешя въ уравнешя (44), найдемъ: 
43-|- В2-- 2440-- %ВС-- 60° =0 
42 -- В? -|- 24'А0-- "В0-- 020 @® 


вычитая получамь уравненше геометрическаго мВета, кроходнщаго чрезъ 
точки пересфчен!я двухъ круговъ: 


92а вес} 50 (41) 
которое предетавляеть пару рамыкы 
2('—0') 4--20—5) В--@—)0=0 и 6=0 (48) 


Слёдовательно уравнеше четвертой степени, изъ котораго окрехъляются 
воординаты точекъ пересфченя двухъ коническихь очен, въ наето- 


ТЛАВА ХУИ,КРУГЬ, 315 


ященъ случа, распадается ва два въадратныя уравненх. Это происхо- 
дить оть того, что разрфтающее кубичоское уравнене Д (\) =0, какъ 
увидихъ ниже, понижаетсл на одну степень, а понижен разу шающаго 
уравненя происходить оть того, что одна изъ сторокъ общаго поляризго 
треугольника напередь извёстна-фэто прямая, проходящая черезь цеятры 
хруговъ. Олфловательно одинъ изъ корней уравнсшя ЛД (Х)=0 извфстень. 


Изъ этого видимъ, что двф точки пересфченн двухъ круговъ на- 
ходятся на радикальной оси, а деф на безвонечно удаленной прямой С ==0, 
& елфдовательно положеще этихъ точекъ независить отъ коэфищентовъ 

‚. 


аб, с; а, И, ©, опредфлающихь круги, Изъ этого вытекаеть слёду- 
ющее замфчательное и интересное предложене; 

Предложене. ВеЪ вругк ки плоекости проходятъ черезъ двЪ одяф 
и т№же инимыя точки на безконенио-удаленной прямой, слёдовательно 
не могуть пересфчься болфе, чЬмъ въ двухъ конечныхь, дфйствительныхь 
или мниныхь, точках. Эти точки называются инимыми циклическими 
точками. 


.  Цикличесвая точки опредфляются пересфчешемь прямой С=0 съ 
безконечно малымъ кругомъ: 


Аз -|- № =0 или 2 --у= (49) 
Если изъ уравнен!: 
АВ ==0 , О=0 , 4-В-0=0 (50) 
исвлючинь А, В, С, то найдемъ уравнеше циклическихь точекъ: 
- 1=; 0 
00 1 =1ЕЙ=0 (51) 
1! 
Произведен цикличесьихь точекъ выражается уравненемъ: 
т? =0 (52). 


Изъ этого видимъ, что кругь есть коническое сфчене, которое опред#- 
ляется патью точками, изъ коихъ дв%, на безконечно-удаленной прямой, 
для воБхь вруговъ на плоскости, одвЪ и т» же, слЬдовательно всегда 
даны, поэтому кругъ опредфляется только тремя точками, 
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$ 307. Приравнивая нулю члены второго порядиа въ уравнени круга: 


де -- у 2ах -- у Не=0 (53) 

найдемъ уравнене прямыхъ нараллельныхь зосимитотамъ (8 237): 

= у) (54) 
Жели начало координат въ центрё друга, то его аесимптоты будуть 

у+Е-0 , улыо 65) 
Изъ этого видимъ, что направлен! ассимитоть въ круг» дается уравне- 
емъ: 

33 а--1=0 
откуда: 
а=-} 


Изъ этого вытекаетъ слфдующее предложел!е; 

Пуедложенде. Ассимптоты везхъ вруговъ параллельны, 

Изь такого обобщен или, лучше сказать, теометрическато взгляда 
на отвлеченныя комбинащи злгебраическихь символовь, вытекають слё- 
дующия замфчательныя предложен!я: 

Предложене 1. Направлене зееимитоть составляеть со вефми напра- 
влешями прямыхь поетояниый уголъ-—безвонечно больщой, 

Доказательство. Нанравлене одной изъ ассимптоть дается уравне- 
емь Ша==1, Если черезь ф казовемъ уголь, который, кавая-нибудь, 
рямая составляеть съ 06ю х, то найдемь: 


$ 


а) — В — Ма 
1 шва 1-я 


результать независимый отъ угла ф. Точно также получимъ и для ва-==—+ 


во 


Теперь покажемъ, что если ща=ь 10; 
& =шс в @) =© 
„Въ самомъ дёль, имВемъ: 


весов --1р , 6 * 


= 008$ —зз3тф 
откуда: 

фё— 05 (в05ф 319) ‚ — 44 ==108 (608 ф — п $) 
‚зычитая, найдемъ: 


1 с08ф-- ту 1 1-8 
ы ИЕ) ав 1—1 66) 
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Если въ этомь выражен; лоложимь ф==о, ва===1, то найдень, что; 


1 1 
&— 5106 (0) = — © или а 5:108 (< = 


Отвуда заключаемь, что прямых составляющия безконечно большой уголь. 
еъ, кавою-нибудь, прямою, ве проходять черезь цивличесыя точки, т. е. 
эти точки суть обвертки такихь прямыхъ. Если пряныя, составляюния 
безконечно больнце углы съ аесимптотическимь направлешемт, назовемъ 
безконечно-удаленными прямыми, то выведемъ слфдующее заключеню: что 
зсЪ безконечно-удаленныя точки находятся на безконечно-удаленной пря- 
мой ($ 185), а во безвконечно-удаленныя врямыя проходять черезъ ци- 
ЕлЛИЧесья точки. 

Предложене 2. Дв№, кащя-нибудь периендикулярныя прямыя съ 
ассимптотами круга соетавляють гармоническую связку. 


Доказательство. Пусть уравнешя двух пернендикулярныхь прямыхъ 
будуть: 


уах=0 , 
ураввеня ассинитоть суть: 
у-и-о , уио 67) 


ангармоническое отношене этой связки будеть: 


Легко показать, обратно, что если двЪ прямыя гармоничны съ прямыми. 
(57), то онф пернендикулярны между собою. 
Лелко видёть, что еели ф есть уголь между ассимитотами круга: 


у—ш=0 , уи=о 
0 Шр=1. 

Это послёднее предложеше, задачу построен перпевдикулярвыхь 
прямыхь, приводить, какъ видимъ, къ построеню чисто проэвтивному— 
построено гармоническихь точекъ. 

$ 308. Мы выше видфли, что кругь можно разематривать, какъ ко- 
ническое сфчене, проходящее черезь цикличесвя точки, елфдовательно 
вс свойства круга сливаются со свойствами коническихь сВченй, ниё- 
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ющихъ двЪ обиия. точки, но изучеше свойстяь тавихъ коническихь с\- 
чен основано на проэктивности, сл»довательно метрическая, обыкновен- 
ная геометрия, въ твхъ частяхъ, основавемъ которых служать свойства, 
круга, является какъ приложене предложен относительно положен!. 


Такъ мы видфли, что изъ овредфленн вруга исчезаеть все метри- 
ческое—это есть воническое съчеше, проходящее чрезъ пать точекъ, изъ 
ковхъ двф мнимыя, на безконечно-удаленной прямой. 

Ноняте объ углЪ можехъ замфетить ангармоническииь откошенемъ, 
которое, кавъ видфли изъ всего предъидущаго, служить основанюмь 
веъхь проэктивныхь изел®дован!й., 

Если Ц, лв суть ноордиваты двухъ прямыхь, то имфемъ ($ 66), 
еели © есть уголь между ними; 


б-р 
а 
УВ, + НИ +1 
откуда: 
РУ ) 
а == агс 608 [ в 
(= +“ Уз, + 
или: 


Выль УЕ Ро ЕО г] 69 


Зы + — УВЫ Рио — @ Ро 


Это выражено вытекаеть изъ формулы (56). 


Выраженще подъ знажомъ 105 есть, очевидно, отлошеше корней урав- 
пеня: 


(я-а и ав) Е 9, =0 (59) 


фЬшеннаго относительно Х. Но это уравнеше есть ничто иное, вавъ иро- 
изведене уравненй циклическихь точевкъ (51) или (52), въ которыя 
вифето и м вставлены координаты & -- №, ч) -- №. Изъ этого выте“ 
каетъ слфдующее весьма важное предложение: 

Предложене. Утоль между двумя прямыми есть логариемъ антармо- 
ническато отношешя связки, которую данныя пряхыя составляють съ 
прамими, проходящими черезъ точку ихъ пересзченя и черезъ цикли- 


ческря точки, умноженный ва. 
Сь помощью этого предложенн прооктивная угловая геометрия мо- 


жеть быть прослфшена со вефхъ сторонъ. Таяъ, напримфръ, фигуры, 50- 
торыя предлагаются для изслфдованя, разематриваются по отношению къ 
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двумъ, вакимъ-нибудь, точкамъ и прямой, проходящей черезъ эти точки, 
затЪмъ эти точки замфщаются циклическими, а прямая замФщается без- 
хонечно-удаленною прямою; откуда найденныя проэктивныях предложеня 
обращаются въ метричесвя въ ихъ обыкновенной форми. Какъ примфры 
могуть служить олфдуюния предложеня. 


1. Круть вполнф опредёляется тремя точками. 


2. Цектрь круга, вакъ и вообще коническаго сфчевя, есть полюсъ 
безконечно-удаленной прямой, откуда слёдуетъ, что концентричесве круги 
опредзляются свойствомъ имЪть общуя эссимптоты. СОлФдовательно они ва- 
‹аются въ циклическихь точкахт, а поэтому пересфкаться въ другихь 
точкахьъ больше не мотутъ. Тавая систежа круговъ представляется урав- 
ненемъ; . * 

20а == № (60) 
въ которомь я ==0, 12==0 суть ассинитоты, & 2; =0 безконечно-уда- 
ленная прямая. Чтобы перейти къ прямоугольнымъ координатанъ надобно 
положить: 


подставляя въ уравненю (60) найдемъ: 


у = 


уравнене круга въ его обыкновенной форы$. 


3. Вев углы, инфющ!е вершины я& окружности, воихь стороны за- 
Елючають равныя дуги, равны. Это предложен есть частный случай пред- 
‚ложеня, что ангармоническое отношеше связки пряныхь, коей вершина 
находится на коническомь офчени, & прамыя проходять черезь четыре 
постоянЕыя точки на томъ же коническомъ сБченя, есть величина ло- 
тоянная ($ 230). Въ настоящемъ случаЪ четыре луза идуть изъ точки 
на окружности въ четыремь точкамъ на той же окружности, изъ коихъ 
двф суть цикличеекя, 


4. Сопряженные шаметры въ круг перпендикулярны. Даметры съ 
ассимитотами образуютъ гармоническую связку ($ 235), а ны видёли, что 
так:я прямыя перпендикулярны между собою. Изь этого предложевя вы- 
текаетъ, кажъ слфдстые, слЪдующее парадоксальное предложен; 


Предложенще. Каждая изъ аесинитоть въ вруг№ сама себф перпенди- 
хулярва. Это слёдуеть изь того ($ 235), что аосимптота въ коническомь 


сфчеши есть сама себЪ сопряжевный щаметрь. Это слфдуеть еще м изъ 
того, что если: 


48 4=$ 
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то 
Ша. Ш&—=—1 

т. е. услове перпендикулярности самой еебф. 

$ 309. Преобразовавъ поняме объ углф въ проэктивное понят ан- 
тармоническаго отношеня, легко преобразовать и поняте объ отрьзьЪ и, 
такиюь образомъ, всф метричесыя предложеня преобразуются въ проэк- 
ивы, 

Пусть а, 6, с, а, будуть четыре точки на пряной. Нхъ ангармовичес- 


кое отношенше есть: 
05 ‚аа 
25 ‘са 


если вЪ этомъ выражеи положимъ; 
%=1 


_а точку @ на безконечности, то оно сдфлается: 


откуда инфемъ слблующее предложене: 

Предложене. Разстояые точекъ а и 6 или отр&зокъ об (взятый въ 
изръотяомь нанравлени) разенъ ангармоническому отношению этихъ двухъ 
точекь съ точками, изъ коихъ одна находится из разстоянши оть 6 рав- 
номь единиц®, а другая на безконечноети, 

Такииъь образомь видимъ, что мфровыя повятя преобразуются въ 
проэктивныя, в слдовательно предложещя отяосительно мфры могуть 
быть преобразованы въ прозктивныя и обратно. На дальнёйшемт развит и 
этого обобщеня мы не остаиовимся, а займемся нфвоторыми замЪчатель- 
ными свойствами системы круговъ, 


ГЛАВА ХУЦЕ 


Свойства системы кругевъ, проходяшихь чрезъ точки пересфченя двухъ 
данныхь круговъ. 


$ 310. Если: 
== — в) 9—6 =0 


ба = (р — аз (у — 29, == 0 


@ 
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суть уравнешя друхь круговъ, то выше видзли, что: 
Я — № =0 (2) 


есть уравненю цфлой системы круговъ, проходящихь черезъь точки пере- 
ебченя круговъ (1), дЪйствительния или мнимыя. Если ращусь одного 
изъ круговъ системы (2} означимъ черезъ т, & координаты его центра че- 
резь аи, то легко найдемь изъ (2), что; 


р р. = о ‚ "= вы ты (3) 


гдь @ есть разстояще между центрами врутовъ (1), 

Изъ этихь выражен видимъ, что центры всей системы вруговъ (2) 
находятся ка прамой, проходящей черезъ центры круговъ (1). ` 

$ 311. Вся снетема круговъ (2) инфеть общую радикальную ось или 
общую хорду, смотря потому перес®каютея-ли круги {1} въ мниныхь или 
дёйствительныхь точкахъ. Между кругами системы (2) есть два круга, 
хонхь рад1усы равны нулю; ноложене этихъ круговь найдемт, если въ 
зретьемъ изъ выражен (3) положимь г==0. Это услове даетъ квадрат“ 
ное уравнен!е относительно *: 


и - (а —т— пя, =0 ©) 


№ я № корни этого уравнешя дають положевя ихъ центровъ, которые, 
въ этомъ случаф, суть сами круги. Эти вруги иди точки называются зре- 
Фьльными точкани системы врутовЪ (2). 

Преджльныя точки будуть дЪйствительныя или мнимых, смотря по- 
тому будуть-ли корни уравневая (4) дёйствительные или минные, Если 
выражен!е: 

(ити, (5) 
будеть положительное, то корни уразненя (4) будуть дЪйствительные, въ 
противномъ случа корни будуть мнимые. Это выражеще разлатаетея на 


слдующее произведен: 
(ан -- аи т а-п--ю@-п-ю ^ ® 


изь котораго видимъ, что выражеще (5) будеть отрицательнымь поль 
условемь: ° 

ан” ли < -—п 
еели >”. . 
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Слёдовательно система круговъ, проходящихь черезь двЪ данвыя 
точки, будеть имфть предЪльныя точки мнимыя, если точки пересфченя 
фруговъ будуть дЪйствительныя; напротивъ, эти точки будуть дЪйствитель- 
ныя, если вруги пересфкаются въ мнимыхь точкахъ. 

$ 312. Такъ кажъ уравнене (3) второй степени отиосихельно », то 
иЗЪ ЭТОГО ЗВЕДЮЧаемЬ, что всегда, въ систем# круговъ (2), веть дв& круга 
въ даннымъ радусомъ. 

Легко постронть систему круговъ (2) если два данные круга (1) ие- 
ресфкаются въ дьйствительныхь точках, но если они пересфкаются въ 
инимыхь точкахь, то построеве системы круговъ дфлается на основани 
слёдующаго свойстяа системы (2). 

Мы видёли, что касалельныя, проведенныя изъ, какой-нибудь, точки 
зи радикальной оси друхъ денныхь круговъ (1) равны, но тавЪ кзЕЪ еи- 
стема вруговъ (2) имфеть общую радикальную ось, то касательных, про- 
зеденныя изъ точки т въ какимъ-нибудь двумь кругамъ системы, равны, 

СяЪловательно, если изъ, какой-нибудь, точки % радикальной оси 
системы круговъ (2) ироведемъ касательных ко всфмъ кругамъ сиетены, 
30 эти касательных равны, 

Откуда ваключаемъ, что геометрическое ыфето точек касащя каса- 
чельныхь, проведенныхь изъ точки зи радикальной оси, есть круть, пере- 
сЪяающий вов вруги систены (2) подъ прямымъ угломъ и коего центр 
есть точка и. Этоть кругь, пересЪкая всЪ круги системы, очевидно про- 
ходить и черезь предфльныя точки системы, Если теперь будемъ перен%- 
щать точку по радикальной оси, то получимь вторую систему круговъ 
переефкающихь круги данной системы подъ прянымъ углонъ. 

Ве круги этой послёдней системы, проходять черезъ предфльныя 
точки, сдёдовательно прямая, проходящая черезъ предфльныя точки, есть 
общая хорда второй системы, которая имфеть свойства подобныя первой 
систежВ. Изъ сопоставлевя этихъ свойствь вытекаеть слёдующее предло- 
вене; 

Предложене, Если система кру- 
товъ проходить черезь дв однф и. 
ТВ же точки, то она дает другую си- 
стему вруговъ, которая пересфкзеть 
первую систему подъ прямымь угломъ 
и проходить также черезь дв точ- 
кн (фиг. 120). Предфльныя точки’ 
одной системы суть точки цересвче- ° 
ня другой. Есдк предфльныя точки одиой систеиы суть дёйствительныа, 
то предфльных точки другой будуть мниныя, 
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Задача. На основан и выше изложенныхь евойствь постронть, какой-нибудь 
вруть изъ снелемы, если даны дей круга? 


$ 313. Изъ того свойства, что круги, июне пентры на радиваль“ 
ной оси еистемы (2) и пересфкаюнце эту систему подъ ирямымъ угломъ» 
преходать черезъ предфльныя точки, слбдуеть, ‘ато предвльныя точки на* 
ходятся по обЪ стороны радикаявной оси въ равныхь оть нея разетоя- 
нахъ. 

Если за основныя круги системы (2) возьмемъ виЪето круговъ (1) 
предфльныя точки системы, то мы должиы въ уравиени (3) положить 
я=0 и ’.=0, которое въ силу этого сдёлается: 

= ® 
а—х} 
тдЪ @ есть разстояве между предфльными точками. 

Если во вторую часть уравнешя (7) выфсто Х вставииъ т, то она 
неизижняется, отвуда завлючаемъ, что центры круговъ системы съ рав- 
ными радусами находатся по об% стороны радикальной он вЪ равныхь 
оть нея разстояннхъ. 

$ 314. Въ $ 296 (16) налали, что поляры двух вруговъ (1) относи- 
тельно точки (лу) суть: 


В в) вибро 


(8) 

ВР = (им) — и), -=0 

& потому легко видфть, что поляра системы вруговъ (2) есть: 
Р-Р, =0 (9) 


Откуда заключаемъ, что вс% поляры точки (2) вруговъ системы (2) 
проходять черезь точку переефченя полярь 


Р=0 я Р=0 
Эта послёкняя точка веть гармоничеснй полюсь ($ 208) данной точки 
(ии) относительно каждаго круга системы (2), 


$ 315. Поляры, какой-нибудь, точки иа прямой, соединяющей цен- 
тры хруговъ (1), напримЪръ, точки: 


—_@— № _ и — № 


т ты 


21* 
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очевидно, будуть: 
Р=ш- а) —ы50--" 9-0 


(0) 


Вы е-ы-во-ы 0 
Эти прямыл перпендикулярны къ прямой, проходящей черезъ центры 
вруговь (1). 

Если желаемъ имЪть поляры одной изъ предёльныхь точекъ, то мы 
доажны въ предъядуния уравнешя виЪсто » вотавить корни № и \» урав- 
нев (4) и будемъ имЪть поляры одной изъ предзльныхь точекъ, Ба 
примфръ; 


ме Бо 


а) 
№ 


а 


идем &—8)0—Ыы) 


сли въ эти уравнешя виЪфсто х и у вставимъ координаты другой пре- 
ДВлЬноЙй точки: 


Ма — —№& 
И д чу 
то заиЪтивъ, что: 
га (1—9 —=м)) 
мы ‚ мм = — т, ь 


найдемь, что эти уравненя удовлетворяются этими коорхинатами, отЕудь 
вытекаеть сл$дующее предложене: 


Предаожене. Если одну изъ предъльныхь точекъ зозьмемь за полюсъ, 
то прямая, проходящая черезъ другую предзльную точку, перпендикулярно 
въ прямой, проходящей черезь центры круговъ (1), будеть поляра отно- 
сительно всей системы круговъ (2). Сяфдовательно предфльныя точки еуть 
тармоничесые полюсы отпосительно системы круговъ. 


$ 316. Уравненю поляры: 
РВ = (и —а)@&—а)- (и —&)(9—в)—# =0 
точки (ту!) относительно круга: 
и—ш-- (уф =0 
можно дать еще другую форму, 
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Для этого возьмемъ тождества: . 
#—ш)1—2(1— а) (м — в) — в) — (#— в =0 
Я —20 щи -фВ)и—в—б@ био 


(12) 


Если придадимъ эти тождества къ 2Р,, то найдемъ: 


2Р == («фа (а — м) ви 
—@——ш—и} 


первый членъ этого выражен!я есть 5}, второй членъ есть тоже 1, но въ 
которое выЪето х,у вставлены координаты полюса я, и, если числовое 
значене этого выраженя означииъ черезь 5", то предъидущее выражене 
2Р, будеты: 
2-Я +5 —@#—я) (фи) =0 (3) 
это и есть искомая форма пол; ры. 
$ 317, Уравненя: 


8-81 —@— я) (фи) =0 
5 -- 53 — (#— 2) (уф) =0 


суть поляры точки (2) относительно вруговъ (1). Если вычтемь эти 
уравненя, то кайдемъ: 


(4) 


$ — в =— (8 — 5») (15) 


Уравненя (14) совокупно выражають услове, что точки (2, у) и (д, и) 
суть гармоничесве полюсы круговь & ==0 н 5:==0 и цифетЬ веей сис- 
темы вруговъ (2), 

Каждая изъ частей уравнены (15) есть уравнеше радикальной оси 
хруговъ (1), вЪ которое годетавлены координаты гарноническихь полю- 
совъ (29) и (лу). Есин это уравневе (15) умножимъ ва множитель, 50- 
торый бы даваль нормальную фориу обЪимъ частям уравненя (15), то 
ихъ чиеловыя вехичины будуть перпендикуляры, опущенные изъ точекъ 
(2) и (п) ва радикальную ось. Откуда вытекаеть слфдующее предло- 
жене: . 

Предложен. Два гармоничесые полюса сиетемы круговъ (2) нахо- 
датся въ равномь разстояни отъ редивальной оси по об№ ея сторовы, 
или радикальная 06ь Влить нополамъ разстояще хехду гарионическими 
полюсани систены вруговъ. 
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Уравнеше круга въ линейныхь коордилатахь, 


$ 318. Если а и 6 суть координаты точки, то ея уравнене будеть 

13): 

675) дА=Ж-ы-1=0 06) 

Разстоян!е прямой, данной координатами Би оть точки (16), если ег9 
назовемь черезь г, будеть: 


вы Е 1 _, 
аи, 
Если » будетъ величина постоянная, &5 и 9 будутъ перемфнных, удовдет- 
воряющя уравнению (17), то прямая, данная координатами &,9 будегь, 
во вебхь своихъ положешяхь, находитея въ равном» разстоян!и от точки 
(16), слфдовательно будеть касаться круга, коего центръ есть (4,5), а ра- 
длусъ х. 
СлЪдовательно уравнеше (17) предотавляеть вругь въ динейныхь 
воординатахъ. Этому уравнено можно дать форну: 


а Е РЫ 1} (18) 
ба) — Е --ы-- 1 ==0 (19) 
Я=и +) — 41=0 


(17) 


инди: 


$319. Легко найти услошя, кохорымъ должны удовлетворять коэфи- 
щенты урзвкеня второй стенени въ линейныхь координалахь, чтобы 
оно представляло кругь, Пусть данное уравнене будеть: 


Ан -- Аз 24 и -- 248 -- 2А м -- Аз == 0 (20) 


Если развернемь уравнене (19) и приравняенъ его коэфименты коэфи- 
щентамъ уравненя (20), умноживь предварительно уранвеню (19) на не- 
опредфленкый коэфищенть », то найденъ; 


Хед , Аз , АМА 
(20) 
м==Аы , №=4в , = Ав 
иеключая изъ этихъ уразвнешй », а, В, х, найдемь слфдующён условён для 
того, чтобы уравнеше (30) представляло вругы 


Аз Ад — АвАв=0 , ААз— Ар Аве Аза — АвАи = (22) 
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Координаты центра и рамусь круга, опредфляются сдфдующими выраже- 
ями; 


2—4 о ь в 


в, — 
те ре 3 — Ань _ 42 — Арн 


‚= 
АЗ а (23) 


$ 320. Уравнеше полюсь данной коо %) по; оче- 
рдинатами 
(т) поляры, оч 


и -ия 1) = (9 + +0) %-+ы-1) {24} 
Если прямая (6%) касается вр 1 
уга, то уравнене (24) 6 
ТОЧЕУ касанёя ($ 223). т (9) брт предстали 
$ 321. Задача. Найти обоя касательныя двух данныхь вруговъ? 
Рышеще. Пусть данные два круга будуть: 


Я= ея вы 0 
1 


(25) 
8 = [5 + — (ит) [п 
7 
ли: . В 
Нея о , я =0 (26} 
Уравнение: 


Яо 


будеть коническое ‘сфчене, которое инфеть обшён васательныя съ вруга- 
хи (26). Между этимъ рядомъ коническихь свчешй есть пара точекъ, че- 
резъ воторыя, очевидно должны проходить общуя касательныя ЕЪ даннымъ 
кругамъ, Пара точекъ получитея, когда А == именно: 


или: ° 
ЗАИР = 
а „ = 7) 


Холи эти урезнешя ивпитенъ въ форм; 


из | в {ат Физ бам. уз Е Вам, = 
ая ит. --и я —0 ° 
(28) 


ИЕ И. и ий э-+1=0 


—я 
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то изъ вихъ видиыъ, что координаты этихъ тозежъ суть: 


__ яз Е ая в НЫя 29 
ы +” Бы ап {8 
де 9173 — 371 ‚ у= вм . (30) 

8—1 т%—" 


Эти точки называются центрами подобя двухъ вруговъ. 
Изь формы ихъ координать видно, что ояф дфлять гармоничееки 
разстояь!е между центрами круговъ. Отношеше, въ которонъ онё дёлать 
В я. 
это разстояне внутрение или вифшие, очевидно, есть „”. ОдиЕъ изъ 
1 


этихъ центровъ называется внтлинимь, & другой внутреннимь. 

Такъ вакъ изъ каждой точки можно провести двф касательныя къ 
кругу ($295), то изъ предъидущаго елфдуеть, что къ двумъ кругамъ можно 
провести четыре касательных, по пар черезъ каждый изъ дентровъ ио- 
доб. - 

Задача, Найти уравнешя общихъ касательныхь къ двумъ даннымъ 
кругаиъ? 


Рышене, Пусть уранневя данныхь круговъ будуть: 
Я (ха =0 , ба, =0 (31) 
Уравнеше касательныхь, проведенныхь изъ точки (лу!) вв® окружности 
хь кругу 5! ==0, есть ($ 296): 
{идеи +т-в) 9-й = 
= [аи пе по яя} 

Если желаекъ имфть уравнене вифшнихъ засательныхъ, то надобно 
въ предъидущее ураввене подстазить вифсто 21 и и, координаты вифтия- 
го центра подобя (30), что послЪ вфкоторыхь преобразовавй даетъ: 

{9-5 Мп фа —п} =0 


т 4 есть разотояе между центрами, 
Чтобы получить уравненше внутреннихь касательныхь надобно въ 
предъидущемь уравнеши изыфнить м на — и. 


Задача. Найти уравнешя поляръ центровъ подобя двухъ круговъ, 
относительно обонхъ круговъ? 
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Рилиеше. Пусть уравнешя данныхъ круговъ будуть (31). Поляра 
точки (уу) относительно круга 5 = 0 будеть: 


и—а) ав) ии) —п = 


Если положимъ: 


то будемь имфть поляру внФзняго центра подобя, относительно вруга 91. 
Это подетановяенше даетъ: 


иде +® 5) 0-в) фи п) 


отвуда, послф ифкоторыхь преобразовае, найдемъ: 

8 —й — (@— ип} =0 (32) 
Поляра той-же точки относительно круга 5, =0, будеть: 

5—9 (И —(и—п)) 0 (83) 


Легко видфть, что уразнешя поляръ, относительно внутреннаго центра 
подоба, будуть: 
5-я (ин =0 


&—Я ин =0 


(34) 


Свойства системы трехъ пруговт. 
$ 322. Еели означимь выражене: 
вет А 


то уразневе, какого-нибудь, круга коего центрь дань уравненемъ 
А: =0, будеть имфть форму: 

и = 4 
Пусть 


би 1) 43. =0 , 5 ды) "АЗужьо , бунт") — АЗ 


будуть уравнешя трехь круговъ, то: 
Я —6=0 , &—5=0 , 5—9 =0 
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или: 


2 4 4 44 _ 
72, Г — 9 =. 9 2. > 
откуда: 
4, м 4 Ао 85) 
я 7 7 т з п 


суть уравнения внёщнихь центровь подобя Р, Ми М (фиг. 121), каждой 
пары игъ данныхь трехъ Еруговъ, а: 


4-0 88) 
А, 4 4,4 _ 281 —_. 
РО ыыы тя 
уравненя внутрениихь цеяеровь подобия 7, Фи В. 
Изь уравнен!й (35) видим, что три выфшне центра подо я лежать 
на одной прямой лини, & изъ двужь уравненй (36) съ однимъ изъ (35} 
видно, что два внутренне и одиНф изъ виинихь центровъ подоба ле- 
ать на одной прямой лини; тажъ вапримфрь центры подобен: 


дао, ао, мо 7) 


лежать на одной прамой, Эти прямыя называются осями подобдя данныхь 
круговъ, изъ вонхь однв МР внфшняя ось, и три внутреным МТ, ВР 
х МТ, 
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$ 323. Задача. Найти уравненю внзшней оси подоб1я? 
Рищене. Координаты двухъ вызшнихь центровъ подойя Ри М 
(фиг. 121) вуть $ 321): 


т — 9 „ий ив 
==. д и=ы п—® 
В . (38) 
ди - Зы вв 
к ОЫ п" 


Составляя уравнеше прямой проходящей черезъ эти дв точки, найденъ 
искомое уравнене, которому можно дать форму; 


м о о ас в Ги 
"+ я (@5в — зб) | о (ав, — @Ва) + з, (ав — ав) =0 — (89) 


Точно также найдемъ уравневя и другихь осей подобл, 


$ 324. Задача. Найти полюсъ внзшней оси подобя? 
Рьшене. Мы выше ($ 321) нашли уравнение: 


5—5 -—Ы—,—п 0 (40) 


поляры визшнаго центра подоб1я круговъ & и 6, относительно перваго 
круга. 
Поляра центра подобя вруговъ 5; и 5», будеть, очевидно: 


5—0 о о 4 


тдё @ есть разстояе центровъ круговь 2, и &. Очевидно иевоный 
центръ подоб1я долженъ находится на обфихъ нрямыхь (40) и (41), с1%- 
довательно надобно только изъ этихъ уравненй опредфлить д и у. 

$ 325, Закончимъ изелдозая о круг, задачей, которая была уже 
извфетна древнимъ, рёшона Апполошемъ Пергскимъ, занимёла арабовъ, 
& также иногихъ европейскихь геометровъ, Вюта, Романуса, Декарта, и др. 

Задача. Построить пругь, воторый-бы касался трехь двиныхъ кру- 
товъ? 

Руишене. Пусть уравненя денныхь вруговъ будуть 


й=0 , 5=0 , 5=0 (42) 
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Означижь ихъ центры (фиг, 122) черезъ 0, О, Оз. Пусть цевтрь иско- 
маго круга будеть 0, его координаты (2,9), а ражусь г. 

Фиг. 122, Если яскомый кругъ касается 
энвшие данныхь кругоръ, то должны 
имбть; 


бо = (ет 
00% =(и- 7) 
Обь (и т (43) 


Эти ураввешя можно написать въ 
форн&: 


Я = ея}, & и -еы) , вать (44) 


Задача эта ныъеть восемь рётевй, но это число можеть быть и меньше, 
смотря п положеяю данныхь круговъ. 

1. Есян всё три круга будуть одинъ внутри другого, то всф рёше- 
ин будуть мнимыя. 

2. Если важдый изъ данныхь круговъ будетъ внф двухъ другихт, 
то ве р8шеня будуть дЫйствительныя. 

Въ этомъ послфднемь случа одинъ` изъ искомыхь круговъ будеть 
касаться выфмне вобжъ трехъ давныхь круговъ, другой будеть заключать 
внутри веф данные круги, три круга будуть касался двух данвыхь внф- 
шне и одного внутренне, три будуть касатсн двухъ внутренне и одного 
зи шве, . 

Вь каждомь изь этихъ случаень уравиешн (44) сохраняють туже 
форму, ели радусамь хр, 7» уз Дедимъ приличный знавъ, тавъ напри- 
ифръ, если искомый кругъ заключаеть внутрм себя вс три данные круга, 
то надобно въ уравнешяжь (44) ивыфиить 91, 7, 73 ВВ 7, — а) — И» 
т. е, этя уравнены будуть 


я =(—п) , В =0—5) , Ве фт (48) 


Остаетох только решить эти уравнен!х относительно ху их, но тАЕЪ какъ 
это рёшеше сложно ин не даетъ яелаго геометрическаго представленя, 
10 мы преддожниь здфеь другое яезавиеимое оть ршеви уравнений (44). 


Вычтемъ по-парно уравнения (44), то вайдемь: 


ББ, Ши), Я 9) 
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умножая эти уравненя Ма "., 7», 7з и складывая, найдемъ: 
п (6 — 83) + (8—9) (Я —8) =0 (47) 


координаты центра я, у должны удовлетворять ураввеня (46) и (47), тввЪ 
какъ онз вытекають изъ уравнеяй (44). 

Если занфтимт, что &—5, 8 —Я, &— 5 суть первыя чзоти 
урваненй, предстаиляющихъ радихальныя оси или обийя хорды данныхь 
крутовь, то легко видфть, что (47) веть уравнеше прямой, проходящей 
черезъ радикальный дентрь данных» вруговъ, но тажъ какъ это уравне- 
ше ке измвияется при измёненм я, 7, 3 въ —#, — 2, —7з, 70 изъ 
этого видииъ, что эта прямая содержитъ центры искомыхь двукъ круговъ, 
засающихея данныхь внутренние и внфшине. Тангенсь угла, который эта 
прямая составляеть съ осью д, есть: 


71 (аз — аз) | 7 (и — аз) -Ё уз(а1 — а) (48) 
и (6: — 8) + 1) + -— 8) 


а виёшняя ось подобя составляеть утолъ съ овью 2, коего тангенсъ есть: 


(8 — в) ра) 8—8) 
5(а; — аз) -- 7з (и — ав) -{- 7з (ав -— в) 


слждовательно эти дв прямых нерпендикулаярны, откуда сявдуеть пред- 
дожен; 

Предложеще. Центры восьми касательныхь вруговъ къ тремъ дан- 
нымъ находятся по парно на перпендикуларахь, опущенныхь изъ ради- 
кальнаго центра круговъ на оси подобя. 

Доказательство. Возьмемъ тотъ изъ искомыхь круговъ, кохорый ва- 
сается внъшне вовхъ трехь данныхь вруговъ, Пусть 2, у’ будуть воорди- 
наты точви его касаня съ кругомъ 81, эта точка дФлить разстоаве 00,, 
между центрами, на два отрёзка и, ин”, слёдовательно; 


п-т, ме-Е 
ы ие ' ы и #9) . 
откуда: 
д т би (60) 
ел ы 


Эти величины должны удовлетворять уравненя (46). Заывтимь сначала, 
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что подстановлене этихъ выраженй въ функщи формы ах -|-фу-е даеть 
зь результат: 


ЕР +9 рые 


ии 1 


т, е. надобно фунацю ах --Фу-- с помножить на и подставить вм 

вто ху координаты &’,у’, затВиь. изъ этого пронозодовия вычесть ту же 
: г 

функшю, умноживъ ее на =’ н подставивь въ нее выфето х,у коорди- 


наты в,®. Въ силу этого подстановленя, выражен й (50) въ два послвд- 
я уравненя (46), будемъ имфты 


Е, 81) 2 66; #8) = (0 — и) 


ПАС 0-я = зип) 


гдф Я, 5, 55 суть уравненя круовъ (42), въ воторыя полетавлены 
#,у. Изъ этихъ уравненй, упрошая и отбрасывая черточеи, найдем: 


— о 
0,05 — (в— Уи 


50 


—& —— =0 (52) 


0.0 —(— п)? фи 
уравнен{я, которыя предотавляють прямых, проходяш]я черезь точку ка- 
савя 2’, у’, 

Сравнимъ эти уравненя еъ уравнешями полярь визшнихь дентровъ 
подоб1я, которых можно написать въ форм: 
8—8 5—8 
2 2 1—0, = 
0,08 —(—я”) 0,0: —(—п} 


вычитая ихъ, найдемъ новое уравнеше прямой, проходящей черезь ради“ 
кальный центр и полюсъ зифшией оби подобля, именно: 


5—9 9—8 
- 0,0 (и—п} 0,05 —(и—п} 


=0 
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Тоть-же результать получитея, вычитая уравненя (51) и (52), Тоже по- 
дучимь, если изи®НиКЪ 71, 7з, 73 ВЪ ——", —7., —7з. Изъ этого закаю- 
чаемъ, что прямая, проходящая черезъ радикальный центрь и полюсъ 
внзшвей оси подобя, относительно круга 8, проходить и черезъ точки 
хасаня этого Еруга съ кругами, которые касаютея данныхь вруговь вну- 
тренне и внфшне, 

Слёдовательно прямыя, проходящёя черазь радикальный центрь и 
полюсы одной и той-же оси подобя относительно каждаго изъ данныхь 
Еруговъ, ветрёчають эти круги въ шести точкахъ, которыя суть точЕи 
касалн двухъ Еруговъ съ вругани (42). 

Откуда вытекаеть слёдующее построеше круга, который касается 
вн®шие вежхъ трехъ круговъ: построить полюсы р, 22, 23, вишней оси 
подобя, отиоснтельно круговъ (42), и если В есть радикальный центръ, 
то пряныя Ве, Вр», Врз вотр®чають круги (42) въ точкахъ касан!я. Изъ 
точки В опускаютъ перпендикуляръ на ось подобя, прямая соединяющая 
центрь одного изъ крутовъ съ его точкою касашя, вотрёчаяеь съ выше 
опущеннымь перпендикуляромъ, опредвляеть центръ искомаго вруга. 


Общий полерный траугольникъ сястемы ируговъ, преходящихь через дв ддиныя точки, 


$ 326. Мы выше виджли, что если система круговь проходить че- 
резь двз инимыя точки, то есть ив прямой, проходящей черезъ дентры 
хруговъ дв дёйствительныя точки, которыя мы назвали преджльными. Эти 
точки, какъ мы выше локазали, суть гармоничесые полюсы, & прамыя, 
проходишёя черезъ нихъ, перпендикулярно лишн дентровъ, суть гармоня- 
ческая поляры. Он® ветрзчаются въ точкф на безконечно-удаленной пря- 
мой и обравують общ И, всей систем® вруговъ, полярный треугольникъ, 
коего вершины суть двф предЪльныя точки и 104ка из безконечиости, & 
стороны дв гармоничесыя поляры, проходяния черазъ предёльных точки, 
и линя пентровъ системы круговъ, 


ГЛАВА ХЕХ, 


Условия, при которыхь коничесное сфчене продставляеть пару прамыхь 
и ихъ опредфлене. 


$ 327. Въ 8$ 203 и 216 зидфли, при хавомъ услови уравнене ко- 
инческаго сёчешя въ девартовыхь координатахь предетавляеть пару пря- 
хыхь лин, в въ линейныхь координатакъ пару точекъ. Таиъ-ме ны 1о- 
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казали, что это услоше есть А==0 или А’==0, но геометрическато 
еиысла не выяснили, въ настоящей глав мы разберемъ эти случаи под- 
робно и выяенимъ ихъ геометрическое звачеше, 


Мы знаемъ, что зависимость между координатами полюса (у, уз, %) 
и координатами его поляры (&,&,#5) отиосительно воничесваго сбченя: 


Гат) ==а129, - ах, | ааа, | Заале Завтяь Е Зазтьта==0 (1) 
опредёляется уравнении: 
5$ = ал + в +- 9393 
оба = ба: -[ бззуз -Ё аззуз (2) 
оба == азии | базу | бвзуз 


при этоиъ было обусловлено, что опрехфлитель: 


Я: бб 
А — |2 аа 4 . {3} 
аз 32 @8з 


ниваранть фориы (1), не равенъ нулю. 

Мы видфли, 970 при этомъ условм, каждой произвольно взятой 
точи соотвфтетвуеть поляра н, обратно, каждая проЕзвольная прямая 
ныфеть полюсъ. Иосмотримъ, что случится если А ==0? 

Въ этомъ случаз уравневя (2) продолжають существовать, по он® 
не разрЪшикы относительно у, т. е. что всякой произвольно заятой точиВ 
соотвётетвуеть опредёленная поляра, но, обратно, этой полярВ не с00т 
вфтетвуеть опредфленный полюсъ. 

Тавъ кавъ А -=0, то воогда существуеть систена количеств 
%,и2,%, УДовлетворяющихь уравнения: 


вии азы Рук =0 
азии -- али -- аи == 0 & 
азии Е базва -[ аззиз == 0 


слёдовательно поляра точки (ш, \,%;) будеть неопредфлениая въ томъ 
енысхЬ, что мы можеиъ венкую прямую на плоекости разематривать, ваЕЪ 
поляру точки м. Тогда какъ поляра всякой другой точки проходить че- 
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резъ точку и, что легко видеть изъ уравнешй (2), помяожая ихъ: воот- 
зфтствонно на и, а, и СЕзАДывая, найдем: 


бля -- 6 -- Би) =0 (5) 


уравнене, которое удовлетворяется координатами * незавиеимо оть 
уу, т, @, для нефхъ точекъ плоскости, Множитель с, который вхо- 
дить въ уравнен!е (5) можеть быть тогда только равень нулю, когда, всв 
ад==0, случай, который иы исключаемъ. 

Схьдовательно можемъ принимать за поляры точекь только тё пря- 
мыя, воторыя ироходятъ черезъ точку и, если не хотимъ принимать вс 
прямыя за поляры точки и. Но каждой изъ этихъ прамыхъ Ё принадле- 
жить безконечное чиело точекъ, кавъ полюсы, такъ какъ, если точка у 
удоваетворяеть уравнешниъ (2), то имъ удовлетворяють, волВхстви урав“ 
ненй (4), и вс точки; 

им 


прямой, соединяющей точки и и у. 
$ 328. Посмотримъ теперь, какую форму иметь коническое ефче- 
же (1), дри условия; 
ДА =0 
Чтобы видфть форму вривой разсмотримь прямую лин, соединяющую 
точку и (4) съ какою - нибудь точкою х кривой. Подставимъ въ уравне- 
и (1) вривой выфето х, и-- №, т0 найдемъ урзвнеше ($ 207); 


2+ 2% - В =0 {8) 

въ которомъ вов коофищенты равны нулю, такъ вавъ въ силу уравнен!й (4): 
би щи) == 0==Р 
Е [лу а, а) —0 


ТАКЪ БАБЪ ТОЧЬ 2 находится Н& кривой; а танже изъ уравненй (4) и 
($ 207): 
9 = (а -- вь- а) (ва аа -- ваз) == 0 

сяфдовательно прямая: 

м 
вся находитея на кривой, которая въ ’этомъ случаф, будеть состоять изъ 
двухь прямыхъ, пересфвающихся ВЪ точкв и; & из двухь прямыхъ по- 
тому, что уравкеше (1} второй степеня, 

АНАХТИЧВОВАЯ ГРОМЕТРА, 22 
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$ 329. Координаты ЗочЕЯ (и, ,из) опредфляются двумя изъ трехъ 
уравненй (4), слфдовательно уравнене этой точки можно написать въ 
слёдующихь трехъ формахъ ($ 186): 


Ди + Аз +- А 0 
^ Дн + Аб Ань =0 (1) 
Лив -- Аб, + Азё =0 
изъ коизъ каждое имфеть смысль уравненёя (5): 
зб аб -{ изв = 0 
слфдовательно можемъ положить: 
Ара $ Ар 
Аа, Азер (8) 
р | 
Откуда видимъ, что миноры опредфлителя ДА, когда Д ==0, пропорщо- 


нальны квадратамъ и произведенямъ зеличинъ, которыя суть координаты 
двойной точки (и, из, из) коническаго сбчешя. 


Эту двойную точку, т. е. ея уравнене, получим если выразимъ въ 
линейныхь координатахь коническое сфчеше. Это уравнен!е есть: 


Аул, -|- Аб -- Аз АБ 2 24-0 (9) 


Мы видвли выше ($ 214, 71), что (9) есть услоые, которому должны 
здовяетворять координаты прямой, чтобы она встрчала кривую въ двухь 
совпадающихь точкахъ. Этоть послёднй случай можеть только тогда 
случится, если дв прямыя, представляющёя коническое сЪчеше, сози}- 
шаютея, или если прямая проходить черезъ ихъ точку пересфченя; и 
въ саномъ дЪлё, уравнене (9) преобразуется въ уравнене: 


(ша ки и —0 


(0) 


воли въ него подставимь выфсто Аз» 41з,.... ихъ выраженщя (8), Урав- 
нене (10) представляеть, очевидно, двойную точку, коей координаты суть 
(шир и», 
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$ 330. Пусть прямых, на которыя распадается коническое сфчене: 
Рау ь, 2) == 0 
аут -- оон - бал: = 0, Ва -- В = 0 (11) 


Сльдовательно: 


Гая (ал - ыеа -- дзиз) (Влад -- Во -[- Выа) (12) 


будуть: 


леремножая и сравнивая коэфищенты, найдемь: 
ав == ап › вв -- 28, = 2 
аава = аа › баз -- оз = 20а (13) 
зв = аз › бывь - ав = За 


Изъ этихь уравненй, раздфляя второе, третье и четвертое на первое, 
найдемъ: 


С Е р 

ай бай би @9 
я .. 

о И ИИ 

ай а’ и вл у 5) 


изЪ этихь посяёднихь уравнешй можемъ составить два кзадратныя урав- 
нева, БОиХЪ ЕОрни суть отношешя: 


в м м № 
а в’ ’Й 98) 


Означая эти отношешя черезь }., №; м, ра, уравнешя, конхъ корни 
№, №; а, №, будуть 


№— 202} |8 0 2—2 —- 8 — 0 17 
Ч а и т © 
Изь этихъ двухъ уравненй, найдемъ отношенйя (16). 

Если послёднее изъ уравненй (13) раздёлимь нё первое, то найдемъ: 


м ра ва 2 
сайта в 08) 


Такъ какъ уравнешами (17) отношешя (16) вполн® опредляются, то ихь 

выраженя, встевленныя въ (18), дояжны уховяетворять этому уравнению, 

т.е, дать зависимость между из, которая будеть ничто иное как Д==0, 
22* 
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Въ самомь дВлЬ, имфемъ: 


ва [2:1 в 938 
М» =2 № в 2 ива == 
Уз .’ й ал’ т аа ’ 18а Ри 


изъ уравнешя (18) имфемъ: 


р\ 2. 2938 
ава Нм = Г 
перемкожая первое и третье изъ выражен! (19), вайденъ: 
ОН анны) = Е Ав Ра 
откуда: 


Мы м = абы т т 


дли, ваконедь 
м-н ==2 авик вн я вле 
Перенножая (20) и (21), найдемъ: 
о-в + АН ааа. Е. 
откуда, замёчая, что: 


ем, 29а внбю аа 224: — вла. 


9 в 
ЕаЙдемъ, послЪ сокращен: 


дздаз | обазааа -- оне — бтазобна — Разбуайна == 0 


во это послёднее выражен есть ничто иное, какъ опредзлитель: 


а м: в 
А=| 4 ды @в|=0 
вх @з @5 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


Оетветея только опредфлить изъ уразненйй (17) №, №, в, ва, иян отно- 


шены: 
в 


& в 
& в 


Е 
@ 
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Эти уравнешя даютъ: 
а; аз--И—Чь аз—И-Аь 
х = — № — 


а “1 


—- {23) 
р ав ИЯ Е 
#1 вп 
Такъ какъ изъ уравнешй (19) имфекъ: 
Мо м = 
а (20) даеть: 
2а; 
Аш == 
ра Рав а 
Мро и № суть корни уравнены; 
Ио (24) 
откуда: 
ва ба И Аи 
ал 


Легко также составить уравнеше, коего корни суть; М№, ара. Опред- 
лиръ тавимъ образомъ №, №, №, вз, ураввеше: 


фа (в, -- ва - вон) (Физ -Г Роза -- Ваза) =2 0 
можно ваписать въ форм®: 


рай (д -- М-Н) (а {3 На) 0 


или, замЪчея, что: 
в =: 
нойдемъ: 


феи (а Ра ща) а + Зуя Е разв) =0 
Пр, 1. Пусть данное уравнене будете: 
ф= вал +16, 4-15, +- 19а Е ия, + 7аиь = 0 


въ которомъ тезове Д=0 тдовхетворено, требуется разложить его ив два хиией- 
ныхь множителя? 


Въ эюнъ случав: 
19 и т 
п == 6, р == 16, дн 251, п", 4 , в 5 
оставляя уравнешя (17) и рашел, найдеыь: 
т 1 
=, = и 
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Слдоватедьно: 
{= (а 4- ба 4 7) (да, + За, - 2) 
Пр. 2. Показать, что: 
аа 42, — 22 — бал, га, + аль =0 
разлатается на линейные множители: 
и — фм и м, — 41: +-2%, 
Пр. 8. Опредфлить въ уравиеви: 
2%, 2 + 627, Ваал, - блин — Та, =0 
№ тавъ, чтобы оно разложилось на два линейные множителя? 
$ 831. Воть еще способъ, болфе симметричный, для опредъленя коэ- 
фящентовь а, и В, въ уравнешяхь (11). 


Пусть у, уз будуть координаты точки пересбченя прямыхъ (11): 


аа а ды я= 0, Вл Быль + Выь = 0 
то будемъ имфть: 


виз -- озу + вуз =0 , и -- вуз +- Вуз==0 
откуда имфенъ: 


Зуй = в: — ава , Фриз — 88 , о-в (25) 


Такъ какъ у должны удовлетворять уравненамъ (4), то соображаяеь съ 
уравненями (13), найдемь слдующёя девять уравненёй: 


а =, ‚о ор = — 08 ‚о а == ва -- а 
вова уз о фаз ‚ фаер (26) 
оз == аз руз › боба > ба аа 


откуда отношешя а: 0: а и №: В: Вз будуть непосредственно даны, 
если будеть иззфетень ноэфищень р. Количество р было введено, кавЪ 
коэфищенть пропорщональности и въ качеетв® таковаго онъ остается ‹0- 
вершенно произвольнымъ, но здфеь онъ зависить въ силу уравненй (6) 
оть коэфищента пропорцюнальности м. Въ самомъ дЬлЬ, въ силу урав- 
ненй (13) мы можеиъ миноры А.„ выразить черезь хи В м придемь къ 
тождествекнымь выражешямъ, которыя вытекають изъ уразненйй (25), 
дия квадратовъ и произведен у. Такъ, напримврь: 


ЗА == - (бов — вора) == — 40°уй. 


& сибдовательно, соображаясь съ (8), найдемъ 62==— в, 90 тавь опре“ 
АВаяеть р, что во вторыхь чаетяхь уравневйй (26) с;х входить линейно. 
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Для р имфемъ два значен!я: 
е=-И-в , =-ИЕ 
но оба эти значешя даютъ одинъ и тотъ же результать, что легко видёть 
изъ того, что < и В только перемфняются, если © замфетимъ черезъ 


Ив, а потомъ черезь — И--р. Тавимь образомъ, получинъ для 
координать двухъ прямыхь схёдующя выражения: 


В: В аи :а3--И—Аь: 8 ——И-Ам 
=, —У-— Аш: ав 33 РИА: 
в + ИА: —И— Аи : 0 
(27) 
6:00:03 0 :аа — ИА: --У—4ы 
э 
= У Чн:ав :ая—И Аи 


=а:— У—4= газ 5 У—Ап 1988 
$ 332. Обратно, если коническое сёчеше переходить въ пару пря- 
мыхъ лин, то необходимо ДА =0. 
Въ самомъ дЪлЬ, уравненя (2), въ силу уравневй (13), преобразу- 
ются въ елвдующ я: 


и 
р = Зо, 03 


об == За раз 2 фл, 
. 
воторыя тождествеино обращаются въ нуль для х==у, тавъ кавъ урав- 


невя: 
Заи=0 и ЗВ -=0 
изъ коихь вытокаеть услове Л ==0, имвють мото. 


$ 338. Во веБхь предъидущихь изолфдоватяхь ны предположили, 
что уравнения (4) опредляють дйствительно двойную точку, т. е. точку 
перес®чен:я прямыхь. Но не то бываеть если эти три урзввеня (4) пред- 
ставляють одно: 


и Ель Е лаз ==0 (28) 


344 ГЛАВА 3Х.Ш— УСЛОВЯ, ПРИ БОТОР, БОНИЧ. СВЧЕН. ПРЕДСТ, ПАРУ ПРЯМ, 


такъ, что он отличаются отъ (28) только постоаннымъ миожителемъ ян. 
Слёдовательно, въ этомъ случа, можемъ положить: 
ВМ ‹ 124, бе 
Я 25, бе, ба ть (293) 
93 930 ›‚ @ю-ЯЫа › @38 == 58 
НО ТАБ КАКЪ к--аы, ТО ИИФемъ: 
= 1: 


означая черезъ к коэфищенть пропориочальности, вайденъ: 


ара, баз а ру 
ба ВТ › бы = И (30) 
ааа =, а рА о 
отвуда уравнеше кривой или коническаго сфченя (1) едЪлается: 
Залить = (лей ЗЕ ть -- ла 81 


Слфдовательно коническое сфчеше состоить изъ двойной праной, которой 
каждая точка должна разсматриваться ЕАкЪ двойная, 


Уравненшя (29) влекуть за собой сабдующя: 
А=0 , Ав=0 
Аз 0 , Ан =0 (32) 
Аз=0 , Ав =0 
Съ другой сторовы, уничтожене этихь миноровъ влечеть за собой урав- 
нешя (29), сяфдовательно: если не только инвёуанть Д ==0, но и его 


миноры равны нулю, то коническое ефчеше состонть изъ двойной прямой. 
И въ самомь дфль, вазимное уравнене; 
ЗА, =0 

удовлетворяется координатами всякой прямой, какъ и должно быть, такъ 
кавъ зсякая прямая пересфилеть, въ двухъ совиадающихь точкахь, пря- 
мую, которая прининается за двойную. 

$ 334, Приложимь выше-изложенный епособь къ разложению нё ли- 
нейные нножители уравненя ($ 208): 


РЕ 9: =0 - (83) 
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воторое предстанляеть, какъ иы видфли, де» касательных, прозеденныя 
язъ точки у ЕЪ коняческому сВченю {== 0, 


Чтобы разложить уравнене (33) на линейные множители, постунимъ 
сябдующимъ образомъ. . 


Пусть 1; будуть координаты поляры точен у;, относительно’ коня- 
ческаго сченя: 
{= Заьаняь == 0 


воэфищенты при #; въ выражен @ суть 


сту = да Е виз уз - 6398 {34) 
полагая $ =1, а, 3. 


Въ уравнешяхь (26) надобно поставить вифсто к коофищенты при 
в изъ уравнешя (33), т, е; 


аа РЬ— от 
Координаты м п № объихЪ касательныхь опредфляются уравнениями; 
в =: Р—09% — ‚ йа Р-оНули--руз › ый та РА- оу, -- ул 
ата Ро’иь--оуз , сова Р 094% ‚сова РОМ 
ааа Рота --руз › побовоць Рота НИИ, бовиттоззР--оЧРз 


и непосредственно опредфляетея изъ этихъ уравненй, а необходимо опре- 
дЪлить ©, чтобы инфть отношеше между с; и между №; это количество 
опрехёлитея изь уравнен! (8), изъ которыхъ имфемъ: 
А’ =- би (35) 
ТД А\л еоть Др, вЪ которое зыВето выраженя с;ь вотавлено выражене 
„Р— чи. 
Если состевимъ всф девять уравнены (35) и унножимь каждое изъ 
НИХЬ На ОЗ и сложимъ, то, соображаелсь съ (34), набдемъ: 
91 3 А’рчичь == — аР? (36) 
Первую часть можемъ еще преобразовать, взявъ ея форму въ видф ошре- 
дВлится: 
в: @з @з & 
ви ба в в 
ан 9 68 6 
о 


=0 
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замфотивь, для нашего случая, въ этомь выражени си; выраженемъ 
и, Ро, уравзене (36) сдЪлается: 


ат. 92, ‚а,рР—о?НЫ , ааР-б' В, & 

_ нра РА › выР- 9, , сыре 
1 Р— 636 ‚ ао Р— о ‚ в Р— 0? , 
а ‚ыы в ‚0 


или, если послёдыюю горизонталь умножниь на о, 0%», 0 и еложимъ 
съ первою, со второю и съ третьею, то найдемъ: 


апР, @›Р ‚ мзР‚ & а! ба аз 6 
ира аа Р,бзР, щР ‚ Ы — р ат за @з В |' 

20, ваР , азР, В аа @зз 33 

аа ,о вы ьо 


Если теперь умножамъ первыя три вертикальныя ливи на у, уз, Уз Я при- 
бавиыъ ихь къ четвертой, унноженной на — в, то, соображаяеь съ (34), 
виземъ: 

Ни == Хиву == Р 
откуда найдемь: 


а = РА (87) 
въ 


СлЬховательно ны должны въ уравнен!и (35) подставить вифето р два его 


значеня: о о 
р=+УРА , р=—УРА (38) 


занзщенше одного значеня другимъ изиннеть только в на В. Знакъ р 
даеть признакъ положешя точки у: относительно коническаго еЪченя. 
Жогда инЪемъ дЪйствительное коимческое сЪчеше, то необходико разли- 
чать три случая: 

1. 2 == РА > 0. ДвВ дёйствительныя касательныя. 

2. = РА <0. ДВ манмыя касательные, 

3. 6? == РА == 0. Двф касвтельныя совпадаютъ. 


Слёдовательно вся плоскость лёлител коническимт сфчешемъ на двЪ 
Части: ва одной находятся точки, изъ которыкъ можно провести только 
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мнииыя касательныя къ воническону сфченю—это внутренняя часть на 
другой находятся точки, изъ которыхь можно провести дЬйствительиыя 
хкабательныя— это внтиняя часть. 

Точки, находянияея на кривой служать переходомъ отъ дЪйстви- 
тельныхъь касательныхь къ мнимымъ, и обратно; въ этихь точкахъ пара 
васательныхъ вовпадаеть. 


$ 335. Система касательныхь, проведенныхь изъ точви у, есть пере- 
рождеше кокическаго сфчешя формы ($ 207): 


{«-- 1 РЕ— 400 =0 (39} 


Если въ уравнея!и будемъ разоматриваль и, хакъ перомфниый параметрь, 
то это уравнене будеть предотавлять безнонечную систему коническихь 
сфченй, нежду которыми находится поляра точки у;, дважды повторениая, 
н пара касательныхь. Эти двЪ послЬднЁя прямыя получателя, замфщая ко- 
инческое сфчеше Р-==0, какимъ-нибудь, другимъ изъ системы; другими 
словами: вс8 коничесыя сфчешя системы имфють для точки 3 одву и 
туже перу васательныхь и одну и туже поляру. Въ самомъ дфлЪ, если 
выЪето р подотавимъ 2-- у, то найдемь: 


@-- РВ + 20-- № — 44 (9-РАР-=0 


или: 
эм -- 29: - В =0 
полатая: 
В=(@-- 11 РЕ— 4 
в =@—1220 
В =@— р 
откуда: 


АВ —ф = —1) РВ 09 


Слфдовательно выражешя РВ — 0% и 01, которыя будучи приравнены 
нулю, дають пару касательныхь и поляру, для одного ивъ системы ко“ 
ническихь сёченй, отличаются тольЕо постояннымъ множителемь, отдич- 
ныхкь оть нуля, оть подобныхь выражен! относительно даннаго ковичес- 
каго сфчещя. СлФдовательно мы, такимь образомъ, доказали слфдующее 
предложение. 

Предложене. ВоЪ коничееыя сёчеын системы (39) касаются’ въ 
двухь точвахь, & у; есть полюсъ: ихъ общей хорды соприкосновевя, 
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Пр. 1. Дия примфра возьмемь пару касательныхь къ каноническому уравне- 
ИО эллицсв: 


му 
я -1=0 

требуется найти пару васательныхь, прозелонныхь къ нему изъ тозии 21. Въ 

этомъ случав нифемь: 


р ве, уу Ре 
рыть, ба, Ва 


пара касахельныхь будеть: 
9%: (РЕ — $) = (му — 2) — (#—м) М — фи) а =0 
Чтобы разложить это ураваене на два зияойные иножитедя: 
ар Т=0 , шефу о 


воспользуемся уравяешями относительно В; (13), которых, если всё ихъ умножниъ 
на а и выфсто р напишемъ ра*, примуть форму: 


да ум, ще-аи-р , = м 
а =-22и4р, № = фм, ВЕ фм 
ааа и, Вия ра , Ти — И, 9 
тдЪ, соображаяеь съ (37), легко вайти: 
реал, + олук — о 
Уразкешя двухъ искомыхь касательныхь, если р веть корень уравненя стнося- 
тельно р", будуть даны уравненами: 
532 (2—2) а (у— и) Нр@у—яу)=0 
Вил (2 — ,) фа уф) {р(шу — 24) =0 


Др. 8. Ратить туже задачу относительно гиперболы и параболы. 


ТЛАВА. ХХ. 
предфлеше точекъ пересфченя двухъ коничеснихь оченй. 


8 336. Въ 8 204 показали, что два кокичесыя софченя, даиныя урав“ 
ненми: 
Ио) == аа, оз азов -- Залул хо -- Заз Е Заньтьть == 0 о 
Ва) = ая ао, -- На Элль - ЗЫ зла Е блулуть == 0 
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цервсвкаются въ четырекъ точкажь, координаты которыхь даются рёше- 
мемь уравненя четвертой стененя. Залфиъ въ $ 218 показали, что эти 
два коничесвя сфчешя, данных въ хинойныхь координатахь: 


== ды, -- ды 1 дыбы Ь 24 Ав =0 й 
(= Вы -- Вы. -- Вы, + 2ВоНы + Вань РОВ Ь==0 


тд% Аза, Вик суть миноры опродёлителей Ли Дл, имфють четыре общ/я 
касательных, координаты воторыхъ даютея таже уравненемь четвертой 
степени. 

Въ настоящей глав№ мы поважемь, навимъ слособомъ можно опре- 
дфлить координаты, какъ точевъ пересфчевя двухъ коническихъ сВченй, 
такъ и координаты общихь ихЪ касзтельных». 

Для большаго удобства мы будежъ писать уравневя (1) и (2) вЪ 
саздующихь символичесвихь формахъ: ` 


а = Янллиь == 0 , (т) = ЯЫвзиль == © 


(3) 
РО = ЗАдьы=0 , Г) = ЗВ ==0 
ТДЪ Х есть символь суммы, давая индексамъ вов значеня оть 1 до $ 
включительно. Инваранты коническихь сёчешй {и А означимь чрезь А 
и ДА, (6 308, 39). 


$ 337. Если: 
Гдо , (д=о ‘ @ 
суть уравненя двухь коническихь офчевнй, то уравнеше; 
[мМ=о (5) 


есть коническое сфЧен, проходящее черезъ точки пересфченя двухЪ дан- 
ныхь. Давая козфищенту Х ве} величины отъ —о0 ло -- оо получимъ 
систему или связку коническихь сВченй, воторыя вс проходать черезъ 
четыре точки пересвченя коническихь сфченй (4), 

Между коническими офчешями систены (5) есть вфвоторыя, которыя 
состоять изъ пары прямыхь лин, елВдовательно, если найхенъ такую 
нару, то точки пересфченыя двухъ данныхь коничесвихъ сёчешй (4) опре- 
ХЪлятся первевчещемъ одного изъ инхъ съ найденною парою прямыхъ ли- 
Е, или двухь паръ между собою. 

Мы зидфли ($ 203, 39), что для того, чтобы коническое сЗчене обра- 
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тилось въ пару прамыхъ лин должна существовать между коэфищентаии 
слвлующая зависимость: 
° @т аз @з 


А = ва 65 аз | =0 . (8) 
ба @з2 @3% 
Такъ какъ въ уравневм (5} коэфицюнты его иизють форму ил— №, 


то для того чтобы воническое сфчене (5} обратилось въ пару прямыхъ, 
должны иыЪть: 


а — №. ‚ ааа , @з- № 
20) = |1 -— №, ве — № , ав-— № | =0 (?) 


ан — № › аа - Ма, баз Маз 


тавово уравнеше, опредфяяющее то значене \, при которомъ коинческое 
сЪченю (5) распадается на две линейные множителя. Базъ видинъ это 
уравнене третьей степени, относительно \, сяфдовательно, есть три зна- 
ченя %, при которыхъ коничеевя сфчевя изъ системы (5) распадаются 
на пару прямыхъ зинй. Слфдовательно задача сводится за розыскане 
этихъ трехь паръ прямыхь лин и на опредфлеве точекъ пересфченя 
двухъ изъ этихъ паръ. Очевидно, три пары прямыхъ линйй образуютъ пол- 
ный четыреугольниЕъ, стороны котораго образуютъ двё пары, а дагонали 
третюю пару. ' 

Выше видали (5205,44), что дла опредЪленя точевъ пересфченя двухъ 
хоническихь сфчен!й необходимо ршить уравнене четвертой степени, между 
тьиъ здфоь, как видно, требуется ршить уравнеше третьей степени; но 
воли вспомнимъ, что разршающее уравнене четвертой степени есть урав- 
нев третьей степени, то настоящЕй случай самъ собою выленяется. 


ДалЪе, уравнене третьей степени само рёшмается съ помощью раз- 
р®#ёмающаго уравневя второй степени и дйствительно. въ концв кониовъ 
равложене квадратичной троичной формы на два линейные множителя 
требуеть рёшеня уравненя только второй степени ($ 330). 


$ 338. Если означимъ корни кубичеекаго уравненйя (7) черезь №, - 
№, №, то будемь нить: 


АА =АВ' , Гм В" , [мА 4"В" = (8) 


тд8 Ди В суть линейныя функци относительно 2, 2з, 23. Разложене 
этихь формъ на два линейные множителя, каждый разъ, требуетъ ршеня 


РЛАВА ХХ.--ОПРЕДЪЛ. ТОЧЕКЪ ПЕРЕСЪЧ. ДВУХЪ КОНИЗКОК. СЪЧЕНЙ. 351 


квадратнаго уравнены, какъ уже замфтили выше. Три пары найденныхь 
прямыхь: 


ВО, 4"8'=0 , 4"В"=0 () 


образують четыреугольникь, въ которомъ пересфчевя противуположныхь 
сторонъ и пересфченя дагоналей суть вершины полярнаго треугольника 
ас, общахо вефмъ ковическииь сёчешамъ систены: 


—Ж=0 


Въэтомъ легко убедится бросивъ взглядъ из прилагаемый чертезжь (фиг. 123) 
и вопомнивъ ‹войства полнаго четыреугольниЕ®. 


Фиг. 133. 


Очевидно, это единственный полярный треугольникъ систены (5). 
$ 339. Положене данныхь коническихь сфчешй /=0 и д=0 отне- 
сено къ извфетному данному координатному треугольнику, коего уравненя 
сторенъ суть 
2 =0 , 2,==0 , д=0 


а вершины даны уравненями: 


9 ==0 , 220 ; м=0 , ж=0 ; 1:=0 , жв=0 


изыфнимъ теперь напшть координатный треугольникь и возьмемъ общ по- 
лярный. Пусть уравненя его стороиъ, отиосятельно данваго координахно- 
то треугольника будуть ` ' ` 


д ==аца - зв 325 
о -=ана - ааа Е бов 00). 
Убит, -- вуза -[- база 
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ТДЪ коэфищенты и» кеизвфотны, а требуется такь ихъ опредёлить, чтобы 
\==0, уз==0, и ==0 были уравневя сторонъ общего полярнаго треу- 
тольника. 

Если изъ уравненй (10) опредфлимь 2, 2, хь черезъ и, уз, ув и 
ветавниъ въ уравневя (4), то онё примуть форму: 


[9% ау? азуз? =0 
й = + був, Е бу = 


такъ навъ уравненю коническато сЪченя, отнесеннаго къ полярному тре- 
утольнику, иифеть эту форму ($ 241). Далфе коэфищенты 6 во второмъ 
изъ уравненй (11) можно положить равными единиц, такъ кавъ урав-. 
неня (10) преобразованй, можемъ помножить на постоянных, извЪетнынъ 
образоиъ выбранныя, величины и опредфлить координаты у тавтъ, чтобы 
коэфнщенты $ вошли въ составъ этихъ координать. Слёдовательно урав- 
нех данныхь коническихь сфченй, откесеиныхь въ общему полярному 
треугольнику, будуть: 


@ 


[ув Розуй + озу = 0 
у у =0 


При этомъ предполагается, что { ==0 не есть паря прямыхъ лин, тавъ 
какт, въ этомь случа, одинь изь козфищентовъ 6 будеть равенъ нудю, 
а коинческое сЪчеше Д =0 будетъь само одной изъ искомыхь паръ, пе- 
ресфчене которой съ коническимь сВчешемъ /== 0 и дастъ исвомыя точки 
пересфченя, 


(12) 


$ 340. Тавииъ опредфленемь коэфищентовь $ въ коническомь с%- 
ченши й ==0, коэфищенты коническаго сфченя /==0 вполнф опредфляются. 
Въ самомъ дВлЁ, чтобы три уравненя (8) имфжи ыфсто необходимо, чтобы 
ихъ первыя части заключали только два перемёаных изъ трехъ у) Ул, Уз, 
тавъ Езкъ сумма кведратовъ трехъь величинь пе можеть быть разложена 
на два линейные иножитеда, А дла того, чтобы первых части уравиевй 

^ (8) заключали только два перемфиныя необходимо положить въ форм 


ау ау вау = 
а = , м =\ , в=№ 
АИ = 05 — №) уз Е 0% — №) у =0 
р = м Е =0 › (3) 
= — № 0—0. 


слудующее: 


что дветь: 
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Вторыя части этихь уравненй разлагаются на линейные множители: 


ФУ Гиви — (И фшуи №) 

"Уи У -ь-вУь-Ъ) 09 

ИИ И— МИ —№--ви-Ъ) 
прирввнизая нулю эти выраженшя будемъ имфть уравнешя трехъ парь 


иеконыхь прямыхт, отнесенныхь къ общему полярнопу треугольнику, 
вакъ координатному, 


Возвратныея къ уравнешйямъ (13), изъ которыхъ найдемъ: 


У. 5 1 
= — =- 15 
—№ —№ р @5) 


откуда: 
=ы—№ , р=ЬЬ№ , =А—Ъ 


полагая Уф=о, найден»: 
ви == Ум—№ , щ=жИь—№ , в=у-Ъ (19 


Это координаты точекъ пересфченя данныхь коническихь сфченй. Тавъ 
жавъ нередъь каждымъ корнемъ стоять два знака, то есть восемь вомби- 
наши, но изъ нихъ тё пары комбинащ, которыя отличаются тельво об- 
щимъ множителенъ—1, даютъ одну и туже точку. Таковы комбинации: 


Зи, м и, и Фи, и Чи, и 
Зе, в , +в, в, в, и, -п, в (17) 
ам в, и, в —в, 4 


$ 341. Остается только опредфлить коэфищенты д преобразоваяий 
(10). Для этого возьмемъ уравненя твхъ-же коническихь сфченй /=0 
ид =0 въ хинейныхь координатахъ (2): 


РО=0 и О=0 (8) 
Уравнен!е: 
РО-фьм@=0 . (19) 


представляеть систему коническихь офченй, имвющихь общёя васатель- 
вых съ коническими офчешяии (18), 
АНАЛИТИЧВОВАЯ ТЕОМЕТРЫ, - з 
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Въ этой систем есть три пары коническихь сфченй, которыя раз- 
хагаются на линейные миожитеди, слёдовательно, каждое предотавляеть 
пару точекь. Эти шесть точекъ суть пересфченя общихь касательныхь, 
ов обравують полный четыреугольникъ и если вспомнимъ ностроеше по- 
ляры данной точки, то увидимъ, что въ этомь четыреугольникЪъ, взкЪ и 
въ предъидущемь, образуется общ полярный треугольникъ, & тавъ какъ 
онъ и едниственвый ддя системы коническихь ефченй, то это тоть са- 
иый, хоторый мы выше построили. 

Слудовательно, уравневя данныхь коническихь ефченй въ линей- 
ныхь координатахь, отнесенных къ общему полярному треугольнику, бу- 


дуть: Вр 
РО = мама РЕМ = 
Пот 0 

гдё коэфищенты при 4 составхены изъ корней уравненйя: 


до 


во) 


Легко вндёть изъ уравненй (20), что ворни кубическаго урввнен!я, со- 
ставлениаго такъ изъ 4;к и В;ь, какъ уравнеые Д (%) составлено изъ к и 
Ъл, суть обратные корнамъ Х,, №, №. 
Пары точекь опредфлятся изъ уравяев!я: 
РОМ @®=0 (21) 
полагая въ немъ посл доватетьно 2 равнымъ А, №, А, что даеты 
Ри 0 — №) -- № ба — 3) = 
би = 0 — №), А 0. —№) 15 =0 (22) 
бы = №08 — М) + 8 — №) ==0 


Каждое изъ этихъ уравненй разлагается ва два ливейные множитевя и 
предетавляеть слдовательно пару точекъ. 


Координаты четырехь общихь насательныхь найдутся изъ урав- 
нешй (20): 


ри = 55 ИХ 04— №) ‚ а == И 0:—№) , == У\ 0.) @3 


я зл5сь, какъ выше, изъ воеьми воибинащй, тв которыя отличаются мно- 
жителемь-—1, дають одну и туже каезтельную. 
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$ 342. Перейдемъ къ опредфленю коэфищентовь %». Для этого 03- 
начимь черезъ ^ опредфлитель: 


й Я: Я . 
| од баз 053 (24) 


За ба ба 


х рёшимъ уравненя (10) относительно 2, то найдемь: 


И ==ал -- аа 34, а = ри Ри Гы 
Че = ваз Рода, аа: , ФР № Ваш = (25) 
а-я - они Раза, 2ь == Ват -- Возуа Е Возув 
° Соображалеь съ $ 186 будешь имйть: 
эра а ‚ Б-аиь Ра вы 
вы бы Е Ьв , Балы Ромы аль (26) 


вы ыь Е , Без аль быль 


№» суть миноры опредфлитела х (24). 


Изь этихьъ уравнен! видииъ, что: 
91 93 3 
бл баз 03 (27) 
В] 


суть координаты сторонъ общаго полнрнато треугольника относительно 
. стараго координатнаго треугольника, 8 


вы В Ва 
ыы № (28) 
ы № № 


суть координаты вершинъ новаго общаго полярнаго треугольника, проти- 
зулежащихь сторонам (27), 
Но эти-вершины еуть полюсы противулежащихь еторонъ общьго по- 
‚ларнахо треугольника, относительно обзихь коническихь сёченй, сл®до- 
2 
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вательно уравневя поляръ, обфихь воническихь сфченй, относительно 
хаждой изъ вершинъ, должны быть тождественны. 

Но поляры одной изъ вершинь Вл, Ва, №з отиосительно кониче- 
скихъ офчевй {-0 п Д=0 суть 


т А. 28. 


т 


Я р и, к +29 =0 


СлЬдовательно должны иить: 


9 эй ИА 
м Нар = сз (в ов +25 Е 
откуда: 
и, „0 и, 
В Па’ ба Ка ' а ба 
& ИЗЪ ЭТОГО: 


виви  вовия-[ ава == в (Фива Е Боря В в) 
давл -- вби -- араба в биВа - ызбза-- Вазйн) (29) 
ав -- азавиа —- пазбуз == р би -- Вывеа - Взвь) 
(вп — ВЫ Ва- (ва — ВЫ) вз-- (@ — ВЫ) В = 0 
(оз — бы) Вуд -[ (дз — ИБ) вкз -[ (@з — Виа) №з == 0 (30) 
(@и — вби) Ви - (виз — рФза) Вер -- (аа — ВФиз) № == 0 


исключая изъ этихъ уравненш @, найдемь, уже выше найденное, кубиче- 
ское уравнеше Л (в) ==0. Слёдовательно хорик 1 Суть НИЧТО иное, какъ 
м, №, №. 
Подетавляя каждый изъ этихь ворней въ (30) и полагая $==1, 2, 8, 
найдемь координаты вершинъ, именно: 
Ро ; бов ; = 
Ва = Вт ; Резерва $ Рав раз (81) 


ба = ое; Розе "а $ Ваз = рай", 


козфищенты пропоршюнальноети ру, ря; рз опредфлаютея услошемтъ преоб- 
разования формы д==0 въ форму у\--у--у% =0 подстановлевяни (25). 

Такимъ образонъ паша задача рышена вполяф, мо можно шить ее 
еще изящн%е, слёдующимъ образомъ, на основан и свойствъ инзараитовъ, 
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$ 343. Троичная квадратичная форма: 
Задаит = (32) 
нифеть инварантомъ, какъ видёли, опредвлитель: 
Я: @2 3 
аз @з @в|=А (33) 
Я @2 @ 


и коварантомъ или, лучше, ковтраковар!антомь ($ 191), взаимную фунющю 
фунЕши (32): . ._ 
ХА == |’ {34) 


Если фориу (32) преобразуемь линейными преобразовашями (25), & взаим- 
ную форму (34) преобразовашяни (26), то по свойству инварантовъ в00б- 
ще будемь имфть: 


би ба @л В Ва Ва |: ба ба 


А’ |ах Фи аз | == | Вы Ва ва |. |@и бо в (35) 
а @33 @зз Вы Ва Ваз | [ан аз @з 
или 
Д' = №.А ` 86 


вр суть козфищенты преобразованной формы: 
Зои 
Преобразуя форму (34), найдемь: 
ЗАчеь = ЮЗ Ана (37) 


тдВ Аул суть воэфищенты въ преобразованной форнЪ. Замфтивъ это, возь- 
мемъ опредфлитель или ияваранть: 


2—6 , Ча №2, в: —№ь 
0) = —М№ , ва—Мз , в —Юь (38) 


пд— Ми, аа №, ба — Ш 


формы: . 
Завьиаь АХ нена == {М (39) 
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Выше вид%ли, что преобразованемъ къ поларному треугольнику, 
коническое сёчене (39) приводится къ виду: 


м =ы— № 06 Ул, = (40) 
откуда найдемь, соображанеь съ сдБланныин выше замчаняыи: 
о, о 
вл =|о 5 , 0=а-Юы-—№0-—№ 4 
0 ‚0 ‚мА 


и: 
зд )иь-—1)0а— Ху -Ны-Юб-—--и-Аы-Хуь (42) 
ги® 20) суть инпоры опредёлителя Л 0) (38). 


Изъ уравневя (41) видимь, чо №, №, №» суть корни уравнены 
&0)=0. 


Приравнивая коэфищенты при }? въ уравненйн (41), найдемь: 
>. 6: 6: 
1= 5 6: (43) 
ы [т Физ 


1 
= 
р: 2; 


тдЁ А; есть инваранть коническаго сВчешя /==0, который, по условию, 
не равенъ нулю. 

Въ этомъ предположеши сдфлаемъ въ уравнени (42), посл довательно, 
—=№, №, №, то найдемъ: 


Фе Ь  ою ХА 
й 
ТФ НЫ НЫ оо Убе 9 


. 1 
1 == (рыб + Вы Е ваз == 5—0 У Да) 


Въ этихъ уравнешяхь можно навлечь квадратный корень наъ обфихь 
частей и изь получевныхь трехъ линейныхь ураваен! опредёлнть 509- 
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фищенты В» подстановленй (25). Мы можемь въ предъидущихь уравне- 
нихъ просто приравнять козфищенты при 6%, что даеть вообще: 


— Аа) 


вл в А: В» 


(45) 


въ вырежени (45) иидексу # надобно дать значеня 1, 2, 3 и положить 
в = 0» —№) 0% —№), = —№)( —№) ‚ в= — №) 04 —№) 
знави при воэфищентахь 8, останутея неопредёленными. 


$ 344. Если опредфяитель Л (%) (88) расположимъ по степенямъ », 
то найдемъ, что уравнене Д (^)=0 будеть: 


Д 0%) = До: 91- @— А=0 (46) 
тд: 
9= див, + Аба -Р Аа Е 24а Е Ааа -- Зав (ат) 


©: = Вии | Вывь Е Вы -2Вни, | 2Вузиз-- 2.Вузбиз (48) 


4х и Ви суть миноры опредёлителей Л и Д,. Очевидно ©; получается 
язь @, изиЪняяя сур ий ых и обратно. 
Исключая ^ изъ уравненй (46) и {— М =0, найдемъ уравнеше: 


п — ФА 917 Аз=0 (49) 


Какъ видно уравненю шестой степени и предетавляеть три пары прямыхь 
линй, проходящих чрозъ четыре точки пересвченя данинхь коническихь 
сёчещй {=0 и А =0, Замфтимь, что коэфищенты въ кубическомъ урав- 
нени (46), суть инваранты, а уравнене (49) есть коваравть, 


$ 345. Уравнеще (42): . 
Др оа-О-АуА -НОз— и К-Ни—ЮОз—Хрья=О (50) 


предетавяяеть систему коническихь свчейй, инфющихь общими касазель- 
ЕЫМи Четыре кёсательныя къ кривымъ {=0 и д =0. Чтобы найти то 
изъ системы коцичесвихь сЗченЙ, которое касается данной координатами 
1, 1, 1: прямой, надобно эти коорденаты нодетавить въ уравнеше (50) 
к опредёлить маъ его А. Тавъ какъ урвкнеше (50) относительно Х ‘вто- 
рой степени, то имфемъ сафдующее предложене: 

Пуедложенще. Кождая прямая на плоскости есть касалельная къ двумъ 
коническымь сфчещниь ивъ системы или евазки /—№/ ==0, 
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Предложеще взаимное этому есть сдёдующее: 

Предложение. Черезь каждую точьу плоскости, проходятъ два кони- 
чесыя сченя изъ енстемы кли связки /— \/ ==0. 

$ 346. Относительное положенще точекъ, въ которыхъ какое-нибудь 
изъ коничесвихь сфчеый системы ветр®чаеть деиную прямую, и дзукъ 
точекъ васашя ея съ двумя коническими сЗчешями той же системы, 38- 
служиваеть особеннаго внимая. 

Чтобы опредвлить это положеше, возьмемь за. данную прямую сто- 
рону координатиаго треугольника 2, ==0. Если затфиъ положимъ 2, =0 
въ одвомъ изъ коническихь сфченй, которыя касаются этой прямой, то 
должно получиться квадратное уравневе относительно хз, х, инфющее 


разные корни относительно отношея р ‚ вли 910 тоже полный квадратъ 
линейвато выраженя въ 2 и #. ноды уравнешя кокическихь 
сЗчен, касающихся прямой, доланы имфть форму: 

[=ам--№ , п=ам, № 


тдё Ми М, суть линейныя функщи изъ 2, 2, 2, а Ми №, линейный 
только въ 2, и 24. ОлФдовательно, какое-нибудь изъ системы коническихь 
сВчен! будетъ дано уравнененъ: 


{— М = а (М— М) №Ы—А№ =0 
& 010 точки пересфченя съ данною прёною даютея уравнении: 
2 =0 и №—АМа =0 


Послёднее изъ этихъ уравнен! представляеть пару прямыхъ лин, иду- 
щихь изь вершины 2;=0, д, ==0 координатнато треугольника въ иско- 
мымь точкамь пересзчени. Эти пряныя суть: 


М— МУ =о и ММ У =0 
эти двф прямыя, очевидно, гармокичеея съ пряиний: 
№=0 и М=0 


проходящими чрезь точку ихъ пересфченя и чрезь точки касаня данной 
прямой съ коническими сфчешямн /==0 и / ==0. СяЪдовалельно иекомыя 
хочви перосфчешя суть гармоничесвя съ точками касвыёя. Откуда выте- 
хаеть слёдующее предложен: 

Предаожеще. Если система коническихь ефчен!й: 


{М = 
пересфкается прямою лишею, то полученный рядъ точекъь будегь ииво- 
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лющюнный, коего двойных точни еуть точки касашя съ двиною прямою 
двухь изъ системы новическихь сбченй, 

Такое же разсуждене отяосительно системы коническихь еЗченй въ 
линейныхь координатахь: . 
м0 
даетъ взаимное предложеше, 

Предложене. Если изъ какой-нибудь точви проходять къ систем» 
коническихь сВчешй касательныя, то эта связка касательныхь будетъ ин- 
волювониая, коей двойные лучи будуть касательных къ двумъ коничес- 
вимь еВчешямь изъ. системы, которыя проходять чрезъ данную точку. 
Съ этими предложешями мы ветртимся еще ниже, 

Слёдуюлие примфры служать для вычисленя инварантовь А, 9; 
Да, @ вь случаяхь, которые часто ветрчаются. 

Пр. 1. Найти геометрическое исто пересфчешя нормазей къ коническому 
офченню, проводенныхт въ концахь хордь, проходящихь чрезъ данную точку (лу, )? 

Рияценще. Пусть данное коническое сфчеще будеть эханисъ: 


точки на эляипеф, чрезъ которыя проходять пориаля, проведенный чрезь данную 
точку (2'у’), какъ мы види ($ 256), даются переефченемъ эплипеа / съ гиперболой: 


ф=2 (лу Му — вату) 


Составиыъ уравнене шестя хордъ (49), пролодищияь чрезь пересбчене воническихь 
свченй: 


ре , 
=яфы-1=0 я Л=2 (ау {Бру — мну) =0 


для нихь иыфемы: 


1 


Азы ; 950, ф-т), Да — Зашу 


алое уравнене шести хордь будеть: 
Р Сура ЧабичнИ -ФУбНУ ину (5 + - 1 + 


Чаоолу Вы] о 


это уравнове дохжно удовлетворятея координахами (хи, У,), СЕВдовалельно, еели под- 
ставимь ‚у: на късто ©,у п изифиниь 27,9’ ив х,у, то иайдемъ искомое геометри- 
чеевое м%сто: 


аи — доения — оана- оу вау) 1+ 
аб еттиу | + т - } = ` 
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Кавъ вндимъ кривая третей степени. Если данная хочка находится на одной язъ 
осей, хо кривая будеть коничесвое сфчеше, которое получится, полагая т, = 0. Гео- 
метрически видно, что въ этомъ случа: ось есть часть геометрическаго мфета. Гео- 
метричесное мфето будеть коническое сфчене въ томъ случа, котда даниал точка 
{2у!) находится ка безконечности, т.е, когда, хорды проводятся параллельно данной 
праной. 

Пр. 8. Вычислить инваранты, когда коничесыя сЗченя отнесены къ общему 
полярному треугольник? 

Рьшене. Если ковнчесыя сфчешя отнесены въ общему поляриому треутоль- 
нику, то ихъ форма бужеть: 


ай фойе о , ди Бу {== 0 


одно изъ уравненЙ можно упростить, наприифрь второе, налисаяъ =, у, 2 вифето 
аУв, УУЬ, #Ус,, постВ чего двиныя ковичесв!я сфчевёя примуть форму: 


рта ей то , деяфии но 
откуда, найдомь инвар!анты: 
Д=%е , ФЕНА , феафьфе , А=1 
сяЗховательно /—- ХА =0 будеть представлять прамых хин!н, огда: 
№ —@оом-- аа =0 
‘корни этого уравненЁя суть а, 5, с, Что эти величины обращають /-- ХА = 0 въ вару 
прямыхь само собою очевидно. 
Пр. 8. Возьмемь, какъ выше, й ==2 +- у*4- 8%, з Г пусть будетъ общей формы, 
зо будемъ инёть: 
АД, 9=4А 4+ Ав, Фавро фе, МЕТ 
Пр, 4. Пусть Ги / будуть два вруга: 
раны о , де ау фм =0 


шеще. = — "фт, = и-н— 1%, 
и есди означииь чрезь 4 разстояе между центрами круговъ, то найдены 
29.4 (#28 — вм) 0 


яс мы знавиъ, ч10 /—/ ==0 иредставляеть пару прямыхь ливЙ изъ коихъ одна 
ка безконечноети, слзковательно одииъ изъ корней есть --1, в предъидущее урав 
неше доажно дёлиться на Х—1 и въ частномь нозучиться: 


ИС Л 
Пр. 5. Пусть 
ЕВЕ ано , дивно 
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чо: 
р 
И: 
фа) м-н 
Пр. 6. Пусть 
Рау =0 , п=п-ф а и-фВ:фп"=0 
то: 


ДЕР, 9=-жа-фя , = аи ‚ Ей 


ГЛАВА ХХ1. 


Иьхоторыя замфчательныя свойства коничеснихь сфченй, 


$ 347. Разсмотрниь н®которые частные случан системы коничесвихь 
сфченй: 
[м=о о 
Олучая 1. Положимъ, что коническое сфчеше д==0 распадается на 
два линейные множителя /1==4,Д,, т. е. предетавляеть пару ирямыхъ 
хин 4А.=0, 4, =0. Слёфдовательно уравнеше (1) будеть: 


1—А4а: =0 (2) 


Оно представляеть, очевидко, систему коническихь сВченй, проходящихь 
черезъ четыре точки 21, р:,28,1 пересфчешя прамыхь 4,=0, 4; =0 
сь коническимъ сфчешемъ /==0 (фиг. 124). 

Тавъ какъ въ настоящень случа Д, =0, Фиг. 124. 
то кубическое урзвнене ($ 344, 46) сдЁёлается 
хвадратнымъ 


© -— ФА д =0 {3) 


СлЬдовательно одинъ изъ ворней кубическаго урав- 

нешя №==с0; онъ даеть нару хордь 41.4: =0 Е # 

общихь системВ хоническихь ефченй (2), осталь- 

выя дв» пары общихь хордъ даются корнами 4. 
жвадратнато уравненйя (3). Эти дв® пары хордъ будуть 21 К 14:; 
и 42а. Если точка уз совпадеть. съ р, & фз СЪ ь, 10 хорды 4: =0 и 
4а==0 будуть касательныя къ коническому сфченшю /=0, & дв® пары 
остальныхь хордь вовиадуть и составять хорду, которая проходить чрегъь 
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точки касашя хордь 4,==0 и Дь==0 еъ воническимь сбчещень /==0. 
Тазъ какь двЁ пары хордь совпадають, то уравнеше (3) будеть имфть, 
вЪ этомъ случаВ два равные корня, а это дается условемъ: 

Фиг. 155. @А—40=0 4) 
При этомъ усдови система коническихь 
саченй (2) инфеть общия касательныя 4, =0 
и 4, =0, & ихъ общая хорда соприкоснове- 

ня ра (фиг. 125) дается уравнешемъ: 


в. 29. 7—04144 =0 (5) 
которое должно быть полным ивадратонъ. 


Положииъ, что въ уравнены (2) Аз есть постоянная величина &, то 
это уравнеше сдается: 


{-— МА! =0 (6) 
преобразуя это уравневе въ трилинейныя координаты, полагая ($ 182, 6): 
А В 
2=5 , 9=б 
вайдемъ: 
{1—4 =0 1) 


тдё 0=0 есть уразневе безконечно удалениой прямой. Изъ этой формы 
видимъ, что коническя сзчешя системы (7) пересВкаютея вЪ двухъ ко- 
нечныхь точкахь на прямой 41 =0 и въ двухъ безконечно удаленныхь 
ва прямой С=0. Прамыя 4,==0 и С==0 суть обифя хоркы системы ко- 
ническихь оВченй (7). | 

Положимь еще, что двф общин хорды 4:=0 я 4.==0 снотемы (2) 
совпадут, т, е. Аа -=.4, =0, то это уравнене сдзлается: 


{1—4 =0 (8) 


Если хорды 4:-=0 и А: =0 совпедуть, то совивдеть съ цями я другая 
вара зирз # фор, 8 третяя нара дара и раз сдЪлается общими касатель- 
ными къ системв (2), 4%==0 изъ общая хорда соприкосновенм. Такъ 
какъ въ отомъ случаВ не только Л, ==0, пои 0:=0 ($ 333, 32), то Еу- 
бическое ‘уравцене (8 344, 46) будеть вифть два безковечно большце кор- 
ня, а трей дается уравневемъ: 

©—А=0 9) 


первые два корня дають пару хордь 4%=20, а корень Х == 2 дветь 


остальную ‘пару: 
9/— 4.43 =0 (10) 
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т. в. общая васательныя. Еели Дь ==, в. | быт, то легко видЬть, 
что @=[, сдфдовательно уравнене (10) будеть: * 
Г— А44 =0 ап 


Если бы случилось, что 4:==0 есть касательная къ коническому сфченю 
{=0, то в пара (10) совпадеть съ нею, а для этого необходимо услове 
Г=0, вакъ намь уже извфстно. 


Случай 2. Положинъ теперь, что въ систем (1) оба коничесыя с$- 
чешя /==0 и Д==0 распадаются, на каждой, ка пару прямыхь лин 
{=.44:, й == Аз Аа, то система будеть: 


41.4 —\Дь4 = 0 


Е кахъ ны зидфли выше ($ 299) веть система коническихь ефченй, про- 
ходящихь чрезь точен пересфчешя прямыхъ: 


ди 4,=0 , 0 4: =0, 
Д=0 я 44=0 , 4—0 и 41 =0 


Въ этонъ случа Д==0 и Д,==0, слФдовательно кубическое уравнене 
($ 344, 46) сдёлается: 


9,— А =0 {12} 
Слфдовательно оно инфегь одинъ корень Х==о, другой Х==0, а тре- 
.. [ ” 
ти =. 
а 


Первый корень, т. е. ==, даетъ пару общихь хордь 4:4, =0, 
второй, т.е, Х==0, даеть другую пару 4,4: =0, а трет даетъ осталь- 
ную пару: 

©, 41.43 — 944 ==0 
Если положимь, что хорды 4:=0 и 4,=0 совщадають, 10 очевидно 
А =0 и 4, =0 будуть обиця касательныя къ систек®; 


4. А. —%4% =0 (3) 


по въ этомъ случай и 0; =0, сдёдовательно трей корень ^==<, ко“ 
торый даетъ 42; = 0. 


Если 4: бухеть поетоянное (, то система: 


АА 01 =0 9) 
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будеть очевидно коничеевое оЪчене, коего ассимптоты будуть 4; ==0 и 
А, =0. 

Гипербола ху==й* есть частный случай предъидущаго уравнена. 

Примпрь. Уравнене параболы у? = рт, есть частный саучай уравненя: 

4 = 4,6 

схфховательно 2 =0 и О=0 суть касательных, & у==0 хорда соприкосновения, т, в. 
одна изъ касательныхь къ нараболВ есть ось у, другая, прямая на безконечноети, 
& 06 =, есть хорда соприкосновешйя. 


'Такъ вакъ самая общая форма параболы ость: 
(ое Ву 292 {2 Г =0 
то ляъ этого заключаемт, что зе параболы касаются безвонечно удахениой прямой 


$ 282). 
$ 348. Уравнеше коническаго сфченш: 


-—№4=0 шли /—^4.0=0 


предотавляеть систему коническихь сфчен!, которыя пересфкаются въ 
двухъ конечныхь точкахъ, гдф прямая Аз==0 пересфкаеть коническое 
сфчеше [/==0, и въ двухь безконечно- удаленинхьъ точвахь ив прямой 
б=0. 

Но козфищенты при 2%, ху и у? въ уравновяхь: 


150, г =0 


равны, схфдовательно эти кривых подобны и подобно расположены {$ 288), 
Отсюда вытеваеть слфдующее предложеше: 


Предложенще. Лва подобныя и подобно расположенныя коннчесыя 
свчешя переефкаютея въ двухъ безнонечно-удаленныхь точкажь, & слф- 
довательно пересфваться могуть только. въ двухъ конечныхь точкахъ, 

Если коничесыя офченя суть параболы, то он® обф касаются пря- 
мой на безконечноети ($ 232), но такъ какъ направлене къ точкЪ каса- 
ин дается только тремя первыми членами уравнешя, сяфдовательно 6у- 
деть для объить ивраболь одно и тоже, откуда завлючаемъ, что двё 1о- 
добныя и подобно расположениыя параболы касаются въ безконечно-уда- 
денной точкЪ. Общия безконечко удаленныя точки, подобныхь и подобно 
расположенныхь коничесвихь сфченй, будуть дЪйствительныя, совпада- 
ющя или ннимыя, смотря потому будеть-ли коническое сфчеве гипер“ 
бола, парабола н элдииеь. у 


$ 349. Уравнеше /--№==0 или {/— ^0?=0 предотавляеть ко“ 
ническое сфчене, воторое, очевидио, не только подобно и подобно расло- 
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ложено коническому сфченю /==0, но и концентричесвое съ нимъ. От- 
вуда вытекаеть слфдующее предложен!е: 

Предложеще. Два подобныя. и концентричесыя хоническя сфчешя 
выфють двойное соприкосновене въ двухъ точкахъ из безконечно удален- 
вой прямой, поэтому не могутъ перес®катся въ конечныхь точкахъ, 

$ 350. Равсмотрииь еще уравнен!е; 

д-ра 9 
ТдВ 2=0, у=0 суть перпендикулярных координатныя и, а 4; =0 
уравнене прямой въ нормальной фориф. Очевидно, что это уравнеше 
коническаго сфчежщя, коего фовусь находится въ началь координатъ, & 
директриса есть 4; =0 (фиг. 126). 

Изь формы этого уравнешя ви- 
димъ, что координатных оси и дирек- 
триеа образують полярный треуголь- 
зикъ, коего вершины суть: фокусъ и 
точки перес®чен!я директрисы съ коор- 
динатными осями. Изъ этого вндимъ, 
что поляра каждой точви на директрись 
перпендикулярна въ прямой, прохо- 
дящей чрезь фокусв и точку на директрие$. 

Изъ формы урезневя (15) видимъ, что ымнимыя пряныя: 


уфа 0 , уро 46) 


вуть касательныя, проведенныя изъ фовуса къ ковическону сфчешю, Тавь 
ЕаЕЪ эти прямыя ие завислть оть директрисы, то завлючземъ, ино ве 
коническя спщеня, имьющия обиий фокусь имиють и деь общия: каса- 
тельныя, проходящуя черезь этоть фокусь. Сяфдоватольно всВ ковичесыя 
сфченя, нызюцуя общие обв фокуса, имфють четыре общуя касательныя, 
8 потому могуть быть разематриваемы хакъ влиезнныя зе одинъ и тоть 
же четыреугольникь. Эти касательныя суть тё прямыя, которыя идуть 
изъ фокуса къ циклическимь точкамъ на безконечно удалевной прямой 
{$ =06). Изъ этого составяяемъ слфдующее предотавлеше о фовусахь: изъ 
каждой циклической точки на вругф проведено деф касатольныя къ ко- 
зическому сфченю, которыя обравуютъ четыреугольникъ, двф зершины 
котораго суть фокусы хривой, & дв друг!я могуть быть разенатриваемы, 
хавъ ел мнимые фокусы. : 

$ 351. Задача. Найти услове касая двухъ воническихь сфченй 
Тб и д =07 
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Риицене. Пусть 2, а, р, №4 (фиг. 124) будуть четыре точки перес%- 
ченя двухъ коническихь сфченй. Если изъ этижь точекъ, напримфрь 
ди и ры, совпадуть, то очевидно, что пара хордъ 21 7з, Рарз совпадеть съ 
парою хордь ира и фара, слФдовательно кубическое уравнеше: 


д — ФФ -фА=о (7) 
будеть имфть два равные корня; а изъ алгебраическаго анализа язвЪетно, 
что въ такомъь случа призначная (@всгпатепе), единственный инваавть 


хубическаго уравневя и одинъ изъ ниварантовъ двухъ коническихь с%- 
ченй, равна нулю, именно: 


979 +18 ДЛ 90, —21 49—49 —4 0-0 (9 
(99 — ЗА) = 4 (9*—349,) (9 —34,9) (19) 


Извжстно, что призначиая (19) пропоршональна произведеню квадратовъ 
равностей корней вубичесваго уравнешя (17) и если призначная (18) есть 
зеличина положительная, то веф три кория уравнения (17) дйствительные, 
& вели онв есть величина отрицательная, то два изъ трехъ корней инииы. 
Вь этомъ послёдненъ случа® коничесыя сфчейя {/=0 и [==0 пере- 
сЪкаются въ двухь дфйствительныхь и двухъ мнимыхь точкахь, Въ пер- 
вомъ же случа®, онф пересфкаются въ четырехъ дфйствительныхь или 
четырехь мнимыхь точкахъ. Для отлич!я этяхь двухъ случаевъ простаго 
признака не существуеть, 

Если три точки 21, ре з пересфченя совпадуть, то коничесвйя с#- 
ченя въ этой тройной точкЪ инфють общую касательную и общ радусъ 
кривизны. . 

Въ этомъ случа всф три корня уравнешя (17) равны, т, ©. оно есть 
полный вубъ, для чего иеобходимо имфть: 


А_9_@ 9) 
Услове для двойнаго соприкоеновеня двухъ коническихь сфченй будеть 
показано ниже. 
Пр. 1. Найти предъихущин» способомь услове васашя двухъ кругов? 
Рашене. Составлия услове, при воторомъ уравневе ($ 346, пр, 4): 
ионы у 
нифеть равные корни, это услове даеть: 
Фе, Е и,., ЯР 


ОБЬ ИЗВФСТНО На элементарной теомегри. 
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Пр. 8. Найти услошя касашя ковическихь сфчен!й, когда он% даны въ трех- 


чденной форм? 
Рищене. Для уравнений: 


аз + аль, Ч баты — 0, Иа, Гб, + Усть 
отв. ОИ 
Уаз + ИБиь 4+ Уса =0 
Для уравченй: 
а, анал, раза, 0, Каз 4 Убе, |. Гоа, = 0 


} 
с 
+(ь) 
Дла уравненИ 


ана - ава -- бе, = 0, визе, 4 аванть Е ватт, = 0 
отв. 


Отв. 


(бла 4 (алии) + (ашан) = 0 


$ 852. Если два воничесвя сфчешя имЪфють двойное соприкоснове- 
не съ третьимъ (фиг, 127), то ихъ уравнешя будуть имфть форму: 


Фит. 127, 
ГА =о , ГЕ 4% =0 (21) 


А=0 и А, =0 суть хорды соприкоенове- к 
ия воническихь сфченй (21) съ {==0, 
Если вычтемъ уравневя (21), то най- 
демъ: 
А — АЗ, = 0 
откуда 
АА =0 , 4-4 =0 


еуть обиця хорды, проходящёя черезъ точку нересфченя хордъ сопри- 
косновенНя А, =0 и А. ==0, съ которыми оаф, очевидво, образують гвр- 
моническую связку. 


Пр. 1. Хорды соприкоеновеня двухъ коническихь сфченй съ общими каса- 
тельными проходять урезь нереефчене чары ихъ общихь хордъ. Это предложене 
есть частный случай предтидущахто, полагая въ вемъ, что воническое сфчеше Г 
распадается на дв прямых лини. 

Пр. 2. Датонаяи какото-нибудь виисаннаго и соотв тствующато оплсаннаго 
четыреугохьника, около коническаго сфчешя перосфкзются въ одной точки и образують 
гармоническую связку. Это предложеше есть также частяый случай предъидущато, 
полагая въ немъ, что воничесмя сфчешя /-+- 4%, Р-+- А,* распадаются, кождое, 
ва нару прямыхь лин. Вирочемъ это можно показать слёдующим образомъ: пусть 
5, &, в; 5, &, ©, будуть двф пары касательныхь и соотвфтструющн хорды соприво- 
еновеня, другими словами с; и с; суть датонали соотвётотвующего виисаниахо че- 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. я 
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тыреугольника. Слфдовалельно уравненйе воническаго сёчешя / можеть быть напи- 
санно въ формахь; 
Вы — 250, Ц — 6 =0 

Вторая форма должна быть тождествений съ первой или отличается оть ноя только 
постояннымъ иножителемь. Слфдовательно &ь — ХВ Должно быть тождественно съ 
©? -- №0%. Но < — №0, веть пара прямыхь линь проходящихь чрезь точки перес®- 
чен в =0 и 0=0 и сгармоническихь съ вныи, & тождествениая форма 
а —Лцц =0 ноказываеть, что эти прямыя дниёи проходять чрезъ точви 64, 5 
и Вы, Ы» тавъ какъ # — ЛЬЁ есть геометрическое место проходящее чрезъ эти 
точки. 

8 353. Если три воничесыя сфчешя инбютъ двойное соприкоснове- 
ве съ четвертымь, то ихъ уравненя будуть: 


А =0 , ГЕ 4ы=о , Гр (22) 


вычитая попарно, найдемъ уравнешя общихь хорд: 
А —А,=0 , АА —4:=0 , 4— 4:=0 


д --А.=0 , 4+4: =0 , 4. 44 =0 


Изъ этихь уравиешй видно, что сл®дуюния обийя хорды пересфкаются 
по три въ одной точеВ: 


А —4=0 , 4 —4:=0 , 4 — Аз =0 
АА: =0 , 4-4: =0 , 4— А =0о 
&--4=0 , 4—4:=0 , 4-4: =0 


{23) 


А; —А=0 , 4-4:=0 , 4+ 4=0 


Полатвя, ‘что иъкоторыя изъ коническихь сЪчевй (22) распадаются = 
линейные множители, з также и [, получим весьма замфчательныя пред- 
ложеня. 

1. Положимъ, что коничесвое офчеше { распадается на два линей- 
ные множителя, то эти множители суть обиыя касательныя къ кониче- 
свимъ офчешниь: 


. Аъ=о , Г4ь=0 


Если при этомъ А,==0 есть прямая, проходящая черезъ пересфченйе 0б- 
щихь васалельныхь, то воническое офчене: 


1 43 =0 
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распадается тавщже нь линейные нножители и представляеть пару пря- 
инхь, проходящихь черезь точку переевченя общихь каеательныхь. Изь 
этого вытеваеть слфдующее предложение; . 
Предложенще. Если черезъ точку пересфченя общихъ касательныхь 
двухъ коническихь сфченй проведемъ, какую-нибудь, пару прямыхь ли- 
и, то обийя хорды каждаго изъ коническихь сЪчешй съэтими прямыми 
пересзкаютсл на одной изъ общих хордъ двухъ коническихь сфчен!й, 


Олъдетейе. Касательныя, проведенных черезъ точки вехрёчи съ с%- 
кущей, пересфкаются на общей хорд коническихь сфченй. 
3. Положимъ, что вез три коничесвя сЪчешя: 


ГАА --0 , ГЕ4ь=0 , ГЕАЬ=о 


распадаючся на линейные множители, въ этомъ случаф, это суть три нма- 
ры касательныхь, образующихь шестиугольник», въ который вписано ко- 
ническое счене {==0, 

Соображаясь съ предъидущимъ предложешежъ, буденъ имфть знаме- 
витую теорему Браншоня. 

Предложене Браншони. Три противуположныя Матонали, описан- 
ваго около коническаго сфчешя шестиугольника, пересфкаютел въ одной 
точЕЖ, 

Если етороны шестиугольника означимь черезъ 1, 2, 3, 4, Б, 6, 10 
прамыя, соединаюния вершины (1,2) ‹ъ (4,5), (2,3) съ (5,6), (3,4) съ 
(6,1) будуть противуположныя датовали, 

3. Если три коничесвя сфчешя имфють общую хорду, то ихъ урав- 
нешя будуть: 


ф=0 , ГЕ44=0 , ГЕ 44, =0 
вычитая два послфдшя, найдем»: 
АКА — А) =0 


Изь этого видимъ, что три остальныя обиуя хорды А:=0, 4з=0, 
А, — Аз==0 пересзкаются въ одной точк®. 

Это свойство можеть быть выражено еще слфдующимъ образомъ. 
Обаця хорды сястемы коническихь сёченй, проходащихъ черезь четыре 
данныя точки, съ доинымь коническимь сфчешекъ, проходящимъ черезъ 
двЗ изъ данныхь точекь, пересфкаются въ одной точи®, 

24% 
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$ 354. Предложене Паскаля. Три точвя пересфченя, противуполож- 
ныхь сторонъ вписаннаго въ коническое с®чеше шестиугольниха, лежать 
на одной прямой линм. 

Доказательство. Пусть ви, ал, @в, @4, @5, а будуть вершины шести- 
угольнива; пусть а, ==0 означаеть уравнене прямой, проходящей черезъ 
вершины а, и а.. 

Такь какъ коническое сфчене описано оголо шестиугольника, 10 
его уравиеше можеть быть написано въ форк® ($ 299); 


ваз. аз — азав ва =0 (24) 


но такъ какъ то же коиическое офчене описано и около четыреугольника 
а аз а и, то его уравнене можеть быть написано и въ форм: 


баз. ав -— пав. бб = 0 {25) 
Такъ какъ эти уравненя должны быть тождественны, то имфеть: 
Ча. 304 — бий. вби == (дз — 9506) 1 бл (26) 


Вторая часть этого уравнен!я разлатается на два множителя, а такЪ кзЕЪ 
первая есть коимческое сфчене, описанное около четыреугольника, коего 
Стороны Суть @1а2, 6304; ава! , лаз, То, очевидно, два множителя второй 
чвети суть Махгонали этого четыреугольника. Но аа, есть магональ, про- 
ходащая черезь вершины и и а, сл®довательно азаз -— въаз есть другая 
дагональ, которая должна соединять точки переефченя сторонъ мази 
аз; за и аз. Изъ формы этой дагонали видно, что она проходить 
и черезъ точку пересфченйя прямыхь аз и аз, слЬдовательно три точки: 


(паз, ца) $ (аби, щаз) по (аа, ба) 


лежать на одной прямой дишиИ: @заз — аа ==0.. 

Подобных предложещя получаемъ относительно тёхъ же шести т0- 
чеЕЪ, если ихъ будемъ брать въ различныхь порядках. Такъ напримфръ, 
коническое сфчее описано около четыреугольника азазазаз, слёхователь- 
но его уравнеше будеть: 


аз . азаз — @заз  @ъав == 0 {27) 
но это выражене должно быть тождественно съ вырзженемъ (24), отвуда: 


баз. ав — а305 . Чз@в == (1 04 — @зав) азаз 
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изъ этого уравнещя слФлуеть, какъ выше, что три точки: 
(аа азаь) у (аз, азоь) у (бб звъав) 


лежать на одной прямой: 


9104 — 0508 


Точно также, приравниван формы (25) и (27) коническаго офчешя, най- 
демъ, что три точки: 


(оцав азаь) + (ав азаь) у (бла › ава) 
лежать на одной прямой лини: 


аз; — 14 =0 
но три прямыя: 


азаз — вщ=0 , в — би =0 , а — ааа =0 


пересфваются въ одной точкВ, слФдовательно три Паскалевы лини, кото- 
рыя получили, взявъ вершины шестиухольника эъ порядЕахъ: 


сазана ; база $ базезавея 


пересфкзются въ одвой точк®— это извзетное предложене ПРтейнера. 


СоотвЪтетвующя предложеня можно получить и относительно пред- 
ложешя Браншоня. . 

$ 355. На основашя предложевя Паскаля, по даннымъ пяти точеамъ 
а, Б,е, @, в, можно построить коническое сфчене, т. е, ножно построить, 
какое угодно число точекъ, которыя будуть находитен нь коническомъ сЪ- 
чен, проходящемъ черезъ пать данныхь точекъ. 

Проведемь черезъ точку а, какую-нибудь, прямую ар; мы можемъ 
поетроить точку [> ВЪ которой прамая аф пересфкаеть еще разъ вониче- 
ское ефчене, сл®довательно, такимъ образомъ, можемъ построить, какое 
утодно число точекъ на коническомь сфчеши. Цо теорен® Паскаля точки 
пересфченя (0$, 46), (5с,еГ), (с@,аГ) лежать нь одной прямой лини, но 
точки (а, 4е) иль 0, (с4, аГ} или р, известны; проведемъ прямую 20, во- 
торая пересфчеть с5 въ точк% у, наковоць прямая 4е пересёчеть а въ 
ТОЧЕЪ { на коническомъ сфченк. 

Примьрь. По даннымъ пяти точкамъ на коническомь сфченш найти ото центръ. 

Рюшеще. Проведемь ар |5е и опредфлимъ точку Х. Отрфзки аГ и 6е будуть 
хорлы, в прямая проходящая чрезь ихъ средины бужеть даметрь. Проведя 26 | 4е 
легко ваЙдемъ, точно также, другой Ламетръ, ® сафдовательно искомый центръ. 
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Уравноше коническаго сфченя отнесеннаго иъ дзумъ касательнымъ п нъ хорд ихъ 
сопрякосяовени. 


$ 356. Мы вихЪли вв 6 800, что если: 


суть уравнея прямыхъ въ нормальной форм®, то уравнене: 

А. = 4%, (28) 
есть коническое сфчен!е, въ которомъ А, -=0, А, ==0 суть касательныя, 
& Аз =0 ихъ хорда соприкосновеня. 

Если: 


ВА, == 4 


есть прямая, проходящая черезъ, какую-нибудь, точку коническато с®че- 
я, которую назовемъ черезъь р и точку (4, 43), то изъ этого уравненя 
и изъ уравневя (28), найдемъ: 


Дате р Аз и 24 = 4 


это суть прямын, соединяющ!я точку № съ точками (4545) и (41.43). 
Два кав!я-нибудь изъ трехъ уравнешй: 


ВА = 4 , 4.=44: , МА, (29) 


опредфляють точку на коническомъ сфченн. 


Легко зидЪть, что уравнене хорды, соединающей точки ии на 
хоническомь сЪчени будеть: 


в, — (ии) А 4 =0 (30) 


Если точи р.’ совпадуть, то уравнеше (30) будеть касательная въ 
ТОЧЕВ Ш 


А, — Зв, 4 =0 (31) 


Обратно, если уравнене прямой, какъ (31) содержить неопредёленный 
коэфищенть р во второй степени, то прямая будеть всегда касаться кови- 
ческато сфченя А, Аз = 4%. 


$ 357. Задача. Найти уравнене поляры данвой точки? 
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Румшеше. Если въ уравненше касательной, проходящей черезъ полюсъ, 
поставимь его координаты, то уравнеше (31) сдфлаетея: 


А - 2445 -- 4: =0 (32) 


тж А, Аъ, А’, суть значення А, Аз, Аз, когда въ нихъ подставимь 
хоорхинаты полюса; но въ точкВ касашя имфемъ: 


45 48 


Ааа 


Г = 
подставляя въ (32), найдемъ: 
АА — ЗА Ау Аз == 0 | (88) 
Если полюеъ будеть данъ пересфчеемъ прямыхь: 
, А = А: ‚ 64: = Аз 
то уравнеше поляры будетъ 
ФА, — За, + 4, ==0 (34) 
-$ 358. Замётимъ, что если нежду уравнеями;: 
А — А: | 4,=0 , А ЗА, + А =0 {35) 
исключимь Д., то найдемъ уравнене:; 
вид = А: 


прямой, соединяющей точку переефчешя касательныхь (35) съ точкою 
(А, 45). Сяёдовательно, если намъ дано произведене ру-=а, те геометри- 
чесвое мфето точни переефчешя касательныхъ (35) будеть прямая лин: 


в.А; = Ао 


Еели въ уравнени хорды (80) подставимъ выЪсто виза, то легко видфть, 
что геометрическое мёсто тажихъ хордъ будеть точка: 


в; | А4=0 ‚ 4з;=0 


Тань какъ уравнеше прямой, соединяющей точку ш. съ точкою (4, 4з), 
есть мА, = Аз, то точки в и — в лежать ив прямой, проходящей че- 
резь точку (41.45). 
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Если уравнен!я двухъ коническихь сфченй, инфющихь общими ка- 
сательными 41==0, А. =0, будуть: 


АА = 4% , АА = 4%, 


то тавъ какь прямая и?А.—А, несодержить Аз и А:, то прамая, сое- 
динающая точку -- в, на одиомъ изъ коническихь ефчевй съ одною изъ 
точекь -Е р на другомъ, проходить черезъ точку (4:43). 

Товорять, что точка -Ни на одномь коническомъ офченш соотвфт- 
ствуетъ прямо точк® |- р на другомъ, и обратно, на другомь точёВ — р. 
Мы будемь называть соотеьтетвенными хордими хорды, соедингющуя 6о- 
отвфтственныя точки. 


Пр. 1. Соотвфтствующя хорды двухъ коническнхь сБчеш первсфкаются на 
одной изъ общихь хордь еъ коничеекимь счешемъ. Въ самомъ дфлф, коничесыя 


сфченя: 
АА: = 45 , Д.А, = АЙ 
иыфють общими хордами пару прямыхь: 


4. —4=0, &4-+4=0 
Но хорды (30): 


вид, — (Аи) АА =0 , ид, Ио =0 
0. 

Если во второжь изъ предъидущихь уравненй неремфанаь знаки при ри, 
то эти хорды пересфвутея на общей хордё 4; + 4. =0. 


Пр. 2. ДвЪ вершины, онисонпато около коническаго сфченая, треутохьника, 
скользить по ханнымь двумь прямымь, найтн геометрическое мфето третей вершины? 


очевидно лересфкаются на общей хордф 4. —- 4. 


Рамиенще. Отнесемъ коническое сфчеше кь двумт, касвтельпымъ, проведенным 
къ коническому сфчению чрезь точиу нерес®ченя лвухъ давныхь прямыхъ, и къ ихь 
хорд еоприкосновеня. Пусть уравнешя данныхь прямыхь будуть 

ад —А=0 , 54-4, =0 
а коническое ефчене: 
АА, = Ай 
Мы выше показали, что дв касательныя, пересфкающияся на прямой «4, -—- А, == 0, 
будуть ныфть произведен щи ==е, слёдовалельно вели одна изъ еторонъ треуголе- 
ника касается коническаго сфчешя въ точь у, то друЧя будуть касалься вЪ 10ч- 


в ъ . 
хахъ ^ к Е и ихъ уравнения будуть: 


4? в Г ь 
мА А+4=0 ‚ м - 444 =0 
поключая р, найдемъ искомое геометрическое ифсто: 
44% 
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Очевидно это есть копическое сфчене, имфющее двойное соприкосновеше съ дан- 
ВЫМЪ, 

Пр, 3. Найти обвертву основав треугольника, вписаннего въ конизеское 
срчеше, коего двф стороны ироходать черезъ двф данных точки? 


Рыщене: Возьмемъ примую, соединлющую данныя дв точки за А», в урав- 
пене коничеекаго сфчензя пусть будеты: 


АьАь = 43, 
пусть прахыя, соединяющая данныя точки съ точкою (4, 4»), будуть 
ад = 4 , ВА == 4, 
"Мы выше показали, это если точки пересфченя какой-нибудь хорды, проходящей 
черезъ точку (#4, — А», 4) суть ми ы”, то означая черезь в вершину треугояь- 
ника, вершины угловъ основашя будуть щи =а, щи’ =, откуда: 


Олфдовательно уравневе основавя будеть: 
954; — ар иА=0 
хорда, которах есть обвертка ($ 356) коническаго сфчензи: 


дл = В д, 


Это коническое сБчеше пиФеть хвойное соирнкосновоше съ прямыми 4, == 0, 
4, =0, в 4, =0 есть хорда соприкосновен!н, 


Пр. 4. Вписать въ данное коническое сЪченйе троугольникъ, вотораго бы три 
стороны проходили черезъ три данных точен? 


Ришеще. Если двф изъ данныхь точекъ возьмемь, пакъ въ предъидущемъ 
примфр®, то уравнене основан:я исвомато треугольника, будеть: 


ад, — (Бр а =0 

Если эта прямая проходить черезъ точку: 

в. —4:=0 , 54, —4,=0 
то дошвны инфть: 

5 —(а-4- бара =0 
`уравнеще, изъ котораго можно опрехфхить №, 
Но въ точкф р инфемъ: 
А: = Аа > 924, = 4 

Слбдовательно ноординаты этой точки дозжны удовлетворить уравненйе: 

96.4, — (а-- бед, Ва, = 0 
Задача, очевидно, имфоть два ФЕшенвя, тькъ вакъ кеждая изь точейъ нересфЧенн, 


предъидущей прямой съ коническимъ ебчещемъ, можеть быть ваята за воршину ис- 
вомаго треугольника. 
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Пр. 5. Найти геометрическое мфето зершины треугольняка, косго освован]е 
касается даниаго коническаго сфченя, вершины при основавти скользать по двумъ 
хасательнымтъ, а стороны проходять черезь двф дашшыя точки? 


Бъшеще. Пусть уравнение коннческато сфчевя будеть: 
4,43 = 4% (86) 
Очевидио координаты 4;, 4;, А; точки пересфченя прямой 4, ==0, съ квкою-нибуль 
васалельною: 


24, — Зи. - = (87) 
будуть пропорщональны количествамь 0, 1, 2, слФдоватежьно уравнене прямой, 
соедипащей эту точку съ точкою данною коордипатамн 4, 4', 4’,, будеть: 

4,4, — 4.4, = (4,4', — 4',4,) (88) 
Точно также уравнене прямой, соециняющей дамную координатами 4", А",, А", 
точБу съ точкою (2, и, 0), которая есть пересфчене прямой 4, =0 съ тою-же ка- 


сательной (37), воть 
2(4;".4, — Ау" 43) = р (4,4, — А," А, {89) 


Исключан у. илъ уравнений (38) и (39), найдемъ искомое геометрическое мфето: 
(АА, — 44.) ("А — А", А,) = 4 (4,4, — А 4ь) ("4 — 4", 43) 
Боторое есть воническое ефчеше, очевидно, проходящее черезь двф данных точки. 


$ 358. Хорда, соединяющая точки р и реш, тд ф есть по- 
стоянный уголь, всегда касаетея коническаго сфчешл, иифющаго двойное 
соприкосновено съ даниныъ. 


Въ самомъ дЪлЪ, уравнеше хорды есть: 
РА — 43 (в ров у) -|- 4, =0 
3 ф-- сов ф = 2 00866 2$ 


и такъ кавъ: 


то обвертка этой хорды ($ 356) есть коническое сёчене; 
Аг Аз = АЗ; совес? 2 ф 


Легко можно показать, что геометрическое мфето точекъ пересЪченя ка- 
сательныхь къ воническому сфченио въ точкахь 1 фр, рсошф, есть: 


А.А = 4 322$ 


Примюрь. Найти теометрическое мфето вершины треугольника, коего основане 
хасается даннато коиическаго сфченя; вертитвы про основан скользятЪ но данному 
коничеекому сфчен!ю, ныфющему двойное соприкосновене съ давнымъ, & стороны 
проходать черезь дв данныя точки? 


Рцене. Пусть данных коничесвыя офченя будуть: 
4.4, = 4% , Д.А, = АЪ совое 2 
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Сяфдовалельно изъ нредъидущаго елфдуеть, что вели, какая-нибудь, пряная касветсл 
втораго коническаго сфчешя ВЪ точкъ р, то она перасвкаеть лервое въ точкахь 
Еф п 605. 

Ееля р’ и р’ суть данных точки, то уравневя сторонъ будуть; 
Рив о-А:—('Ррщо 4, + %=0 
1’. 4-- (ава, =0 
неллючая р, найдемь искомое теометрическое м%ето: 
(4-4) (А — 4) = (4-4) (мА, — 44) 
$ 359. Предложене. Ангармоническое ‘отношен!е свазки, соеданя- 


юзщей четыре данныя точьи на коническомъ сфчеши съ какою-нибуду, 
пятою, есть величина постоянная. 


Доказательство. Пусть данныя четыре точки будуть а, ра, Из, а, 


а пятая в. Пусть уравнене коническаго сфчещя будеть: 


А: Аз = А 
Уравконна прамыхт, еоединяющихь четыре точки съ патою, суть: 
мн А — ры) 4-4. =0 , А — в) 4 4, =0 
фра Ау — (и-- ва) 44-40, ры А, -- (и -Ны) Аь + 4 =0 
эти уравнешя можно написать въ форм: 
фи (№4; — 45) + (43—43) ==0 , ва (А, — 43) + (4 — 43) ==0 
рз (№4, — 43)  (4з— в.43)=0 , (4, — 43) + (43 — 4з) =0 


коихь ангармоническое отношене, есть: 


а, 3 

бы в 
какъ видно величина независящая оть а елфдовательно постозЕная. 
Это предложене было уже доказано выше ($ 281, пред. 3). 


$ 360. Лредложеме. Ангармоничесвое отвошеше ряда точекъ лолу- 
ченныхь пересфчешем» четырехъ даняыхь касательныхь къ коническому 
оЪченшю, кавою-нибудь, пятою есть величина постоянная. 


Доказательство. Пусть уравнеше коническаго сфчевя будеть: 


д.4 =.4% 
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пусть м, из, ва, № будуть точки касани четырехь данныхь касатель- 
ныхЪ, и— пятой. Ангармоническое отношенше четырехь полученныхъ то- 
чекъ ив пятой касательной, очевидно, равно ангаржоническому отношеню 
связки, соединяющей эти точки съ точкою (4;:.4›). Но уравненя этихъ 
прямыхь, кавъ мы видфли ($ 358), суть: 


ды А=А , ПыА-А, , и А=А , А, 


слфдовательно ангарионическое отношене четырехъ точекъ равно ангар- 
моническому отношению этихъ прямыхъ, которое есть: 


Ча, 2 Из 
ом вы 
величина независимая отъ р, слЪфдовательно постоянная. Это предложеше 
было уже доказано выше ($ 231). 
$ 361. Выражен!е: 


неизифняетея, если изивнинъ знаки при |, №а....., слёдовательно, если 
проведемъ черезь точку (А,А») четыре прямых, то антармоническое от- 
ношене четырехь точекъ м, ра, из, из, ВЪ которыхъ эти прямыя пере- 
сЪкають коническое с#чеше, будеть равно ангармоническому отвошелню 
четырехь точекъ —ш, — 2, — Из, — 4, ВЪ ЕОХОрыхь эти прямыя еще 
разь вотрЬчаютьъ коническое сЪчене. 

По той же причин® ангармоничееное отношене четырехь точекъ, на 
одномъ коническомь сфчени, равно аигармоническому отношению четырехь 
соотвфтотвующихь точекъ, на другомъ. 

Ангармокическое отношене четырехь точекь р, ра, Из 4 ие из- 
ифняетея, если р помножимь на 2 ф или на со ф, откуда будемъ нить 
предложеще Товевенда, 

Предложеще. Еели два коническя сфчешя имфютъ двойное сопри- 
косновене, то ангармоническое отношеше точекъ касавя четырех яз- 
сательныхь въ одному изъ нихъ, равно ангармоническому отношению че- 
тырехь точеет, въ которыхь эти касательных встрфчаютъ другое и четы- 
рехь точекъ, въ которыхъ эти касательныя ветрачають еще разъ кони- 
ческое офченще. 


8 362. Предложеще. Если даны трм хорды въ данномъ коническомъ, 
сфчени аа, 9, сс, и четвертая хорда 94, такого свойства, что (абса)=== 
(«с 9,), то она будеть всегда касатьен коническаго ефчен!я, иизющаго 
двойное соприкосновеше съ даввымъ (предложен обратное прехъидущему). 
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Доказательство. Еели положимъ, что а, и сие, В, а означають 
величины м для шести данныхь точекъ, и и р’ суть точки четвертой пе- 
реижнной хорды, то будемъ имфть: 


(ею _ ев) 


@—96-—0 “7 в) 6) 


Ари -- Вь-- О + Р-==0 (0) 
А, В, 0, Б суть извфетныя постоянныя величины. Опредфляя р’ изъ этого 
уравненя и подставляя въ уравнен!е хорды: 


вый: — фр) &=0 


откуда: 


„найдемъ: 
вСВА--р).&4-- Аз (4 (Ар--0) — (Вы--О)} — ААди-Нс)=0 


или; 
в (ВА -- 443) +в {РА + (©— В) 4 —44.} (ФА + 04) =0 


отвуда обвертка этой хорды будетъ ($ 356): 
{2л. + © В — дд 4 (ВА, + 445) (04-- 4) ==0 


уравнеше, которое можно написать въ форм: 


4(86— 40) (и — 43) (ра, -(В--б а Ад = 0 


эта форма показываеть, что это коническое сфчене имфеть двойное с0- 
прикосновене съ данныхъ. 
Въ частномъ случав, когда В=0(, уравненЕ (40) сдфлается: 


Ары’ + Ви) +В=о 
которое показываеть, что хорда: 
ВА, — (Ав) Аз 4. =0 


проходить черезъ постоянную точку. 


$ 363. Уравнене коническаго сфчея!я, отнеееннато къ фокусу, какъ 
началу, коего директриса есть 4,==0, кавъ видфли выше ($ 350) есть: 


я-а 
его можно написать въ форыЪ: 


(е.4, — 2) (#41 - 2) = у? 
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откуда слФдуеть, что: 
еА) —х=0 , ед + ==0 
суть касательных къ коническому сфченно изъ точки (1 А) на дирек- 
триеЪ. 
Если кривая будеть парабола, то е=1, а нотому касательных, иро- 
веденныя изъ какой-нибудь точки но диревтрисЁ, въ параболь, будуть: 


Д—ё#=0о , 4-20 


СлЖдовательно, касательныя съ осью хи директрисой составляютъ гар- 
моннческую связку и такъ какъ изъ ихъ уравненй видно, что он% Футь 
равнодфляшия углы между хи А:, то онф перпендикулярны. Слдова- 
тельно касательных, проведенныя, изъ какой-нибудь точки на директриеь 
къ нараболё, периендякуларны. 


$ 364. Если черезь ф означимъ уголь, который, какой-нибудь ра- 
мусъ векторъ, проведенный черезь фовусъ, составляет съ осью =, то 
очевндно выраженя: 


д=е4: 608ф , у=еА, япф 


удовлетворяють уравнен!е: 
2 уз == 274% 
Если ф; я 4» суть углы, которые рамусы векторы, проведенные изъ фо- 


нуса коническаго сфчешя, къ концамъ данной хорды, образують съ осью 
5, то ея уравнене будеть: 


1 г 1 
6085 (фи 4) Руза ($, - $») = 64, 0085 (Ф — фа) 


Вели данивя хорда перемфщается такъ, что уголь $, —ф. остаетен по- 
стояинымъ, то обвертха этой хорды будете: 


ау РАМ 605 : (и — $) 


очевидно ковичесное сёчене, инёющее двойное соприкосновен!е съ дан- 
чымъ и общую съ нимъ дирехтрису. 


$ 365. Вели уравнеше вкопическаго сзченя будеть: 


2-е а, 
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то касательная нъ вему въ точ д, ==04' зтф,, и == эту, будеть: 
жа уу, = АА, 
тлф А’, сеть Ал. ВЪ которое подставленны координаты (л\,у,). Подставляя 
въ это травкеше вмЪфето ‚у ихъ выраженя, найдемъ: 
. 2008 ф, -- ума, — с. =0 
касательная въ точЕЪ: 


да-=е.4'. 603) , уе 5 фа 
будеть: 
46059 уп р. — с, ==0 


зычитая эти уравненя, найдемъ уравнене: 
1 1 
даты (и -- 91) — 96055 (р, 5 фа) =0 (41) 


которое есть прямая, соединяющая фокусъ съ переефчещемъ касатедьныхь 
въ точкажь (2,9), (2, уз). 
Изъ уравнен!я этой прямой видить, что она составляеть съ осью т, 


1 . В 
уголь з-®, в слёдовательно дфянть пополамъ уголь между радёу- 


сами вевторажи, проведенными къ точкамъ (29), (луз). 


Уравчеше прямой, проведенной изъ’фовуса въ точку пересбчешя 
хорды еопривосновеня съ диревтрисой, очевидно, есть: 


. Т 
гот (© Е 9) Руза ф + е)=0 


сяздовательно перпендикулярна къ прямой (41). 

$ 366. Задача. Найти геометрическое м®сто пересФчев!я касатель- 
выхъ, проведенныхь въ точкахь, въ которыхь радлуеы, проведенкые въ 
фокусъ, соетавляють даниый уголь 28. 


Рьщене. Пусть уравненЁя касачельвыхь будуть: 
205 Кузт о, — в =0 
2608 фз -- уз р, — е4. =0 


опредьлия координаты точекь пересфченя, найдемъ: 


008 5 (Е) эт ИО +9) 
еАт 


=еА, 


ое (а —®) оба — 95) 


384 ГЛАВА УГ. НЗКОТОРЫЯ ЗАМЬЧАТ. СВОЙСТВА КОНИЧ. СЪЧЕНИ, 
если уголь $; — 9: ==28, 10: 


1 „1 
6085 ФН) т 5 (я-а) 
= „ уже 


х=еА 


6088 6085 


исключая изъ этихъ уравневй уголь ф, -- 4», найдемъ искомое геомет- 
рическое м%ето: 


(2? -- 97) 00575 == 074 


кокическое сфчене, имфющее одинъ фокусъ и директриеу съ даннымъ, 


её 
& эксцентриситетъ котораго есть 6085 . 


$ 367. Ангармоничесвля свойства коническихъ сфчен!й, зыраженныя 

предложешями $359 и $ 360, можно доказать еще слдующиму образомъ, 

Фит, 128. Уравнеше коническаго сЪчен!я, описан- 

наго около четыреугольника АВСЛ (фиг. 128), 
коего стороны даны уравнениями: 

А =0, А ==0, Аз==0, А =0 — (42) 


въ нормальной форм, какъ мы видЪфли ($ 299) 
есть: 


АьА, — АА, =0 (43) 


Если координаты, какой-нибудь точки О на коническомь ефчещи подета- 
вимъ въ уравнен!я (42), то А;, Аа, Аз, А. будуть выражать длины пер- 
пендекуляровъ, опущенныхь изъ точки О на прямыя (42); слВдовательно, 
разематривая треугольники В0С, АОФ, АОВ и СОФ, будемъ инфть: 


А В0.00зт ВОС А, 40.20.3140) 
1 В0 р’ 
40. В0.зш АОВ 60.00.1600 
4: АВ 44 бр 


8В0.00.40.00.3в ВОС. в АО ША .5П и 
Ввс.Ар АВ.Ср 
откуда: 
—_ ‚42. В0 


= ав. 0 #4 


Первая часть этого уравненя выражаеть ангармоническое отнонтен?е связки 
(0.АВОХ), а вторая часть остается постоянною, когда точка О скользить 
по ковичееному офченню, что и выражаеть вредаожене $ 359 {$ 231). 
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$ 368, Если 
А = , 4=0 , 4=( у 4 =0 (45) 


будуть уравненя точекъ въ кормальшой форм то: 


4, -—Аь А, (48) 
Фиг. 129. 


булеть уравнеше коническаго с- 
чешя, виисачнаго въ четыреу- 
тольникъ 41 АзА»А, (фиг, 129). 
Уравнене (46) выражаеть, что от- 
ношеше произведеня перпенди- 
зуларовъ, опущенныхь изъ точевъ 
А =0, А. ==0 ва какую-нибудь 
касательную АД въ коническому 
сфчено, къ произведен ю перпен- 
дикуляровь, опущенныхь изъ то- 
ЧекЪ 4:=0, 4, ==0 на туже ка- 
сательную, есть величина постоянвая }. 


Пусть А, В, С, Г будуть точки пересфчен!я данныхъ четырехъ ка- 
сательныхь 41.4, 41.4, А»Аа и 434 съ вакою-небудь пятою АД. Еели 
въ уравневе (46) ветавимъ координаты касательной АХ, то А:, Аз, Ав, Ау 
будуть длины перпендикуляроръ, опущенныхь изъ точек (45) на касз- 
тельную АЛ. Разсматривая треугольники АД. В, ОА,О, ВАС, АА и 
поступая вакъ въ предъидущемь параграф, найдемъ предложеше $ 360, 
что антармоническое отношене четырехь точекь 4, В, С, О первефченя 
кавой-небудь касательной АР съ четырьмя даниыни касательнынн 4, А,’ 
А.А, АзАз, А»А, воть величина постоянная, когда перемфцается ввса- 
тельная АЛ, 


Ангармоничесиы свойстоа конячеснихь сфчен!, 


$ 369. Предложене. Геометрическое мЪето вершины треугольника, 
коего три стороны проходатъ червзъ три данных точки, & друмя дв вер- 
Шины скользять по двумъ даннымь прямымъ, есть коническое сфчеше, 

Доказательство, Пусть данныя точки будуть О\, Оз, Оз (фвг. 130), 
данныя дв прямыя Од и 05. Возьмемъ четыре положешя такого треу- 
тольника: 

Аа, АБ, Асс, Ади 

Изь свойствъ ангармоническихь отношенй имфемъ: 


(0! .дфе) = (01.019) 


АНАЯЕТЕЧНОКАЯ ТВОМИТРТЯ. 5 
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елёдовательно (абса) == (254), откуда (Оз.адеЯ) = (Оз. а’), откуда 
нажонедь: 
о (Озиищин) === (Оззи иаизии) 
Фиг. 130. & изъ этого равенства заключаенъ, 
Что ТОЧКИ Ш, из. из. ма Находатея 
на коническомь сФченши ($ 230). 
Если три’ первые треугольника 
будуть фиксированы, то геометри- 
ческое мфето вершины четвертаго 
будеть коническое сфчене, про- 
ходящее черезь точки 0,, Оз, 
Ч; 3, 8 > 

Этоть сповобъ образованя 
коническаго сЪченя причадлежить Маклореню. Шаль обобщиль предъи- 
дущее предложене, показавъ, что геометрическое мфето вершияь треуголь- 
ника будеть коническое сфчене и въ томъ случа, если сторона аа’ вм$- 
сто того, чтобы проходить чрезъ точку О, будетъ касаться ханнаго ко- 
ническаго сфченя. Въ самомъ дёлЪ, въ четырехь положешяхь стороны 
аа’ будемъ иифть ($ 360): 


(абса) = (#04) 


откуда будеть елфдовать, вакъ выше, предложене Шаля. 

Можно положить, что основане а@’ треугольника скользить по ка- 
хому вибудь коническому сфченшю, проходящему черезь точки Оз и (+, 
Въ самоиъ дЬлЪ, для четырехь положен треугольника имфемъ: 

Фиг. 131. * 
(бе) == (64) 


откуда, дак выше; 
(Оз .абеа) = (Оз. Ф) 


ел довательно: 


{Оз бщинии) = (Оз) 


$ 370. Предложене. Если два данные угла вращаются около своихъ 
вершинъ (\ и 0, такь, что двФ ихъ стороны пересфкаются на данной 
прямой, то геометрическое ифсто пересвчевя двухъ другихъ сторонъ 6у- 
деть коническое сфченю. 

Доказательство. Возьмемъ (фиг. 131) четыре положеня угловъ Оч 
в а0м, “Ом к О, Оу и в’Орир, а"Орь в а"Орь. 
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'Изъ свойствь ангарионическихь отноненй иифемъ: 


(О. аа’а’а") == (Оз аа’о"а”") 
30; 
(О! -ва’а’а") == (Орищяния) в (О.в а’а’а") == (Оз инив) 
откуда: 
(Оу) == (Оз и ини) 
& это показываеть, что точки и, м, 4), находятся на коническомь сф- 
чени. 

Этотъ способъ образовавя коническихь сфчей принадлежить Нью- 
тону. Шаль показаль, Что если точки аа’, а’, а”, лежать не на одной 
прямой, а на коническомъ сфчени, проходящем черезъ точки О и 0, 
то геометрическое мфсто точекь и, ,..... будеть также коническое 
сфчене. И въ самомъ дфлЬ, вь этомъ случа имфемъ; 


(Олваага") = (0у-ааазов) | 


$ 371. Свойство ангармоническаго отномешя дветь возиожность до- 
казать предложенще Паскаля ($ 354) слёлующиягь образомъ. 

Доказательство. Пусть АВОРЕЕ (фиг.132) Фит. 132. 
будеть вписанный въ коническое ефчен® шести- 
угольникъ, коего вершины суть 4, В, С, 2, 
Е, Е, а противуположныя стороны АЕ и РЕ, 
ЕС и ЕЁ, СР и АЕ. 

Изь ангарионическаго свойства вониче- 
скаго сфченя нифемъ: 


(Е.СРЕЕ=(А.СОЕВ 


Если теперь разсмотримь отр®зки, которые связка (Е.СРЕВ) длаеть на 
сторон% ОВ, ‘а связка (А.ОРЕВ) на сторон® СП, то: 


(свив=(Ср^8) 


Если изъ точки 0 пересфчешя сторонъ АЕ и ДЕ проведемъ прямыя въ 
этимъ точкамъ, то найдемъ: 


(0. (ВМВ) = (0.СРМЗ) 


Эти двф связки инфють общими лучи: СО, РЕ, АВ, слЪдоватедьно ОМ 
и ОМ должны составлять одну прямую лин, но М, 0, М суть точки пе- 
ресфчешя противуположныхь сторонъ шестиугольника, 

25* 
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8 372. Предложене. Радъ точекъ, полученный пересфченемъ связки 
хоническихь сфченй, проходящихь черезь четыре данныя точки, какою- 
нибудь прямою, есть инволющонный ($ 346). 


Доказательство. Пусть Г=0, д=0 будуть два кокическя сфченя, 
система копическихь сЪченй, проходящихь черезь четыре точки перес%- 
ченшя этихъ двухъ ковическихь сфченй, выражается уравнешемъ;: 


М =0 


Если сфкущую возьмемъ за ось х и положимъ въ предъидущихь 
трехъ уравненяхь у==0, то он№ сдфлаютея: 


во? - Зах -Раа=0 , ии =0 {ат) 
пай Зое А бый ве) =0 (48) 


Это послёднее уравнене даеть точки переефченя системы ковическихъ 
сфченй еь осью х. Но эти точви съ точками (47) составляютъ инволю- 
щонный рядъ ($ 178). Въ числЬ лучей связки считаются дв нары про- 
тивуположныхь сторонъ и пара дагоналей четыреугольние, коего вер- 
шины суть данныя четыре точки. 


$ 873. Если кокичесвя сЪченя даны въ линейныхь координатахъь, 
то будемь инфть сяфдующее, взаимное предъидущему, предложен!е. 


Предложенще. Пары касательных, проведенныхъ, черезъ какую-нибудь 
точку, къ системь воническихь сЪченй, имзющихь четыре оби]я каоа- 
тельныя составляют инволюцонную связку. 


Доказательство. Это предложене можно доказать, какъ и предъиду- 
щее. 

о Пр. 1. Есам-около одного четыреутольнива описаны три коничесвя сфченя, 
то общая касательная къ двумъ изъ пихъ пересфвается третьимъ гармоничесви, ло- 
тому что точки касвшя суть фокусы инволющониаго рада, 

Пр. 2. Если черезь переефчеше общихь хордъ двухь коничесвихь сбченй 
яроведемъ касалельную въ одному изъ нихъ, 10 она пересфкается другинъ гаркови- 
чески. . 

Пр. 3. Построить коннческое сЪчене, проходящее черезъ четыре данныя точки 
и касающееся данной ирамой? Точка касатя доджна быть фокусомъ инволющюн- 
вой системы, сяфдовелельно задача имфеть два рёшеня, 


$ 374. Предложеще. Система, коническихь сфчей, иизющихь общй 
полярный треугольникь, переефкается, вакою-нибудь прамою, проходящею 
черезь озву изъ ого вершинъ, въ точкахь образующихь инволющонный 
рядъ. 
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Доказательство. По свойству полярнаго треугольника, прямая про- 
ходящая черезъ его вершину, пересЪкаеть каждое изъ конических сЪ- 
ченй системы Въ точкахъ, воторыл суть сопряженно-гармоничесвя съ 
вершиною и точкою пересфчешя прямой съ противулежащей стороной 
полярнаго треугольника, сел довательно каждая пара точекъ на коничес- 
кихь сфченяхъ системы, гармонична съ одной и той-же парой, а потому 
он» образують инволющюнный радъ, коего двойныя точки суть вершины 
и точка пересФчешя прямой съ противулежащей стороной. 


Предложене. Если черезъ, кахую-нибудь, точку на сторон общаго 
полярнаго ‘треугольника системы коническихь офченй, проходлщихь че- 
резъ четыре данныя точки, проведемъ пару касательныхь къ каждому изъ 
коничесвихь сЪченй системы, то окЪ образують ичволюцюнную связиу, 
коей двойные лучи суть: взятая сторона общато полярнаго треугольника, 
и прямая, проходящая черезь взятую нё ней точку и ея полюсъ, т. е. 
противулежащую вершину полярнаго треугольника (предложев!е взаимное 
предъидущему). 

Доказалельство основано па свойств полярнаго треугольника ($ 212). 


Фокусы поническихь сфчемй, 


$ 375. Выше мы видфли ($ 350) изь уравнешя коническаго сфченвя 
отнесеннаго къ фокусу жакъ началу, выражающаго основное свойство фо- 

куса и директрисы: 
аи еА (43) 


что коничеевое сфчене можно разсматривать, кавъ виисанное въ четы- 
реутольникъ, коего стороны пересфкаются въ двухъ циклическихь безво- 
нечно удаленныхь точках, въ двухъ дЪйствительныхь и вЪ двухъ мни- 
мыхь фокусать. 

Ризсмотримь ближе характерь и евойства этихъ замфчательныхь 
точекъ: 

Пусть: 

пои [1 =0 (50) 

будуть два коничесня сфчевя въ динейныхь коордикатахъ, 


Уравнеше: | 
РА АГ =0 . (51) 


будеть представлять систему ковическихь сёченй, инфющихъ четыре об- 
пя васательныя съ двума коническики в5чешями. Между коническиии 
сВчешями системы (51) ееть тря пары точекъ, прянадлежащихь этой си- 
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отемф въ качестя® коническихъ офченй. Если предположимъ, что одна изъ 
этих паръ есть пара цикличесвихь точекъ, то (51) будеть система, вони- 
ческихъ сФченй, въ которой въ качеств® коническихь сфченй будеть и 
пара циклическихь точекъ, 

Такъ какь въ систем® (51) можно, вмфото ковическихь сфченй (49), 
выбрать какую-угодно пару другихъ изъ системы, в пы предположили, 
что въ систем (51) находятся и пара циклическихь точекъ, то выфето 
Р1=0 можежъ взять цикличесвя точки: $2 -|- 42 =0. Въ силу этого сис- 
тема (51) приметь форму: 


Ре =0 452) 


изъ которой ясно видно, что между коническиим сбчешями (51) нахо- 
дитея и изра циклическихь точекъ, именно, когда \ == со. Если з& коор- 
динатныя оси возьмемъ оси а и В коническаго сфчешя {’=0, то оно 
приметь форму: 

ра —1==0 (63) 


слфдовательно уразнен! (52) преобразуется въ сдфдующее: 
а —1— (19) =0 
(В —Лт—1=0 (54) 


Яли: 


Чтобы опредфлить друШя дв пары точекъ въ системф кокяческихь с%- 
ченйй (54), необходимо опредёлить ^ изъ уравнения ($ 337): 


@#—, 0 ’:о 
о А, о — м —)=0 (55) 
10 0,1 


откуда: 


Подетавляя эти зваченя въ уравнене (54), найдемъ: 
2—8 =1 (56) 
(6 — а) 41 ==1 (57) 
Это суть уравмешя оствльныхь двух парь точекъ: 


Ия——1=0 , ИЯ я.1—1=0 (58) 
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если @_>6, то первая пара будеть дВйствительная, а вторая мниизя. 
Координаты этихъ точекъ, очевидио, суть ($ 64): 


«==уИя— в ‚ 2=0 


59. 
у=0 ‚ужи м 


Первая пара представляеть тф точки, которыя мы назвали фокусами ко- 
вическихь сфченй, а вторая представляеть мнимые фокусы. 


$ 376. Такъ какъ выраженя (59) не зависять оть А, то изъ этого 
заключаемь, что система коничесвихь сФчен!й: 


[и ОИ (60) 


или въ декартовой систем» ($ 214): 


(61) 


2? 
АА 


иметь общ/е фокусы; таыя коническя офченя называются софокусными 
(сопбосаез). Эти обще фокусы принадлежать основному коническому с%- 
чешю {'==0. 

$ 377. Изъ уравневй софокусныхь коническихь сЪченй: 


2? у 2 
ВИНТ, еее = 9 


зытекають слёдующ/я предложеня: 


Предложене 1. Черезъ каждую точку на плоскости веегда проходять 
да изь систены софовуеныхъ коническихъ офченй. 


Доказательство. Пусть данная система будетъ: 


(68) 


д 
@—А + я 
& данная точка (л\у,). Подетавляя коорданаты точей {хиу) въ это урав- 
нене, найлемъ: , 
= 
ат и—т=! 
откуда: 
(ау) — (в) =0 (64) 


Изъ этого уравнешя видимъ, что \ имфеть всегда два дЪйствительныя 
значеня, которыя будучи подставлены въ первое изъ уравнешй (62) да- 
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дуть два софовусныя ноничесыя сФчевя, проходяния черезъ данную точеу 
{лу\). Если въ уравнени (64) положимъ послфдовательно ==: а, А == 
в \==— ©, то результаты этихь подотановленй будуть: 


2—9), 96—99), | 


если в>5, то будемь имфть рядь знаковь -|- — --, слФдовательно одинъ 
изъ корней заключается между а? и $7, а другой, очевидно, между 
в — <>. Отвуда, замфчал, что уравнене (63) будетъ предетавлять: 


эЭллипсъ, если \<И 
типерболу, если >> 
мнимый эллицеь, если << 


видимъ, что черезъ каждую дЬйствительную точку на плоскости проходить 
всегда два коническя сЪчен!я: эллипеь и гипербола, принадлежан!я одной 
системВ софокусвыхь коническихь съчезй. 


Фиг. 133. Предложсенще. Показать, что 
#` " два софовуеных воничесвя ефче- 
я, проходящ]я черезъ данную 
точву (ту!) на плоскости, пере- 
сфваются подъ праиымъ угломь? 
Доказательство. Въ самом 
и ДЪлЬ, пусть М,» будуть корки 
уравненйя (64), то травнешя: 


28 у ЗИ 
аи Ни" › ии тыь=! 
будуть предетавлять одно эллипеъ, а другое гиперболу. 
Въ точк® (лу) кавательныя къ нимъ будуть: 
СЯ У — 2 У 
як + Я-ИИЕ › Рик =! (5) 


откуда, вычитая, найдемъ, отбрасывая множитель Х, — №: 


2 + РЕ —_ 
С ОУ И 


0 


а это есть уелоше периендикулярностя прямыхь (65). 
На чертежь видно (фиг. 133) положен!е этихь двухъ кривыхъ. 
Предложете 8. Къ каждой прямой на плоскости касаетея одно изъ 
системы софокуспыхь воническихь сфченй, 
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Доказательство. Пусть данная система будетъ: 
ф-т =1 (66) 
з данизя прямая (3%). Если коническое сфчене (66) касвется прямой 
(у), то инфомы: 
9—1 
откуда для \ имфемъ одно только значеше, а слФховательно и одно ко- 
ническое сЪчеше изъ системы {66} касается прямой (#11). 


Предложеше 8. Въ системВ софокусныхь коничесвихь съчешй не 
существуеть ки одного, которое бы распадалось на пару пряныхь лин. 


Доказательство. Это легко видфть изъ формы уравнены: (63). 

Предложенме 4. Въ систем софокусныхь коническихь сфченй су- 
ществують три коничесв!я сфчея распадающуяся на пару точекъ: пара 
циклическихь точекъ, пара дйствительныхь и пара мнимыхь фокусовъ. 

Доказательство. Это было показано выше. 

Предложене 5. ВеЪ софовкусныя коничесыя сЪчешя имфють общя 
оси, воторыя съ безконечно - удаленною прамою образуютъ поларный, 0б- 
щй всей системЪ, треугольникъ. 

Доказательство. Это очевидно ($ 338). 

$ 378, Эллииитическя координатм, Свойства софокусныхъ коническихь, 
сВченй даютъ систему координать, съ помощью которой опред®ляется по- 
ложене точви ина плоскости пересфченемъ двухъь софокусныхь вониче- 
скихь сфченй. Эти координаты называють элииническили. 

Пусть: 

2 2 

о =1 

@ #: 
будеть уравнене коническаго сфчены. Пусть ето фокусное разетояще бу- 
деть с, то оно можеть быть нашисано въ фориЪ: 


` п _ 
а? 8 — 


1 


Изыфняя 4 получимъ систему софокусныхь ноническихь ефчешй, нёъ ко- 
торыхъ два будуть проходить черезь каждую изъ точекь на плоскости, 
Найдемъ то изъ нихъ, которое проходить черезъ точку (лу). Коорди- 
наты этой точки доджны удовлетворять уравнен!е; 


394 ТЛАНА ХХП.— ГЕОМЕТР. ЗНАЯ, ИНВАРТАН СИСТЕМЫ КОНИЧ. СЪЧЕНИЙ, 


или: 


а уда сми, = 0 7) 


Точно такое же уравнеше нолучимь, если пожелаемъ опредфлить ось $, 
именно: 


» 


и у — а == (68) 


Если назовемъ корви уравнея (67) черезъ и, аз, ® корки уравненя 
(68) черезъ &, 6., то найдемъ: 


аа = 6 у В, == — 699 
откуда: 
А 
1 с у 1 Е] 
или: 
2 02 2 а, 
2% = ао ‚п о 
—в Ра 


Такимь образомъ выражаются координаты Декарта въ функ осей двухъ, 
софокуеныхъ, воническихъ сфченй, пересзкающихея подь прямынъ углом. 
Это и суть эллиптичесвн коордиЕаты. 


ГЛАВА ХХИ. 
Геометрическое значене инваргантовъ системы коническихь сфченй. 


$ 379. Еели коничестя офченя: 
150, #=0` @) 


преобразуемъ къ другимъ координатамь декартовымъ или трилинейныиъ, 
то если [м Д сдаются Фи Ф\, уравненше {— АД == 0, очевидно, едфлается 
$—1Ф, -=0. Изь этого ельдуеть, что значеня \, для которыхы 


{— М =0 (2) 


распадается на пару прямыхь лия, должно остаться неизиЪинымЪ иЪ 
хакимь бы координатемь не были отвесены коничесвя сфчени [==0 и 
‚=. Слфдовательно отношене между двушя, какини-нибудь, корняии 
кубическаго уравневя ($ 344, 46); 


д—9--ф—А=о | (8) 
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неизиЪняется, если перейдемъ отъ одной системы координать къ другой, 
Въ силу этого свойства Д, 9; Д;, @ названы инвамантами. Легко про- 
вфрять, что если въ [и Й подотавимъ выЪето 2, у, е выражены: 


=аа Нам Раз ‚, у-ва Ва, вт -Етьеь + ааа 


то выражешя 2, 9; Дь, @ для преобравовавныхь Ги д равны прежнимъ 
умноженнымь на квадрать опредЪлителя: 


Поэтому, если два коническ1я сфчешя, будучи преобразованы къ другой 
систем® координать, получають простёйшую форму и въ этой простёйшей 
форм® вычиелимъ выраженя Л, ©; Л., @ и найдемъ, что между ними 
существуеть однородная зависимость, то эта зависимость будеть суще- 
ствовать, между тЪии же выражешяяи, какая бы ни была выбрана коор- 
динатная система. 

Такимъ образомъ можемъ выразить въ фунещи этахъ четырехъ ко“ 
личеетвь вс т зависимости между ковическими сЪчеынии, Еоторыя не 
зависять оть координатной системы, къ которой окф отнесены. Тавово 
напринфръ услове (19) 8 351, что два коничесыя сфчешя касаются. По- 
ченииъ выше сказанное примфрами. 


$ 380. Если въ коническомъ офчени: 
м=о 4) 
Ё распадается на нару прямыхь лиШй д = А. Аа, то: 
{1—4 4 =0 (5) 


есть коническое сфчеше, проходящее черезъ точки пересфчешя {=0 съ 
прамыми 4,=0, 4, =0. При этомъ услови Л,=0; посмотримъ значене 
низарантовь @и 01? 

Для этого возьмемъ прямыя 41==0 и 4.==0 за координатныя оби, 
тогда уравнеше (5) сдфлается: 


[№ =0 (6) 


Въ силу свойетва инварантовъ, найденная между ннин зависимость для 
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формы (6) будеть оставаться и вообще. Призначную (Фвсгшипат) формы 
(6) вайдемъ, паписавъ въ призначной Л, значене а.— № выфето ва, 
что даеть: 

ДА — 2 (взазз — @рбз) Х — аз? (т) 


Если азз==0, то точка (л,у} находится на кривой /=0. Если @1з0аз —— 

— аз =0, то прямыя хи у суть сопряженныя поляры относительно 

воническато сфченя Ё=0. Олфдовательно, если /==0 есть пара прямыхь 

дин, 10 Д1==0, а ©:==0 даеть услоше, что точка переефченя прямыхь 

лин &==0, у==0 находится на Г=0, и ваконепь 9==0 есть услове, 

что дв® прямыя суть сопряженных нолары воническаго сёчешя /==0. 
Есам уравнене: 


9 —Ф-А=о (8) 


есть нолный квадрать, то: 
ф=4® А 


это есть услове, что одна изъ прямыхь /.==0 касается коническаго сфче- 
вя {==0. Въ выбранномь примбрё легко найдеме: 


9: — 40, А = (бло — в) (апав — вв) 


$ 381. Задача. Найти уравиен® пары касательныхь лиый въ точ- 
хакь пересфчешя прямой: 
ба Зы Е а ==0 
съ воническимь свчешемъ [== 0? 
Риицене. Если въ уравневи (5} положимь: 


р (9) 
то оно сдфлается: 


[Фа Ра Е Ба 0 (10) 


п предотавляеть, очевидно, систему копичесвихь сЖчент, инфющихъЪ двой- 
ное соприкословене съ хоняческимъ сёчешемь /==0, коихъ общая хор- 
да соприкосновевя будеть 4; ==0 ($ 347, фиг. 125). Вся система имфеть 
обшуя касательных въ точкахь пересфчешя А; ==0 п {==0. 

Легко видьть, что въ этомъ случаЪ ве только Л, ==0, но и $ =0 
$ 333, 32), а О будеты 


Яр =, -- А, До РАН = ЗА + ЗА 
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при тавомъ услоши два корня уравнешя ($ 836, 7) равны нулю, & трей 


дается уравнешемъ: 
9.\— А==0 или ГАД 


подставляя 910 значеше ›\ въ уравяене (10) вайдемъ искомое уравнение: 
р.Р== Аб Ра (1) 


Если прямая 6 вх. | Ылз ==0 касается коническаго сЗчешя {== 0, 
то пара касательныхь совпадаеть съ этой прямой, и услове для этого, 
какъ намъ извфстно, есть {}’==0. Если и { разбивается на линейные иво- 
жители, то Д=0 и уравнеше (11} будеть /=0, какъ и слфдуетъ. 

$ 382. Раземотримъ геометрическое значеше @ = 0. 

Возьнемъ за координатный треугольннъ одинф изъ полярныхъ тре- 
угольниковъ относительно коническаго свчешя /==0. Его уравнене бу- 


деть: , 
219, -- азаайь - ада; == 0 (12) 


слфдовательно дз ==0, из ==0 и а: =0. При этихъ значешяхь: 

9 = взаззви | аззбитвыз -- би баз (13) 
и обращается въ нуль при В: ==0, В, 0, 6: =0, т, е. когда коническое 
ефчене { =0, отнесенное къ тому же поляриому треугольнику, будетъ 
иифть форну: 


т 


СлВдовательно @ тогда равно нулю, когда какой-нибудь треугольник, 
вписанный въ коническое сфчене д =0, есть полярный относительно 5о- 
ническаго сфчевшя [==0. 


Если за координатный треугольнииъ возьмемъ какой-нибудь полар- 


ный, относительно коническаго сфчешя /=0, то 813 ==0, 5: ==0, бь==0, 
сл довательно: 


9 = Ани - Язва -- Аззбз (14) 
зыражене, хоторое обратится въ нуль при: 
Ан =0, Аз =0, Аз =0 


но это суть условя, при которыхъ коническое сВчене /=0 вписано зъ 
координатный треугольникъ, слфдовательно @ равно нулю и вЪ томъ сду- 
за, если треугольникъ, описаниый около коничесваго сфчешя {== 0, есть 
нолярный относительно Д ==0. 
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Точно тавже можно показать, что 0; =0 есть услове возможности 
вписать въ {==0 треугольникъ, который бы быль полярнымъ для й ==0, 
или описать около /==0 треугольникъ, который бы быль полаярнымъ 
А =0. Еели одно изъ этихь предложешй возможно, то возможно и другое, 


Лара коническихь сЪченй, связанныхь условемъ 9 ==0, иметь 
еще другое слВлующее свойство. Если точку перес®ченя прямыхъ, соеди- 
няющихь вершины какого-нибудь треугольника съ соотвётственными вер- 
шинами его полярваго треугольника относительно коническаго сфченшя, 
назовемь полюсомъ этого треугольника относительно коническаго сфче- 
м, & прямую, еоединяющую точки пересфчешя соотвЫтетвенныхь сторон 
треутольниковъ, назовемъ ихъ оеью, то уелоше @==0 повазываеть, что 
полюсъ относительно коническаго сБченя Г==0 находится ва / ==0; 
и что оеь, отяосительно воническаго сВчешя / ==0, какого-нибудь они- 
саниаго около {==0 треугольника, васвется коняческаго сфченя {==0, 
Вь самомъ дл, исключая 21, 2, 23 ИЗЪ каждых двухъ паръ уравнен; 


дада 0, ааа -Разьла- Рава -= 0, онзал-Наззть-Раззль ==0 


получинмъ: 


(вубиз — @1 1433) 2 == (изба — @рз1з) 2з = (заза — @430а) 28 


уравнешя прямыхъ, соединяющихь вершины треугольника я, =0, 22 ==0, 
2; =0 съ соотвфтетвенными вершинами его полярнаго, относительно во- 
ническаго сфченя /=0. Эти уравнешя можно напиеать въ форн%: 


Аза == Ас = Ат 
коордиваты полюса треугольника будуть: 


1 1 1 


а 5 
Ян: @5) 


Подставляя эти величины въ д ==0, въ которомь полагаемъ $: =0, 
$: =0, 6:3 =0, получимъ: 


2 Азов -- ЗА з + 249, =9 


Точно тавже можно доказать и вторую часть предложен!я, 


(16) 


Пр. 1. Если даны два пожярные треугольника отпоснтельно хоническато с%- 
чешя /:-=0, то можно описаль одно коничоское сфчене, проходящее черезъ шесть 
зершинъ данныхь треугольниковь, а другое касающееся шести ихъ сторонъ. 

Доказательство. Ошищемь коническое сфчеше чрезь три вершины одного 
треутольника и черезъ лвЪ друтаго, коего стороны пусть будуть 21=0, 2; = 0, % = 0. 
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Такъ какъ искомое коничесное сфчене описано около перраго треугольника, то 
9 =О жи в, в: + 2: =0 ($ 346 пр. 3), но оно проходить и чрезъ двф веритны 
втораго треугольника, слфдовательно а, =0, ам з=0, откуда и аз =0, т.е, копи- 
ческое сфчеше проходить и черезъ шестую вершину. Вторая часть этого предложеня 
доназывается точно также. 

Пр. 9. Квадрать касательной, проведенной изъ центра коническаго сфчейя 
къ кругу описанному около полярнаго треугольника, есть величина постоянная. 

Доказательство. Это саЪдуеть изъ пр. 5. $ 346, гдЪ 9 =0 или; 

маты 

$ 388. Если имЪфемь два произвольно взятыя коничесыя сфченя, 
то вообще нельзя внисать въ одно изъ нихъ треугольнивъ, который бы 
быль описачъ около другаго, но можно построить безчисленное множество 
такихъ треугольниковъ, если коэфищенты данныхь дзухь коническихь 
свченй связаны язкоторымъ уеловшемь, которое мы и разыщежь. Подо- 
жимъ, что такой треугольнивЪъ построень, возьмемъ его за коордикатный, 
то уравнешя коническихь сфченй будуть: 


фе Не -- 23 — Зи 2 4 дара = 0 
пая -- Изтьтз Е Овиьеу ==0 


(17) 


ихъ инваранты будуть: 
д -=—4 9=46, |6, 3, 9 (6,3 НИз- 63%, А, = 26 39а 


выражевя, которых, очевидно связаны уравнешемъ: 


ле (8) 


Это уравнене составлено изь инварантовь, а слВдовательно неизи®- 
няется преобразоващемъ координать и въ какой бы форм ви были даны 
воническя сфченя, услове (18) должно оставаться, когда коническя с%- 
ченшя праобразуются въ форму (17). Обратно, легко показать, что если усло- 
ве (18) существуеть, то треугольникъ описанный около {` =`0 и котораго 
дв вершины находатся на / =0, то и третяя вериина будетъ ка этомъ 
вокическомь сфчени. 

Пр. 1. Найти так!е два круга, чтобы треугольник, влясанный въ одинъ изъ 
нихъ, быль бы описанъ около другато? 

Ришеще Пусть 92—97 — 23, -=Ё, то услоше (ем. пр. 3. $ 346); 
яды бат) -о и @ м, 

ат ат, 


Этю извфстное выражен Эйлера длн разстояшая между ценхражи круга описанняго . 
и одного изъ кругов касающагося трехъ сторонъ треугольника, 
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Пр. 2. Найти услор1е при которомъ бы стороны треугольника, виисаннаго въ 
коническое сфчеше А =0, касались коническихь сфченЁй: 


РМ =о , Гао , РЕЙ =о 
Пусть 
фа ра, + 2, —2 (1 увы) да —2 (1 уаз) ль — 21 Хан) лил = 0 
В алии - Заьлыя, -- азот, ==0 
очевидно, коническое сбчеше /--А/==0 касается сторонъ треутольнива =, =0, 
2, =0, 2: =0, Но мы имфомъ: 


А=-@- № | ва - уд.) — Эру баба 
9=2 (в + а ав) @ + № + вал -- зв) + 2аваназь (ру УХ иА) 


9, = — (ал аа в ЗО и) алаьаь , Да = Зававая 
откуда: 
{9— мовою) = о (+ № ву} 


$ 384. ВЪ $ 208 и $ 221 мы нашли уравненя касательныхь, про- 
зоденныхь изъ данной точьи въ коничесвому сфченю, и двухъ точевъ пе- 
ресфчен!я данной прямой съ коническимь сфчешемъ. Эти уравнешя суть: 


РЕ—@=0 и ТИ М*=0 19) 


хакъ видно изь значений Р, В, 9; Г, М, М, развернуть ихъ, относительно 
неремфнныхъ, весьиа трудно, но ихъ можно получить въ развернутой фори® 
сяБдующимь образомъ, 

Замфтимъ сначала, что’ уравнене коническаго сфченя: 


= виа Нааей, азиат, | Заза + Зала ==0 (20) 
р ААА РА ОА Роль -ЕОАВЬЬ == 0 (21) 


первое выражаеть, что точка данная координатами (21244.) лежитъь ва 
воническомъ сфченш, а второе, что прямая данная координатами (.2::) 
касается коническаго сфчетшя. 


и 


Задача 1. Найти уравнеше касахельныхь проведенных къ кониче- 
скому сЪченю (20) изъ даниой точки? 


Рьшене. Возьмемъ уравнеше прямой проходащей черезъ точки (у узуз) 
и (я25#з) ($ 74): 
я 922 
и ши =0 (22) 


я й & 
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ея координаты будуть (8 187): 
& — уз — 9 , Буа, Ву - А (23) 
Если прямая (22) касаетея коническаго сфченя (20}, то ея воорди- 
наты (23) должны удовлетворять уравненю (21), что даеть: 


Аа — Уве) -- Аза (узи, — уг)... == 0 (24) 


или разлагая вторую часть относительно 2 и замфщая 2 черезь х, най- 
демъ уравнене: ы 


(Фолузь-- Аазу — 2Азвузиь) ти 
+ Флуь - ау — Ау уз) 2 
3 бул - Алу — Ау) 2 Е 
4 2 (Аз уз Г Азузуз — Аззлуз — Ану) ль 
+2 (Али + Алу — Ану — Ау) аль + 
4 2 (Фзууз -- Ау уь — Ану: — Ава) риа == 0 


Если фиксируемъ точву (уд 2уз), а 21,21, 2 сдфлаемъ перем®нными, 
удовлетворяющими уравневе (25), то это уравнене будетъ выражать, что 
прямая, проходящая черезъ точки (у. ууз) и (льтьхз), касается коническаго 
еЪченя (20). Но какъ это уравнеше относительно 21, 2,2з второй сте- 
пени, то оно и предетавяяеть исномыя касательных м легко убфдитьсл, 
что критейумъ Л ==0 удовлетворяетел. 

Задача 2. Найти уравнене точекъ пересфчен!я данной прямой еъ 
коничесвимъ сЪчещемъ (20) 

Рьшене. Возьмемъ уравнеше точки пересфчешя двухъ прямыхъ 
(диета) и (43) ($ 187, 15): 


{25) 


аьы 
пъ\ | =о0 (26) 
асы | 


координаты этой точки будуть ($ 187): 
У — 0 , Иа, = — 6 (27) 


Если эта точка лежить на коническомъ сЪчени (20), то ея координаты 
должны удовлетворять уравнен!ю (20), что даетъ: 


“а биба — аб)" - ао Су чи... = 0 (28) 
АБАХИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЬЯ, 26 
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разлатая по & и звыфная & чрезь & найдемъ, очевидно, уравнен/е подобное 
уравнению (25), въ котором А, у, х замЪнены чрезь ик, 1, 6. 

Если въ уравневи (28) фиксируемь т, а & будемъ изиЪфнать такъ 
что Н,,Ё удовлетворять это уравнене, то это будетъ представлять вра- 
щающуюся прямую около точки на воническомь сфчени, & такЪ каПЪ оно 
второй стешени, то и будетъ предетавлять двЪ точки переефченя прямой 
(Чичьтз) съ коничеекимъ сфчешемъ. Нзъ этого сяфлуеть, что уравненя (25) 
(28) суть ничто иное вакъ уравнешя (19} въ развернутой фори®. 

Слфлавъ эти преобразованйя уравненй (19) можно легко рёшить слё- 
дуюлия дв® задачи, 

Задача 3. Найти геометрическое м%сто точекъ, касательныя прове- 
денныя изъ которыхъ въ двумъ даннымь воническиме офчешямъ, состав- 
ляли-бы гармоническую свазву? 


Рьшенще. Пусть данныя два коническихь сфченя будуть: 


= ви -- ао | дах, -- Зоя + Зуи - Заза: == 0 


(29) 
Ебля - бе Е базе - 2 здль -- 2влзанть | Эбать ль == 0 


ихъ взаиныя: 


Г = АА, | 45 Аи ь РА ва ЗАВ = 0 
(30) 
д’ == В Е Вы, + Ваз | Вы Е Вана -- 2Выб ==0 


Если гармоническую связку переефчемъ какою - нибудь прямою, то полу- 
чниъ четыре гармоническя точки ($ 93). СдЪлаемъ въ уравнени (25) и 
въ уравнени полученномъ изъ (25), измфняя А;р на Вуь, лз==0, то най- 
демь две слфдующия уравненя четырехь точевь пересфчен!я стороны хз 
координатнало треугольника съ четырьмя касательными, проведенными къ 
воническимь сфчешямъ (29) изъ точки (улузуз): 


(Аозубь -- Аззуз, — 2 Аозулу) 29, —- (Алу -- Азуй — 2.Азунув) 2% 
„ + 2 (Фозлуз 4 Азуруз — Чый у — Ду) дир ==0 в 
(Вузуь -- Выу\ — 2 Вазунув) 29, -- (Виз -- Вззу? — 2Взулув) 22, 


+ 2 (Вуз -- Взуа — Вззууе — Вузу?) зла == 0 


Еели четыре точви представляемыя этими двумя уравнетяни будуть тар- 
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моническя, то услове (26) $ 177 должно быть удовлетворено, -т. е. должны 
имЁтЬ! 


(Ча -|- Аззу", — 2.Азвузу) (Виуз + Ву у — 2Вузууз) 
+ (Въ Ву — 2Возузуь) (Алу? Аззу — Ау) == (32) 
= (Ау уз Алзузуз— Аззу уз — 413923) Въууз-- Визузуз-— Вы уз— Вьзу?3) 


Развертывая и раздёляя на у?,, найдемъ искомое геометрическое мфето: 


Е (АзВы Ав Вы А ь Ва)", + (АВ Аи Вы АВ) | 


Ни ВР Аз Ва ЗА: Вуз)? --2( АВЕ Аз Вз—АнВа-АаВидан-+- 
(33) 


+ 2 (43 Во + ЧоВь— АВ: — Ч Ва) пить | 
+2 (Ча Вь | АзВь — Ав Вл — Аз Вы) гыз == 0 


ЕВЕЪ ВИДНО ЭТО кокическое сфчеве, которое инфеть важную зависимость 
©ъ данными двумя коническими сфчешяни. Если бы ангармоническое отио- 
шене четырехъ хасательныхь было дано, то геометрическое ифето будеть 
кривая четвертой степени: 


Е = МА (34) 
тдё Е есть уравнене (33), а {и Д коничеся сфченя (29). 


Задача 4. Найти геометрическое иЪсто (обвертку) прамой, которая бы 
пересвкала два данныя коническая сфчешя (29) въ четырехь гармониче- 
екихЪъ точках? . 

Рииене. Это задача взаимная предъидущей, и, разсуждая надъ урав- 
неняни (28) и (21), какъ выше, легко найдемъ слздующее геометрическое 
мото, воторое получится изъ (33), зам®няя Аль, Ви, 2 чрезь ца, Бь, & 


(пофиз - авзбуя — Заз) 5, -- (аззб +- аибаз — 201361 в) 583 -- 
4 бб -- ыфи — 20) 8 85) 


ааа изв ть - 2 (аз а-алова— аабл в л збаа 63 - 
-- 2 (зб - аб» — @вабыз — боба) ба == 0 = Ф 


хакъ видно коническое сфчеше. 
Если ангармоническое отношене дано, то обвертка будеть четвер- 
той степени: 
=. (36) 
Фуньщи (33) и (35) будемъ всегда обозначать символами Ри Ф. 
26* 
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$ 385. Задача. Найти уравпене четырехь общихъ касательныхь къ 
двумь даниымъ коническииь сфченныъ? 


Рищене. Пусть уравнешя въ линейныхЪ координатахь данныхь 5о- 
иическихь сфченй будуть: 


Г 


‚ | =0 (37) 


Им’ =0 (38) 


предетавляеть систему воническихь сфченй, иифющихь четыре обийя кя- 
сательныя съ двнными двумя. Если это уравненше преобразуемъ въ три- 
линейной Девартовой систем$, то найден: у 


АЕ-АЕ-ЯА 


Уравнене: 


(89) 


тдё РР есть выражене (33). 
Уравмене (39) представляеть систему коническихь сЪченй, коей 


обвертка ееть: 
ЕЗ=4А ий (40) 


Но обвертка системы коническихь сёчевй (38) есть четыре обйя каеа- 
тельных къ коническимъ сЪчешямъ (:7). СОлЪдовательно (40) и есть ихъ 
уравнене, 

Уравнение (40) по формф представляеть геометрическое мфето, Ез- 
сающееся коническихь съченй (39), а кривая К==0 проходить черезь 
ТОЧЕИ касаня. Откуда видимъ, что восемь точекъ касаня двухь ковиче- 
скихъ офченй сь общими ихЪъ васательными находатся ина коническомъ 
сЪчеши #==0. Взаимно, восемь касательныхь въ точкахъ пересфченя 
двухь коническихь сЪченш, касаются коническаго сфчешя Ф-=0. 


Если д==0 есть пара прямыхъ линй, то Е==0 есть пара касатель- 
ныхь, проведевныхь изъ точки пересфченя прямыхъ к ==0, къ кониче- 
скому сЪченю {==0. 

Пр. Найти уравнене общихъ касаледьныхь къ коническикъ офчешямт: 

вал, + ал, къ 0, а, ды ол, = 0 

Рилцеше. Зддюь: 

. Ана , Аня , Ая 0 
Е ва’ (66 +- 6) 2, НЫ (са! -- ва) 2, её (в 95) =, 
сяфдовательно искомое уравнеше будете: 
{пог бе + Ро) ал, - 5 (а - Фа) аль се (а аб) = 
= 4абеиье (аз, Ня, -сдь) (виа, ал, + е2%.) 


откуда: 
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которое легко разлагается на четыре линейные множителя: 


п, Га фе о) Е а, ИБ (ва! еа) Е в, У (ай а) = 


$ 386. Если коничесщя сфчешя {=0 и Д=0 касаются, то кони- 
ческое сфчене Ё касзетея каждаго въ точкЪ ихъ васаныя, Это слЪдуеть 
изъ того, что Е==0 проходить чрезъ точки касашя общихъ касательныхь 
кь [=20 и [1==0. Если Г-=0 и АД-=0О ямфють двойное сонрикосновене, 
тои Р-=0 инфеть двойное соприкосновее сь ними въ точках ихъ 0- 
прикосновев!я. Это можно провфрить, составляя "=0 для коническихь 
съченй: 


ве т =0 и 65% 2х, ==0 


которое будетъ той же формы: 

Зося, + вер -рей) пах, ==0 
Замфтивь, что если {==0 и д==0 имфють двойное соприкосновен!е, то 
Е=0 имфеть фориу Ё--м/, найдемь систему условй, при которыхь 


воничеея сфченх /—0 и дД—=0О имфють двойное соприкосновеще, Для 
этого налишемь ЁИ=0 въ форм 


а Бе сх Е ЗВаяь -- Зджяв - ЭРумн = 0 


1% а, В. с.... имфють значеншя коэфищеитовь при Ё въ (33). Эти уело- 
вя очевидно суть рядъ опредфлителей, выраженныхь символомъ: 


а: ба аз @а биз @ва || 
[0 а 3 ыз ы: 53 


ас 9 Е 
значене котораго извфетно изъ теор опрелФлителей. 


=0 (41) 


Что /==0 и /==0 имфють линейную зависимость еъ К, если о» 
иыфютъ двойное соприкосновеше, можно показать слёдующимь образом. 
Если /=0 и /=0 имфють двойное соприкосновене, то въ выражени 
[— М =0 величина \ имфеть такое зкачене, при которомъ это уравне-` 
ше предетааляеть двф совпадающйя прямыя. Но если кокическое сфчеше 
ееть двф совпадающуя прямых, то его взаимное тождественно разно нулю, 
сифдовательно мы должны имфть тождественно; 


ФРГ =0 (42) 


Но значене }, при которомь это иметь мфото, веть двойной кореяь урав- 


ен: 
д — ФА 0 (43) 
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исключая ^ изъ предъидущаго уравневшя и двухъ дифференщаловъ наетоя- 
щего, найдемъ: 


р, Ф.М 
3А , 20,9 =0 (44) 
1, 20,3“ 


Если два коничеекя сфчешя имфють двойное соприкосновене, то ихъ 
взаимныя иифють его также, и легко видфть, что предъидущая зависи- 
моеть между [', Фи [’ даеть олЪдующую между К Рий; 


ЕГЕВЁ 
ЗА 260 9 |=0 (45) 
9 249 з\ 


$ 387. Задача. Найти услоще, при которомъ прямая: 
в Е Ба а ==0 

проходить черезь одну изъ точек пересфченя двухь ковическихь с®че- 
НШ Г==0 и й-=03 

Рьшеще. Другими словами, требуется найти уравневе четырехъ то- 
чекъ пересфчен!я данныхъ коническихъ сфченй. Уравнен!е въ линейныхь 
координатахь одного изъ системы коническихь сфчевнй {АИ ==0 най- 
демъ, подставивъ въ линейное уравноне ['==0 коническаго сВченя {==0 
выфето #1, @о,..., выраженя а. РА, аз + А,... 

Но 

= Ан А + Аз + 2А, Г = 2А РР + 2 Аз ==0 
откуда, подставляя, найдемъ: 


мА! =0 (46) 

7% Ф есть выражен (35). Обвертка этой системы коническихь сБчешй 
есть: а 

Фа (47) 


Но такь какъ обвертка системы коническихь сфчен суть четыре точки 
ихъ пересфченя, то уравнеще (47) и есть искомое, т. е. прямая, которой 
координаты удовлетворяють уравнению (47), проходить чрезъ одну изъ 
точекъ пересфченя данныхъ конических, сфченй. 

8 388. Козаданты и комтраваюанты. Въ тлавз ХИТ мы опредвлили, 
что такое инваманть и ковараить формы или системы формъ. Въ настоя- 
щемтъ парахрафЪ мы пояснимъ примфражи данное опредфжеше и скаженъ, что 
такое контраваранть. Инварюнть и ковараять имфють то свойство, что 
ихъ геометрическое значен!е не зависить оть координатныхь осей, къ Ео- 
торымъ отнесено уравнеше или уравнещя; но инваранты, какъ мы видф- 
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ли, суть функщи только коэфищентовь уравненя, а коваранты содержать 
и неремнныя. Если намъ дана вривая нли система кривыхъ и мы най- 
демъ изъ ихъ общихъ уравненй такое геометрическое мфето 0==0, коего 
связь съ данными кривыми не зависить оть координатныхь оеей, 5ъ ко- 
торымъ отнесены уравнешя, то кривая 0==0 называется ховарантомь 
данной системы кривыхъ. Если мы желаемъ имЪть уравнене кривой 0—0, 
отнесенной къ изиимъ-нибудь новымъ координатнымъ осямъ, то мы оче- 
видно получимъ одинъ и тоть же результать, преобразуя уравнене И==0 
къ новымъ осямъ, или преобразуя данную кривую или кривыя и изъ пре- 
образовавныхь уравненЁй составляемъ 0) такъ, какъ оно было составлено 
изъ начальныхъ. 

Такъ напримфру, если преобразуемъ уравненя двухъ коническихь 
сфченй къ новому координалному треугольниеу, то должны подставить 
выфото 21, 2, 23 выражения: 


вла -- ваза аз, бл паба за, аа, Рота 4 бат 


Если теперь подставимь эти выражешя въ уравнеше Е=4 Л А и/А, а во- 
томъ составим тоже уравневе изъ преобразовенныхь коническихь оче- 
в, то очевидно, что эти два уравненя будуть отличаться только поето- 
яинымъ множителемъ зависящимъ оть коэфищентовь а;ё. Это происходить 
волфдотье того, что уравнене Р2=4/Л А. представляеть четыре об- 
пя касательныя къ коническимъ сфчешямъ /==0 и А ==0. 

Точво такое же свойство имфетъ и кривая Е==0, которая ееть гео- 
метрическое иЪфето точекъ, изъ коихъ четыре касательныя, проведенныя 
къ двумъ даннымь коничеекимь сфчешянь /==0 и д==0, составляютъ 
тариовическую связку (33). Полярв данной точем относительно даннаго 
коническаго сфчешя {==0 есть коваранть. На этихъ свойствахь осно- 
вено аналитическое опредфленше коварантовъ. Функщя, составленная изъ 
одной или нфеколькихь давныхь функц по извфстному правилу, назы- 
вается коваргантомь, если она будетъ такого свойства, что результат, по- 
лученный линейнымь преобразоващемь перемфнинхь въ ней, будеть от- 
личаться оть результата, полученпаго составляя ту же функцо изъ даи- 
ной или данныхъ функди линейно преобразованныхъ, только постоненымъ 
множителемх. 

Ееть еще другой родъ коварантовь, которые называются ковирава- 
пантлми. Ковтраваранты суть ивчто иное какъ ковармавты формъ въ 
линейныхь координатах $; 5, в и въ 10 время, когда нереифиныя 21, 2, 2з 
преобразуются линейно, перемфвныя &, &, & преобразуются обратно ($ 186). 
Пусть стороны координатваго треугольника будуть: 


ИО , у=0 , \=0 - 
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Если черезЪ Ч: 1%», %з яазовемь координаты какой-нибудь прямой, отне- 
сенной въ этому треугольнику, то ея уравнене будетъ: 


зай в лв = 0 (48) 


Если положимт, что 2, т, хз суть стороны другаго треугольника, 10 
у1, у2, Уз будуть лимейвыя функщи переифиныхЪ 21, 22, 23; ПУСТЬ ОН 
будуть: 


= а аз Раза, ам Ро вать , 
(49) 
Уз = ав | база -[ оз 


подетавлая эти выражен въ уравнеще (48) и озвачая коэфищенты при 


2, 22, жа, Чрезь 5, 6, &, найденъ: 


Ва -Нане Ра, ыы Рози, 0) 
8 == бачив | база 


откуда, озкачая черезь А опредфлитель элемента 0х», найдем: 
Али = ий 2% + В 
Дзр = Зы - Вызбь [Ваза (51) 
Дтв = Рыб Е Возбь Е Выбо 


Слфдовательио, если переифнныя 21, 2;, 2з преобразуются уравнен:ями (51), 
то и, 1, "а должны преобразоваться уравненями (50). Еели тенерь функ- 
щя, составленная изъ хоэфищентовъ уравневя кривой или системы кри- 
выхъ и перемфнныхь $, 6, $, будеть имфть свойство коваранта отно- 
сительно линейнато преобразованя (50), то она называется хожираваран- 
зпомь данной кривой или системы кривыхъ, Такъ, паприхфръ, уравнеше: 


Е 


Аб А, ..... =0 


или услове, что прямая, данная коордикатами (5,6553), касается кониче- 
скаго офченя: 


ай -- вв", |. 


есть его контравариаять. 


Уравнее Ф-=0 (35) геометрическаго мфета прамыхъ, которыя пе- 
ресфкають два коническихь сфчешя /=0 и Д==0 въ четырех» гармови- 
ческихь точкахь, есть контраваранть этой системы. 
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$ 389. Каждое коническое сЪчеше, коваранть съ коническими с%- 
чешями /==0 и /=0, можеть быть выражено въ функци Ги й н во- 
варанта ЕР==0, & контраваранть можеть быть выраженъь въ фунещи 
кф. 

Пр. 1. Выразить въ фунвцш /, Хи РЕ полярное коническое сфчен!е кони- 
ческаго ефчешя /=0 относительно А == 0? 


Рилиене. Изъ свойствъ инваравтовь и ковараатовь мы знаомь, что всякая 
найденная зависимость между ними, ири какой-нибудь сиелен# координатныхь осей 
имфеть мфсто и тогда, когда координаты будуть преобразовании. Слёдовательно 
можно отнести кояичесвыя ефченя Г=Ои д =0 къ ихь Фбщему полярному тре- 
зтольняку, тогда ихъ форма будеть 

рав ей, ре ии 
пря этомъ найдемт, что нхъ коваранть Р будеть 
ие) ое оу -е@-9п (62) 
Но услове, что прямая Е %, < касвется коническато сфчешя {=0, очевидно, есть; 
её {сала =0 
Теометрическое м%ето полюса относительно /; =0 касательной къ /=0 есты 
фол" - сау" {а == 0 
но его можно написать въ форм: 
ов уве 
сиБдовательно искомое геометрическое м5ето будеты 
=Р 
Точно также, ножно показать, что полярное ковическое сфчене коничеекато с$че- 
я / очносктельно { есть: 
9!=Р 


Пр. 2. Выразить въ фувкши #, /, Е обвертну прямой, которая нересфкаетса 
коническихи офченями /=0 и { =0 въ четырехъ тармоничесвихъ точкахь? 


Ришене. Мы зихфли, что уравнене этой объертки есть коничесвов еБчене 
(33) Ф=0, въ этомъ случа: 
Ф=о-о вече ттаьй=о (58) 
слфдовелельно ея уравнене въ координатах» =, у, # есть 
сдает ео -дР=0 
(бе - са + 98) (#1 +4) + (@ 45+ 9 (2? {+ 4+) —Р=О 


+9 —Р=о 
Пр. 3. Найти услове, при которомъ коваранть Е распадается на дв пря- 
мыя чнн!и? 
Риьшене. Инваманть Л коваранть Р=0 (52) дояжень быть равенъ нулю, 
что даегь: 
ве (6+6) @-+ 8) +9 =0 
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или: 
ас [ (а 6 + с) ве в 46) -- &] =0 
откуда: 
А.Д (9%, — Ад) =0 

искомое услове. Уравнене 99, — ДЛ, =0 есть также услове раснадешя ковар!- 
анта Ф на два линейные нножнтеля. Это усломе будеть удоваетворяться, котда два 
круга переебкаются подъ прякымъ угломъ; въ этомъ случа, каждая изъ прямыхъ, 
проходящихь чрезь одинъ изъ цеятровъ, пересфкаетея кругами въ четырехъ гармо- 
ничеснихь точкахь, а геометрическое мфсто точекь, изъ конхъ четыре касательныя 
5%ъ кругамъ образують гармоническую связку, есть дв прямыл инт. Геометричес- 
кое фото в обвертка будуть тая же, если 4° — 2 (7? -- 1). 

Пр. 4. Преобразовать два коничесня сфченя въ формы: 


уино , = 0 (54) 
Рушеше. Количества а, В, с опредфляются изъ уравненйя: 
ДА: — ФФ Д-=0 (55) 


кавъ в 6 346 пр. 2. Если изь уравненй: 
аулы, меры рей, дас ду а и=ЕР 
опредфлимъ 57, у%, 2', то найдемъ эти величины въ функши /, 4, Е. 

Пр. 5. Преобразовать уравнен!я: 

3х8 — бту -- Зу — 22-40 , 52 — 14лу | 89—65 —2-0 

въ форму (54)? 

Ришене. Отыщемъ опредфлителя Ли Л: и ихъ миноры: 

А=-9, 9=—54 , 9=-% , д=- 54 

откуда корни уравпеня (55) будуть 1, 2, 3. Вычиеляя ГР, найдемъ: 


Е-—9 (0827 — Божу 449? — 155 фу — 4) 


Позагия: 
Ху 2 За — балу 991 — 02 — 49 
Хх: 2-32 бай — Алу 8—6 —2 
. 5Х: 8924-9272 == 2811 — Блу 4 44" — 18 + 12у —4 
Найдемъ: 
Х? == (Ву 1 
ИЗЬ 
6 А-Р 
02-5) 
изъ 
Е— 37—21 
и: 
= — (у 
изь 


зи -Р 
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Пр. 6. Найти уравнене четырехь насатедьныхь въ точкахь пересфченыя во- 
ническихь офченй {=0 и и =0? 
Отв. 
(9 -— АВР =4/ (9! В) 
Пр. 7. Найти обвертку основа я треугольника, винсанкаго въ коническое с#- 
чеше /=0, ч коего дв остальным стороны касаются коническаго сфчешя Й == 0 


Ришене. Возьмемъ за коордннатный треугольникъ, треугольнике вписанный 
въ /=0 вь извфетном» положенит, и пусть 


[= 2 (уг {ут +25) 
ДЕ — 2 — 2 — Ау 
тдЁ, очевидно, прямыя 2 =0, у-=0 касаются коническаго сёчешя й =0. Очевидно, 
что У-- В =0 коническое сфчене, коего васвется третяя сторона треугольника, 
#=0; мы нокажемъ, что это коническое сфчен{е опредфленное. 
Въ самомъ дЬшЪ, пифемъ: 


Де, 9=-— (+9: — АВ © = М№) д=- (2+ № 


откуда: 
9: — © = ВАМ 


сяфдокательно уравнеше 7-й =0 можеть быть написано въ форм: 
(9 — 49 РАДА =0 


кот видно опредфленное коническое сфчен!е, коего касается третня сторона тре- 
угольняка. Если 9; =4/ Да, то очевидно третяя сторона треугольника всегда ка- 
сзотея коническаго сфчешя д =0. 

Пр. 8. Найти геометрическое м$сто вершины треугодьника, коего стороны 
касаются коническаго сфченя /=0, а двф остальныя вершины находятся на кони» 
ческомь сфчени д = 02 


Рищеще. Озазчикъ черезь /(1) и й (1) результать подстановлешя 2’, у’, г въ 
данныя коничесмя сфчешя Ён /. Рышеню будеть состоять въ слёдующемт: соста- 
вить уравненю двухъ касательныхь къ коническому сёчею /=0, проведенныхь 
изъ точки (24у:21), за тВыт составныъ уравнение прямыхъ, совдиняющихь точки пе- 
реофченёя каезтельныхь съ коничесвимь сфчешемъ Д =0, и наконець составинъ 
услове, при которомъ одна изт, этих прямыхь (которая должна быть третяя сторо- 
на искомаго треугольника) касается коническаго сёчешя /=0, Если чрезь Р иа- 
зовемь поляру точки (л:у:2:} коническаго сфчеща /==0, то пара касательныхь изъ 
этой точки къ / = О будеть {#/ (1) — Р? = 0. Чтобы найти хорды поресфчещя этихъ #аса- 
тельныхь съ / =0, надобно оиредЬхить ), тавъ, чтобы уравнене /^(1) — Р'--АА =0 
представляю пару прямыхь лин. Призначная (@встпитатй) этого уравневя есть 
слёдующее квадратное уравневе:; . 


дм Р.А А Га) Е) =0 


для опредфлевшя Х Наконець, чтобы найти услове касан!я одной изъ этихь хордъ 
конического ефчевя /==0, составимъ призначную уравнен1я: 


+ (Та) — 24+ М)=0 
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и приравнявъ ее нулю, составимъ усзозе, чтобы это уравневе, относительно р, 
им$ло равные корни. Эта иризначная есть: 


Дыа -- АГА) +9 в [РО ха) АА ее 
‘искомое услове равенства коряей будеть: 
Хао, — 40 
подставляя, полученное отсюда значене \ въ: 
д-ра) АГа)-В а) =0 


найдемь искомое геометрическое ы%сто: 
16°. —4Д (449, — 9) "+ Г(4Д9, — 9 =0 
которое, при 9 =4/\ 9, обращается въ Ё =0. 
Пр. 9. Найти геометрическое мфсто вершины треугольника, коего двф стороны 


касаются коническаго сБчешя {=0, а третня касается коническаго сфчешя 
ау Л =0, а дв остальныя вершины находятся на коническомь офчени  =0? 


Рьшеще. Какъ въ предъидущемь примфрф найдент, что искомое мфсто есть 
одно изъ коническихь сфченй, касающихся четырехь общихь касалельныхт въ ко- 
ническиыь сфчещаямь /=би д =0; 


АД, ВА -- ВР. А РО 
тд А: дано квадралнымь уравнешень: 


а (15 — Ва) ^: {+ а (да + 206) № — Иа =о 
въ котором 
&=4А ; а В=9—440, 
Пр. 10. Найтн геометрическое мфсто вершины многоугольвива. което стороны 
касаются ‘коническаго сфчешя /=0, а остальныя вершины скользять но коничес- 
кому сЁченио / -= 0? 


Рюшеще. Этоть прим®рь сводится на предъидущый, Въ самомь лЬлЪ, прямая, 
сосдяняющая смежныя вершияы съ вершнною геометрическое мфета, которое ищется, 
ввозется ковическаго` сфчешя формы а/-- ай =0. Найдемъ, веди №, 0; №, и" 
№", и” будуть величины для многоугольниковь п—1 ви®--1 сторонь, что 
р, в" = 2 а — Д.В). Дай треугольника пыбемь Ма, у’ = Ди 
для четыреутольника А" == 63, и’ == х (4Да + «08), и подобнымь образомтъ, нослЁдо- 
вательно, найдем для всякаго многоугольника. 

$ 390. Яхобевекая кривая. Даны три коническя сфченя. Найти гео- 
метрическое ифета точви, коей три поляры относительно трехъ данныхъ 
коническихх сфченй пересвваются въ одной точкВ. 


` Рюшеше. Пусть данных коничесыя офчешя будуть: 


{56) 


Го ‚ й=0 , рф 
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три ихъ поляры относительно точки (яуа,) будуть: 


И," Эа, А, „0. 
ди Ну РЯ о, и Уд, Г” да о, 

(57) 
В 9 „В — 
20а, + Уи, +? да _ 

Если эти поляры проходять чрезъ одну точку, то будем имфть ($ 68): 
и 9 4 
да ‘ди ‘’ А 
м м, м 
7 бы ’ ди '’ дл =0 68) 


в 9 д 
97 9 92 


Такому уравненю должны удовлетворять координаты точки (21 121) ветрчи 
трехъ поляръ. Какъ видно это криван третей степени, которая назы- 
вается якобеевскою кривою трехъ коническихь сфченй. 


Легко видЪть, что если три поляры, какой-нибудь точки отноеи- 
тельно коническихъ сёченй (56) пересфкаются въ одной точк%, то поляра 
той же точки относительно всфхъ коническихь ефченй системы: 


ма =0 (59) 
пройдеть тавже чрезъ точку пересфченшя трехъ поляръ (57). 


Если поляры точки 4, лежащей на якобевской кривой, всёхъ ко- 
ннческихь сфченй (59), проходять чрезъ точку В, то прямая АВ пере- 
сфкаетея гармонически каждымьъ коническимь сЗчешемъ изъ системы (59), 
& сл5довательно поляры точки В пройдуть веф чрезь точку 4, поэтому 
и точка В находится на якоб{енской кривой и называется соотатьтетвенной 
точеЕВ АД. Очевидно, прямая АВ пересЪкается системою воническихъ сф- 
ченй (59) въ точкахь образующихь инволющюнвый рядъ, иоего двой- 
ныя точки суть А и В. Тавъ какъ двойныя точки суть совпадающия 
соотвфлетвенныя инволющониаго ряда, то изъ этого слфдуеть, что еели 
хакое-нибудь изъ коническихъ сфчев!й системы (59) касается пряной АВ, 
то оно можеть ее коснуться только въ точкахъ А или В. Если одно изъ 
хоническихь сфчен! системы (59) распадается на дв прамыя лини, пе- 
ресфкающияея на прямой АВ, то точки ихъ пересфченя должны быть 
или А или В, исключая того случан, въ воторомъ сама лия АВ есть 
одна изъ распавшатося воническаго сфчешя на двф прямыя. 
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Впрочемь можно прямо доказать, что если ковическое сфченю: 
м-в во {60 


распадается на пару прямыхъ лин, то точки ихь пересфчен!я нахо- 
дятся из явобевекой кривой. Въеамомь дЪлЪ, если (60) есть прямая ли- 
ия, то координаты точкм пересфчешя должны удовлетворить уравнене: 


ИК 
бы ГР ду ди 9 
эф оо 
9 9,9 

0 


исключая изъ этихъ уравненй ), |», у найдемъ лкобевекую кривую (58). 


Прямая АВ пересфкаеть якобовскую вривую еще въ третей точЕЪ, 
а изъ того, что было сказано выше, слфдуетъь что сама лишя АВ есть 
одна изъ пары прямыхь лин, проходящих чрезъ эту точку, и нахо- 
дите въ системВ коническихь сфченй (59), 

Если три данныя коничесвя сфченёя будуть: 


(а Е аут ал) =0, 
фи а Рей =0, (62) 
(ся ааа Е суша = 0 


въ символической фори® ($ 199), то очевидно ихъ лкобевская кривая бу- 


ету; 
(дабиза) 28, Е (аваби оби) а -- (аззрозба ) д 


— (ис  @ибзоив аа — [(авзбибиа) Е (апбяба) | а — 


— (оибьзео») -- (вывоз) 22, — [(оздбазся) + (дозбизе в) аз — ) 
63 


— (абс) - (ввз зо) альт, — [(анбаабиа) (авось 9 — 
— (@ифьзевь) - 2 (аз 3613] зу == 0 


Символх, напримёръ, (216:з6:1) означаеть опредфлитель полученный изъ 
члена 4161361, лереифщая буквы а, 5, с. 

Цр. 1. Описать коническое сфчеше, ироходнщее чрез четыре данных точки 
и касающееся даннато коничеснаго сфченя /у = 0? 
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Рюшеще. Пусть четыре данныя точки будуть пересфчени двухъ коническихь 
сёченй /==0 и д ==0. Легко видфть, что задача имфеть шесть рёшен!й. Въ самомъ 
ДЬЛЪ, если въ усломе (8 351) касалйя двухъ воническихь сфчемй /=0 и &=0 под- 
ставим а -- Аб, биз -- Аб, ... ВИЖОТО @,, би...) ТО Х койдеть въ это услоше въ 
шестой степени. Яхобевекая кривая трехъ коническихь сВченЙ /=0, д =0, Х =0 
пересфкаеть /, =0 въ шести искомыхь точкахь касания, Такъ какъ поляра точви 
касащя съ [2 =0 будеть пояяра той же точки относительно коническаго свченя 
ЭРЛ =0, 10 она проходить чрезъ точку пересфчен!я поляръ относитедьво конн- 
ческихь сАчешй Г == 0 н й =0, 

Пр. 2 Если три конических ефченя ныфють общйЙ полярный треугольникъ, 
о ихъ якобевская вривая обращается въ тря прямыя лан. 


Рьшене. Въ самомъ двяВ, если три воничесыя сфчешя отнесены къ общему 
ихъ поларному треугольнику, то онё инфють формы: 

ве , ау фай , ау ыб == 0 
очевидно, ихъ якобевская кривая есть тух = 0, 

Пр. 8. Кели коничеся софчешя инфють цв общёя точки, то ихъ лкобевская 
кривая распадается н& коническое ефчене, проходящее зрезь двф обиця точки, и 
ва прямую линю. Геометрически, очевидно, что прямая, проходящая чрезь хвф точ- 
кн, удовжетворяеть условю. Тоже лого показать аналитически. Въ частвомъ случа, 
зкоб{евская крикая трехъ вруговъ есть кругь, пересбезющ!Й три данные круга подъ 
прямымъ угломъ. 

Пр. 4. Явобевекая кривая состоить изъ воническаго сфчешя н прямой и въ 
томъ случа, когда одно изъ коническихь сфченй будеть полный квадрать, т.е. двЪ 
совпадаюния врякыя /= 12 — 0, Въэтомъ случа, изъ формы (58) якобевской кри- 
вой видно, что пряхая Г==0 будегь въ ней иножитедемь. Сяфдовательно хожно 
описать четыре конлчесвя сфченйя касающяся даннаго коническато сфчешя / ==0 
въдвухъ точкахъ пересбченя /; =0 05 Г-=0, и касающееся /3=0 въ точкахъ пе- 
ресфчетя его съ якобевскимь воническимь сфчешем». 


Если три коннческя сфчешя суть коническое сфчене, вругъ и ввадрать без- 
конечно удаленной прямой, то ихъ акобевская кривая проходить чрез основашя 
нормалей, которыя можно провести изъ центра круга къ коническому ефченно, 


$ 391. Выше мы видфли, что два коничесыя сБченгя: 
=0 и д-=0 


иибють четыре инваранта Л, 9; Дь, ©, и одинъ ковцианть Е=0, ко- 
зорый есть также коническое сБчене (33); но крон этого есть еще куби- 
чесый коваранть,—это авобевская кривая хрехъ коничесвихъ сфчешй }{==0, 
Д=0 и Р=0. Мы видфли выше ($ 390, пр. 2), что коническое сфчен!е 
Рэ=0 имфеть обнйй полярный треугольник съ коническими сфчешани 
[=0 и Д=0, олЪдовательно если составимъ якобевевую кривую кониче- 
свнхъ сВчен{й /==0, д=0, Е=0, то найдемъ кубичесый коварантъ, ко- 
торый будеть ци что иное, какъ стороны общаго полярнаго треугольинка 
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хоничесвихь сфченй {=0 и дД=0. Изъ 8 389 также видно, что яко- 
б1евская 7 тождественно уничтожается, если {==0 и дД=0 имфють двой- 
ное соприкосновене. Въ $ 389, пр. 4 мы показали, какъ найти уравнеше 
еторонъ общаго полярнаго треугольника, и если сравнимъ эти два, метода, 
то найдемъ: 


‚= Е УОл-е Г) РСО-А) ИАА — 
(64) 


43 АР— АДД ОАФ РА А 9 — 9" 


Изъ этого видинъ, что система изъ двухъ коническихь сфчешй инфеть, 
кромф четырехъ инварантовъ, четыре ковар!анта: 


Г.Л, Е, 9 


которые связаны зависимостно (64). Точно также имфемъ четыре контра- 
варанта: 

ГП, ФвГг 
- изъ коихъ послдиШ представляеть вершины общаго полярнаго треуголь- 
ника въ линейныхъ координатахъ. Эти коваранты связаны зависимостью 
подобною (64) между {', ', Ф, Г и инварантами. 


Пр, Написать ДлЯ КОНИЧеСЕяхЪ сфченй: 
хуи О ‚ ши 0 
веб двфнадцать формы: 
д, Фе, расы, ГГ , Ф, 7? 
Отв. 

ДЕ, Аа , фа ое, ФЕ 
Таии , реа рыт фей , Работа ди еефия 
71=0©—9(-(@а-Ба 
Геи И , ый ера", Ф=ФОР-екотчение 
Т=6—96-94@-9щ 


8 392. Кромф инзартантовъ, коварантовъ и контраваравтова, есть 
еще смфшанные коваранты; это таыя функщи оть коэфищентовь, пере- 
мЪННЫхЬ 21, 2, 23 и перемфнныхь &, б, Ё, которыя имЪютъ харавтерь 
коварантовь, когда 2, 2», 23 преобразовываются подстановлевями $ 388 
{49), а, В, & подотановленями (50). Эти смфшанные кова анты можно 
разематривать, какъ козаранты системы двухъ коничесвихь сфченй /=0, 
1 =0 и прямой 2 лу-Н#=0. Напримфръ, мы ножемь составить явобев- 
свую вривую этой системы, или геометрическое мфето точекъ, коихъ по- 
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ляры относительно {и К переевкаются на прямой &#-- уу {2 ==0. Эта 
якобевская фувкщ!я, очевидно, есть: 


БА ОИ 
а 5 9 
М=| 9х ду 0 
9 9 ® 
9% 9 9. 


& дян уравненй въ канонической фориВ: 
6 -оду Рева (а—Взу=0 


соотвфтетвующая взаимная форма этой посвфдней относительно {', {у 
будеть: 


ао оз е фу а—:=0 


Это уравнее представляетъ прямую, проходящую черезь полюсы прямой 
и и==0, относительно {=0 и й==0. Мы можемъ взять полюсъ, 
какой-нибудь, прямой & - му ==0 относительно {==0 и поляру этого 
полюса относительно д==0 и получить линю К, которой уравневе, если 
Ги д даны въ канонической фориЪ, будеть: 


К = а чу $2 =0 
мы получимъ другую прямую Ал, если возьмемъ полюсъ прямой &2--му-|-52==0 
относительно д==0 и поляру этого полюса относительно {==0. ели [ 
ий будуть въ канонической фори%, то: 
К: = Бе сощя Раба == 0 
ЗВефхь смшанныхь коварантовъ системы, состоящей изъ двухъ ковиче- 
евихъ сфченй, есть восемь, изъ нихъ четыре мы нашли, & четыре суть 
вафдующя: 
якобевекал фуньщя отъ [Ки --чу- м въ ванонической фори%: 
%60—д+ (дут (а— 
акобевекая функщя оть д, А; и ве ы: 
баз еду 6—0, 
и дв ихь взаниныя: 
Бпуг (6 — в) | 16х (с — а) белу (в— В) 
(6 —суа | чеа(е-— ада НБ (а— В) гу 
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Постровне ноначеснихь сёченй. 


8 393. Задача. 1, По даинымъ пяти точкань на коническомъ с®че- 
и построить шестую? , 
Фит, 134 Рииенс 1. Пусть а, $, с, а, е (фиг. 134) 
будуть данныя точки на коническомъ с- 
зенш. Возьмемъ двф изъ нихъ, напримръ, 
аи за вершины двухъ связоку. Прове- 
демъ лучи ас, аа, ае и 5, Фа, Бе; эти дв 
связви устанавливають ($ 230) их» про- 
эктивность, если теперь возьмемъ, какой-нибудь лучь а{ и построимъ ему 
соотвтственный 5/, то точка пересфченшя ихъ { будеть на коничеевомь 
сфчени, проходящему черезъ нать данныхь точекъ. 


Въ самомъ дёлё, инфемт: 
{а.саеГ) == ($ .е@еГ) 


Такиму образомъ можемъ построить сколько угодно точекь на данному 
коническомъ ефчени. 

Если выфсто луча а возьмемь лучь ар, то соотвётетвенный дуть 
ФР будеть касательная въ точк® В къ коническому сфченю. 

Рышене 2. Пусть (фиг. 135} данныя пать точекъ будуть 1, 2, 3, 4, 5. 
Соединииь точки Ти 2, Зи 3,3 и4,4и5 прямыми 12, 23, 34, 45. 
Черезь пятую точку проведемъ, какую-нибудь прямую 56, которая встрф- 
чаеть данное пятью точками коническое сфчеше въ неизвёстной точЕЪ, 
которую означимь черезь 6. 

Фит. 135. Такимъ образомъ бу- 
демъ имёть, вписанный въ 
хоническое сфчеше шестиу- 
гольникъ 123456, коего 
противуположныя  сторовы 
будуть 12 м 45, 23 и 56, 
34 и 61. По предложеню 
Паскаля точки пересфченя этихь сторону лежать на одной прямой лини, 
Пусть точки вотрёчи 12 и 45; 23 и 56 будуть а и 5. Продолжимъ пря- 
мую ар до ветрфчи въ точёф с съ прямою 34. Очевидно, искомая точке 6 
должна находится на прямой 1е, но она находится и на 56, слВдовательно 
искомая точка будеть пересфчене произвольно проведенной прамой 56 съ 
`1е. Проводя черезь точку 5 прямыя въ произвольномь направлени мо- 
жемь построить сколько угодио точекъ на коническомь сфчеши, коего 
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пять точекъ даны. Еели произвольную прямую 56 проведемъ черезь точ- 
Е 1, то 51 пересфчеть 23 въ точеЪ $, прямая аб’ перебфчется съ 34 зъ 
точЕЗ ©. Если теперь проведемъ прямую 1с, то это, очевидно, будеть ка- 
сательная къ коничесвому сфчешю въ точкф 1. И въ самомъ дЬлЬ, въ 
этомъ построеши искомая шестая точка совпадаеть съ 1, олБдовательно 
нестая сторона $1 шестиугольника проходить черезъ совпадаюнуя двф 
точки. Это самое простое ршеше. 


$ 394. Задача 2. По даннымь пати касательнымь къ кокическому 
сфченю поетроить шестую? 

Рьшеше 1. Пусть (фиг. 136) данныя касательныя будуть АА’, АА", 
ва, %', ве’. Пусть а, а; $, В; в, с будуть точки пересфченн трехъ изъ 
пати касательныхь да’, 5’, сс’ съ двумя АА, АА". 


Фит, 136. 


е СИ! 
ИзвЪетно, что антариовичесыя отношеня точекъ перес®чен!я четырехь 
постоянныхь касательныхь съ пятою перемфнною равны (5 230), слфдо- 


вательно, если на касательной АА’ козьмемъ, какую-нибудь четвертую 
точку 4 и опредфлимъ на касательной АА” точку 4, такъ чтобы имфли; 


(абса) = (06а) 


то прямая 44 будеть искомая шестая касательная. Такимъ образомъ мо- 
женъ построить еколько угодно касательныхь къ коничесвому сфченю, 
которьго пать касательныхь даны. 


Если вифото` точки 4 взята точка А и опредёлена на АА” точка д’ 
тавъ, чтобы (обе А) ==(а’/е'‘а”), то очевидно точка а” будеть точка касашя 
касательной 44”. Если бы точку А ‘разоматривали, какъ находящуюся 
на касательной 4.” и опредфлили точку @" ва касательной АА’ такъ, 
чтобы (афеа") = (аЪс'А), то точка а” будеть точка касаня касательной 
АА’. Это легко выдфть изъ того, что Шо мфрф приближен точки 4 къ 4, 


ры 
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точка 4 будеть приближатся въ точкВ касавя а’ и совивдветь еъ нею, 
когда @ совпадеть съ 4. 


Ришене 2. Пусть данных васательныя будуть РА, АВ, ВС, Ср, РЕ 
(фиг. 137). Если иа касательной ДЕ возьмемъ произвольную точку Ек 
положинь, что ЕР есть искомая шестая касательная, то по предложен ю 
Враншона дагонаяя АЛ, ВР, ОР пересфкутся въ одной точк%. 

фах. 137. Такъ какъ длагонали Ари ВЕ из- 
эЪстны и пересфкаютея въ точк® 0, то 
прямая ОО ветрётитъ касательную РА 
въ точЕЁ Р, которая будеть вершина 
описаниато шестиугольника, противу- 
лежащая вершинЪ С; слёдовательно 
ЕРбудеть шестая искомая касательная. 


Если бы точку Е на касательной ЕЁ взяли на пересфченш ея съ 
касательной АР, то построенная, такимъ образомъ, точка а будетъ точка 
васашя васатедьной АР, Въ самомъ дЁдЬ, по иёрз приближешя произ- 
вольно взятой точки Е въ точв® 2’, точка Р приближается въ в и когда 
Ев Е’ совпадуть, то Р совиадеть съ точкою а. Это самое простое рё- 
шене задачи, 


8 395, Задача 8. По даннымъ четырем точкамъ и одной касатель- 
ной построить пятую точку? 


Ришене. Пусть (фиг. 138) а, ®, с, 4 будуть данныя четыре точки, 
АР данная квсательная. Точки а, 6, с, Я образують четыреугольникъ, 
противуположных стороны котораго 90 и $6, аб и са пересфкають каса- 
Фит. 138. тельную АД въ точкахъ А, В, 0, 2, 
которыя съ веизвфстною точкою каса- 
ж4я Е касательной АЛ, образують ив- 
волющонный рядъ, коего двоймая точ- 
ва есть Е. ° 
Еслн эту двойную точку постро- 
имь, то будемъ имфть патую точву ко- 
ническаго ефченя, слфдовалельно мо- 
жемъ построить, кавъ показано выше 
($ 398, зад. 1), сколько угодно точекъ 
на воннческомь сфчеши, проходящем чрезъ точки а, В, с, Я и ваеаю- 
щемся прамой АЛ. Но такъ какъ есть двЪ двойные точки Еи Е, ©0- 
ставляющихь инволюц!ю съ точкани 4, В, С, Г, то весть две воничесыя 
сфчешая, удовлетворнющя даиному услов!ю, 
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$ 396. Задача 4. Даны четыре касательныя и одив точка, построить 
интую касалельную? 

Рьшене. Если даиную точку соединииъ прямыми лишами съ вер- 
шинами четыреугольника, образуемаго четырьмя данными касательными, 
то эти прямыя образуютъ инволющюнную связку, коей двойной лучь будетЪ 
искомая пятая касательная. Но есть друтой двойной лучь, елфдовательно 
задача имфеть два рышенн, т. е. существують два коннческя сфченя, 
хасзющёлся четырехъ касательных», и проходлийя черезь одну точку. 


$ 397. Задача 5. По данныхъ тремъ точкамъ м двумъ касательнымт 
построить коническое сфчен!е? 


Рьшене. Пусть (фиг. 139) а, %, с будуть данныя точки, в Орк ОР 
денныя васательныя. 

Если опредфлимъ точкиеи а Фит, 139. 
касания, то будемъ имЪть пять 
точекъ на коническомъ офченм, 
а слдовательно можемь постро- 
ить сколько угодно хругихь то- 
чекъ. На прямой 4е, каждал изъ 
точекъ 4 и е представляеть двф 
безконечно близыя точки на Ео- 
ническомъ сзченш, слёловзтельно 
она предетавляеть дв противу- 
лоложныя стороны вписаниаго въ 
коническое сфчене четыреуголь- 
нике, коего двф друйя противу- 
положныя стороны суть касательныя ОЁи 0#. 

Слфдовательно сЪкущая 5е пересфкаеть стороны этого четырвуголь- 
ника въ точкахь фи и вривую въ точкахъ Би с, Эти четыре точки съ 
патою Е составляют инволющюниый радъ, коего двойная точка есть Е. 
Слфдовательио, если поетроимь точву Е н такую же точку ® на сфкущей 
а, то прямая Ею опредёлить на касательныхь Оё и 0 двф точки 4 ие, 
хоторыя будуть точки васавя. Слдовательно будемъ инфть пять точекъ 
на коническомъ сфчени, & потому можемъ построить и какое угодно число 
другихъ точекъ. Но такъ какъ есть по двф двойных точки на сёЕущихъь 
$6 и «$, то будемъ имвть четыре прямыя, соединяюцщия двойныя точки 
ЕЕ’ съ ви’, слЬдозательно будемъ имфть четыре рышеня. 

Если замфтимъ, что сфкущая ас дасть тавже два решена, т.е, дв 
двойныя точки фи $, то можно провести двёнедцать прямыхъ: 


Ко, Еш, Е, Ех; 2, Еф, Бу, Еф ; вф, оф, ву, оф 


432 ТЛАВА ХХШ. МЕТОДЬ ВЗАИННЫХЬ ПОЛЯГЬ, 


которыя казалось бы дадуть и двфнадцать рашенй, Но, если замфтинъ, 
что каждая изъ сторонъ треугольника абе дфлитея въ точкахь а,В, м, и", 
с. ЕЕ; в,с,ф, $, гармонически, то увидимъ, что точви, кавъ напри- 
мфрь Е, ®,ф лежать на одной прямой лини ( 146), слёдоватольно рЪ- 
шен!й всего четыре. 


$ 398. Задача 6. По тремъ даннымъ касательнымъ и двумъ точкамь 
построить коническое сфчене? 


Румиене. Пусть АВ, ВС, СА будуть данных касательныя, ар дая- 
ныя точки. Касательныя въ этих точвахъ пересфкаются въ точк® М, ко- 
хорую надобно опредфлить. Легко видфть, что лучь ВМ есть двойной въ 
инволющюнной связкЪ: ВАи ВО, Ба и ВЬ, сл№довательно можно его по- 
строить. Точно также найдемъ, что лучъ МО, пересфчене котораго съ ВМ 
даеть точе7 М, которую если соединимъ съ аи, то будемъ имфть ка- 
евтельныя въ точвахъ ди 5. Но такъ какъ построен даетъ каждый. разу 
два двойные луча, то будемъ имфть четыре рёшешя, а слёдовательно и 
четыре коническ!я сфченя, удовлетворяюнуя услоНямъ задачи, 

Если между услошями для ипостроейя коническаго сфчен будеть 
дана одна ассимитота, то она должна считаться за два услов]я, таЕЪ кавъ 
этимъ уеловемь даетел ноложене касательной и точка каеашя, которая 
находител на безконечности, 

Если будеть сказано, что воническое сфчеве есть нарабола, то это 
дееть одно услове-—именно касательную на безконечности. 

Если сказано, что коническое сфчене есть кругь, то этимъ даетея 
два условя— именно двф безконечно удаленных точки. 

Если данъ фокусъ, то этимъ даются два условя, такъ какъ черезъ 
фокуеъ проходять двф касательныя въ коническому офчению. Если давы 
два фокуса, то это тоже что даны четыре касательныя, 

Нели дань полюсь данной прямой, то этимъ даны дна уеловя. На- 


хонець если дан» центръ, то этимъ даны два условя, такъ какъ дентръ 
есть полюсь безконечно - удаленной прямой. 


ГЛАВА ХХ]. 
Методъ ззаииныхъ поляръ. 


$ 399. Въ $ 227 мы изложили уже главное основан! метода взаим- 
ныть полярь, а теперь изложимъ самый иетодъ. Пусть: 


-=0 и Г) =0 [9 
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будуть уравненя коническаго ефченя во вззимныхь формаху: мы его на- 
звали основнымь. Если (узузУз) ееть какая-нибудь точка, то координаты 
поляры этой точки относительно коническаго ефчешя (1) будуть: 


р ит о 
и обратно: 
Въ выше упомянутомь параграфЬ зидфли, что если: 
(али) =0 (4) 


воть какое-нибудь коническое сфчене и полюс» (уузуз) скользять по немъ, 
то его координаты должны удовлетворять уравнеше (3): 


ПОР 1 19 = 
О В Е 


и видфли, что коническая сзченя: 
Ебитун)=0 и ФБ) =0 {5) 


находятея въ такой зависимости между собою, что Точки одного изъ НИХЪ 
суть полюсы касательныхь къ другому и, обратно, касательныя къ одному 
изъ нихь суть поляры точекъ на другомъ. Тазя два ковичесвыя сфченя 
называются взаинными. Это основное свойство служить основашену мето- 
да изслЬдован свойствъ коничесвихь сфченй и вообще кризыхъ лин!й. 


ы $ 400. Для сокращеня рЪчи, означимъ основное коническое сфчене 

черезъ № =0, данное черезь {==0, а взаимное, относительно д=0, че- 
резь ['=—0. Мы будемъ говорить, что точка соотвиствуеть прямой, 
если она есть полюсъ этой прямой отноеительно К -=0, слфдозалельно 
точки на коническихь сБчешяхь д=0 и Д’=0 суть соотафяственныя 
касательнымъь на д'=0 и й=—0. 


На основаши этих» свойствь взаимныхь коническихь офченй мо- 
жемЪ изъ свойствЪ одного изъ нихь заключить о свойствахь другато. Свой- 
ства эти суть предложена, относительно положения и, въ исключительных, 
случаяхь, относительно ры, 

$ 401. 1, 'Точк пересВчешя касательных» въ кривой /==0 еоотв®т- 
ствуеть прямая, соединяющая соотвётственныя хасахельнымь точЕи на 
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кривой Д'=0. Это слёдуеть изъ $ 209, что точка пересфченя двух по- 
ляръ ееть полюсъ прямой, проходящей черезъь ихъ полюсы. 


2. Если три или болфе точекъ на кривой д==0 лежать на одной 
прямой лиш и, то соотвётетвенныя касалельныя въ вривой Д'-=0 пересф- 
каютея въ одной точкф, и обратно, если три или болфе касательных къ 
кривой /=0 пересфкаются въ одной точкф, то соотвфтетвенныя точки 
ва кривой /’=0 лежать на одной прямой линш. Это слфдуетъ изъ об- 
щихь свойствь полары м полюса. 


Пояеним»ъ теперь приложене этого методв примфрами. 


$ 402. Мы видули въ $ 371, что если шестиугольникь АВОРЕЕ 
вписанъ въ коническое сЪчеше /=0, то его противуположныя сто- 
роны АВи ЕР, ВСи ЕЕ, СР и ЕА переефкаются ва одной прямой 
лини. Каждой вершин% А, В, (,.... соотвфтотвуеть касательная къ Д'=0, 
слфдовательно вписанному шестиугольнику АВСРЕР въ коническомъ с%- 
чеши Д==0 соотвфтотвуеть описанный шестиугольникь а6с4еЁ около 
В'’=0, Точвамь пересфчен!я противуположныхь сторонь АВ и ЕД, ВС 
и ЕЁ, СР и АЕ будуть соотвфтетвовать дЛагонали а@, 8, её противуно- 
ложныхь вершинъ и тавъ какъ точки переезченя АВ и ЕД, ВО и ЕЁ, 
ОР и АЕ лежать на одной прямой лини, то дагонали а4, бе, сГ пере 
свкаются въ одной точкЪ. Такимъ образомъ видимъ, что изъ предложешя 
Паскаля вытекаеть предложене Враншона, слФдовательно это два взаим- 
ныя предложены. Обратно, изъ предложешя Враншюна получаетея пред- 
ложенше Паскаля. 

Операщя вывода изъ дапнаго предложеня его взаимнато еостоить въ 
слёдующенъ механическоиъ продесс$: елова точки и прямая, вписанный и 
описанный заифщаются словами: прямая н точка, описанный и вписанный, 


Вазимный предлощен, 


Пр.Л. Если дв стороны треугольни- 
ха проходятъ черезъ двЪ точки, а три вер- 
шины ето скользять по тремъ даянииъ 
прянымъ, то третяя его сторона будеть 
касаться коническаго сфчешя, 


Пр. 1. Если дв вершины треу- 
тольинка, скользять по прямынъ лин! 
янь, в три его сторолы проходать че- 
резв три данных точки, то третяя вер- 
‘ива опишеть коническое сфчеше (Ма- 
клорень). 


Пр. 8. Если въ предъидущемъ ири- 
м%рф точки, чрезъ которыя проходять 
три стороны треугольникв лежать на одх- 
ной примой тиНи, то геометрическое 
мбото вершины будеть прямая ливня 
(пр. 14, $ 84), 


Пр. 2. Есди прамыя, по которымъ 
евользять три вершины треугольника, пе- 
ресфкаютен въ одной точь, то геометри- 
ческов мфето третей стороны будеть тозка 
{ир. 4. $85). 
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Если два коническя оБченя касаются, то ихъ взаимныя будуть 
также касаться. Въ самомъ дёлЪ, первая пара конических свченй имфету 
общую точву и общую касательную въ этой точк®, слфдовачельно взаим- 


ная пара будеть имфть общую касательную и общую точку. 
Пр. 8. Есяи дв вершнны, опнедн- Пр. 8. Бели двф сторовы вписан- 
нато около коническаго сченя, треуголь- | нато въ коннческое сфчене треугольни- 


ниха екользять по двумь прямымт, то 
теометрическое мфето третей вершины 
есть коническое сЪчеще, имбющее двой- 
ное соприкосновеше еъ даннымъ {пр. 2. 


ка проходять черезь дяВ данныя точки, 
то обвертка третей стороны еезь кони- 
ческое сЪчене, ихвющее двойное соири- 
косновеше съ даннымь (пр. 3, $ 358). 


$ 359). 

$ 403. Мы выше показали, что если двумъ точкам Р,Р; на д==0, 
соотвфтетвують касательныя Рб, Р,5., на [\=0, то касательнымь въ 
точкахь Р, и Р, будуть соотвфтетвовать точни р) и ро, а слЪдовательно 
точка О пересфченя этихь касательныхь будеть соотвфтетвовать хордЪ 
физ. Откуда заключаень, что какой нибудь точкв О и ея лолярБ Р.Р, 
относительно д==0, соотвфтетвуеть прамая ррз и вя полюсъ 4 относи- 


тельно вазимнаго коническаго сЪчешя Д’=0, 


Пр. 4. Воли система коническихь 
сёченй проходить черезъь четыре дан- 
ных точён, то геометричеекое м%ето по- 
яяръ данной точки относительно системы. 
коническихь сфчеюй есть точка (3 228). 


Нр. 5. Вписать въ коническое с#- 
чен!е треугольникъ, коего стороны про- 
ходять черезъ три данныя точки? 


Пр. 4. Если система воническихь 
сБчешй васаетен четырехъ данпыхь ка- 
саледьныхть, то теометрическое ифсто по- 
люеа данной прямой отпоентельно сис- 
темы коническихь ефченЯ есть пряная 
лия ($ 229). р 

Пр. 5. Описать около коническаго 
сУченя треугольник», коего вершины на- 
ходились бы на трехъ данвыхь прямыхъ. 


$ 404. Даны двь ковичесыя сфченя [==0 и № =0, а ихъ взаии- 


ныя /'=0 и К’=0; четыремь точкамъ пересфченя 4, В, 0, 2 первых 
двухъ соотвфтетвують четыре обшйя касательныя 4’, В, 0', Г" шести об- 
щимъ хордамъ коническихь офченй д ий: АВ, ОР; 40, ВБ; АР, ВС 
соотвфтотвують шесть точекъ пересфченя общихь касательныхь 4’В’, 


6'0 АС’, В: 2, В ль Мир. 


Пр. 1. Еолп три коняческйя сфче- | 
Ня имфюгь общфя касательных илн им®- 
ють двойное соирикосновен!е съ четвер- 
тымь, 10 ихъь шесть общихь хордь но 
три проходять черезь одну точку ($ 352), 


Пр. 2. Другими словами, еели три 
коническя ефчея, нифють двойное о- 
прикоснован1е еъ четвертым, то ихъ 
можно разематрявать, вакъ ныфютия 
четыре радикальные центра. 


Пр. 1. Если три коннчесыя сфче- 
я имфють лв облая точки или двой“ 
ное соиривосновене съ четвертым, то 
шесть точевъ перес5ченя общихь каса- 
тельныхь по три лежать на одной пря- 
жой лини (352). 

Пр. 2. Если три коническя сёче- 
я ны\ють двойное еоприкосновеше съ 
четвертымт, то ихъ можно разсматривать, 
хавъ икфющ{я четыре ови подобля, 
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Ир. 3. Если черезъ точку касашйя 
двухт касающихся коническихь сЪченй, 
проведемъ, какую-нибудь, хорду, то ка- 
сательныя въ концахъ этой хорды пере- 
сфкутся на хордВ общей двумъ кони- 
чесвниь сёченямъ. 
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Пр. 3. Если изъ вакой-нибудь точ 
ки общей касательной двухъ касающих- 
ея коническихь офчешй проведемь каса- 
тельных къ каждому изъ нихъ, то пря- 
мая, соединяющая точки ихъ касаня 
пройдеть черезъ точку пересёчевя об- 


щихь касательныхь къ даннымь вонн- 
зескимь сфчещямъ, 


$ 405. Мы брали за основное коническое сфчен:е какое-нибудь изъ 
воническихъ ефченй, но всегда почти беруть въ этомъ методё за основ- 
ное коническое сфчен!е кругъ и полюсы прямыхъ и поляры точекъ беруть 
относительно круга. 


Изь уравнелй круга и полары точки (жи); 


ИиНИ , ит 


легко видфть, что подяра перпендикулярна &Ъ прямой, соединяющей по- 
люсъ съ центромъ, и что прямоугольник, поетроенный на разстоянях® 
Фит. 140. 


полюса и поляры отъ центра круга, равенъ 
квадрату построенному на радус® ^. Если 
дентръ круга есть О, полюсъ Р, поляра 9, 
то имземъ: 


ОР. 00 =? 


Поэтому товорять: еслы изъ данной точки 
О (фиг, 140) опуетимъ перпендикулярь ОТ 
на какую-нибудь касательную въ кривой 
и продолжимъ его до точки р такъ, чтобы ОТ.Ор =, то геометрическое 
мфето точекъ р будеть кривая {’ взаимная кривой д. Очевидно, что это 
то же, что брать полюсъ р прямой РЁ относительно круга, воего радусь 
есть х. 


Легко видьть, что величина радгуса г измфняеть только разыёръ 
кривой д» но не ея форму. Поэтому слово кругъь можеть быть выброше- ^ 
мо, в товорять, что кривая Й’ есть взаимная кривой Д относительно 
точки О, которую называють началолъ. 


Вытода употребденя круга, какъ основнаго коническаго сфченя, за 
ключаютея въ слёдующихь двухъ предложевяхь, котмрыя легко выво- 
дятея изъ того, что было сказано выше и которыя, въ этомъ методЪ, мо- 
туть преобравовать не только предложеня относительно положенщя, но и 
относительно мёры лиш и угловъ, 
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Эти предложешя суть сдфхующия: 

Предложеще 1. Разотояне, какой-нибудь, точки Р оть начала, есть 
взаимное разстояне оть начала соотвётетвующей прямой у. 

Предложене 2. Утоль ТОТ" между двумя прямыии 70 и Т'О. равевъ 
углу рОр, такъ какъ Ор 1 ТО и 01 Т9. 

Пояенимъ сказанное примфрами. 

$ 406, Задача. Найти взаимную кривую даннаго круга относительмо 
хдругаго круга? 

Рьщенае. Пусть начало или центръ основнаго зруга будеть О, пусть 
центр даннаго круга будеть С. Проведемъ, какую - нибудь, касательную 
РЕ въ кругу С, изъ цен- Фиг, 141. 
тра или начала О опу- 
стимъ на нее перпенди- 
куляръ ОР и построимъ 
на этонъперпендияуляр®, 
такую точку р, чтобы; 


ОР.Ор =? 


тд г есть радусь вруга 
0. Наша задача, очевид- 
но, состоитъ ВЪ ТОМЪ, ЧТО- 
бы найти геоиетрическое иЪсто точки. 

На прямой ОС (фиг. 141) поетроимь точку ©, такъ чтобы: 


00.09 = 


и проведемъь М'М 100, Изъ точки р проведенъь рМ 1 ММ’. 
Изъ построеня имфемь; 


00.09 = 0Е.0р 
откуда: 
06_0Е 
0р 09 


Но легко видфть изъ этой пропорщи и изъ треугольниковь КОЁ КОР, 
ООГ, Мог, что: 


ОЕ_СР 

00 № 
откуда: 

06 _ 0 


в -№ 
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Замфчая, что ОС:РО есть величина постоянная, видимъ, то отношене 
разетояей точки р отъ прямой ММ' к оть точки О есть величина по- 
стоянная, слфдовательно геометрическое мЪето точки р есть коническое 
сВчене, коего фокусъ ееть С, директриса, ММ’, а эксцентризитеть ОС:СР. 
Откуда видимъ, что коническое сБчеше будеть эллипеъ, гипербола или 
парабола, смотря потому будеть-ли начало О внутри, вн% или на окруж- 
ноети круга 0. 

$ 407. Принявъ во внима пред. 2, $ 405, имфемъ сл5дующ!я два 
взаинныя предложеня: 


Пр. 1. ДВ касалельныя къ кругу Пр. 1, Прямая, соединяющая фо- 
составляють раяные углы съ ихь хордой | куси съ пересучешемь двух касдтель- 
соприкосновены. . выхъ къ коническому сфченю, длит 


пололамъ утодт, составляемый радгусамиг 
векторами, проведенными язь фокуса въ 
точки соприкосновеня, 


Въ самомъ дфл», уголь между касательной РО и хордою соприкос- 
новешя РР’ равенъ углу между Ори 04, точно также уголь ОР'’Р равенъ 
угяу иежду Ор’ и 04, но такъ какъ /ОРР'=/ОР?Р, то / р04= И ра. 


Пр. 2. Въ круг касательная пер- | Пр. 8. Рамусы, проведенные язь 
пендикулариа въ радуеу проведенному | фокуса коническато сёченя въ точку ка- 
въ точку васаня. - саня вакой-нибудь касательной п въ точ- 


ву, гв эта касательная встрёчаеть ди- 
ректрису, периеядикуллрны. 


Это слфдуеть изъ того, что директриса соотвфтотвуеть центру круга. 


Пр. 3. Праная ливя перпенди- | ° Пр. 3. Прямыя, проведенныя я3Ъ 
куларна къ прямой, сосдиняющей ея по- ‘ фокуса козпческаго сфчешя въ вакую- 
дюсъ съ центромъ круга. нибудь точку и въ точку пересфчевя по- 

ляры этой точкн съ директрисой, перпен- 
дикудярны. 


Пр. 4, Прямая, соединяющая т0ч- . 
к] пересвченя двухъ касательныхь къ ‚ кой-нибудь прямой съ директрисой с0е- 
кругу съ центромъ, дёлить пополамъ ' динимь съ фокусомъ прямою, то эта пря 
уголь можду касатольныки. мая дфяить поноламъ уголь между раде 
усами проведенными изв фокуса въ 109- 
камь вотрфчи съ прямой. 

Пр. 5. Геометрическое мфето то- Пр. 5. Обзертка хордъ коническа- 
чекъ пересфчен{и насолельныхь къ кругу, ТО сёчен!я, составляющихь въ фовусВ 
составзяющихь данный угожъ, есть кругь | ДВНый уголъ, еь ковическое сбчене, 


Пр. 4, Если точку пересфчеши, ка- 


вонцентрическй данному, пы$ющее общй фокусъ н общую дирек- 
трису съ хеннымъ, 
Пр. 6. Обвертва хоряъ соприкос- Пр. 6. Геожетрическое мфето пере- 


зовевша касателыгыкь къ вругу, состав- | сёчешя хасатедьныхь, коихъ хорды ©0- 
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зяющихь данный уголь, есть кругь кон- 
ценхричесвяй данноху. 


Пр, 7. Геометрическое мфото то- 
чекъ касвшя васательныхь, проведен- 
ныхь изь данной точки къ ряду кон- 
центрическихь крутовъ, есть кругъ, про- 
ходящей черезъ ихъ облиЙ центръ и черезь, 
данную точку, 
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прикосновеня составЕлють дачный уголь 
въ фокус$ коническато сфчешя, есть ко- 
ническое сфчеше, инфющее облий фокусь 
х общую директрису еъ данных. 
Пр.7. Обвертка касалельныхъ, про- 
ведевныхъ въ точвахъ пересфченя дан- 
| ной прямой съ рядомъ коническихь сЁ- 
чензй, ихБющихь обаий фокусь и дирек- 
триеу, есть коническое сфчене, имфиищее 
тотъ-же фокусъ н касающееся данной 


прямой н общей директриеы. 

Если въ этомъ послёднемъ примёрь, положимъ что данная прямая 
находится на безконечноети, то найдемъ, что обвертка аесимототь ряда 
типербодь, инфющихъ обий фокусъь н директрису, есть парабола, иизю- 
щая тоть же фокусь и касающаяся общей директрисы, 


Пр. 8. Обяертка хорды, стягива- | Пр. 8. Геометрическое мфето пере- 
| 


свченя двухъ перпенхикулярныхь каса- 
тельныхъ въ параболь есть директриса- 


ющей концы двухъ периендикударныхь 
хордъ, нроходящихь черезъ данную точ- 
ху на кругВ есть центръ круга. . 

Мы говоримъ, выфсто коническаго сзченя, парабола, такъ какЪ взяли 
за начало данную точку на кругВ ($ 406). - 

Пр. 9. Если изъ, какой-нибудь, точки на окружноети вруга, опу- 
етимъ перпендихуляры на стороны вписаннаго въ кругъь треугольника, то 
основав я этихъ перпендикуларовъ лежать на одной прямой лини ($ 300). 


Если данную точку на окружности возьмемъ за начало, то виисан- 
иому ВЪ Еругъ треугольнику будетъ соотвётетвовать, описанный около па- 
раболы треугольникъ; основащямъ перпендикуляровъ соотвфтетвуютъ пря- 
мыя, проходящая черезъ точки соотвфтетвенныя сторонамъ треугольника, 
перпендикулярно въ радусамъ векторамъ, проведеннымъ черезъ начало въ 
эти точки, Слёдовательно, если соединииъ фокусъ съ вершинами опиеан- 
наго около параболы треугольника и изъ этихъ вершинъ возставимъ пер- 
пендикуляры къ этимъ радусамъ, то эти перпендикуляры пересфкутся въ 
одной точкф. Изъ этого слфдуеть, что вругъ, коего даметрь есть разетоя- 
не фокуса отъ точки пересфченя выше упомянутыхь периендикуляровъ, 
мроходитъ черезъ вершины описаннато около параболы треугольника. От- 
куда вытекаеть, что геометрическое м}Всто фокусовь параболь, каеаю- 
щихся трехъ данных прямыхъ, есть кругь проходящИЙ черезъ точки пе- 
ресфченя трехъ данныхь прямыхъ, 


$ 408. Если; 
(6) 
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суть уравнешя прямыхъ, пряходящихь черезь точку пересфченя А и 
. Аз, то’ 


‚4-0 , 4—4 


‚ Ар (1) 


будуть полюсы прамытхь (6), находящеея на прямой (А\,А’,), ели 4’, 
есть ничто иное какъ А,, въ которое подетавлены выъето х выражене 


Изь этого вытекають слфдуюпия предложения: 


1. Ангармоничесвое отношене связки прямыхь (6) равно ангарно- 
ническому отношеню ряда ихъ полюсовъь относительно даннаго кониче- 
скаго офчешя. 


2. Авгармовическое отношене ряда точекъ (7) равно ангармониче- 
скому отношению связки ихъ поляръ относительно коничеекаго сзченя. 


3. Если прямыя, прохолящия черезъ одну точку, составляютъ инво- 
дюцюнную связву, то ихь полюсы относительно даннато коническахго ев- 
ченя составляють инволющонный радъ. 


4. Если точки, находящцяся на одной прямой ливфи, составляють ии- 
волющюнный рядъ, то ихъ полары относительно ханнаго коническаго с&- 
чевёя образують инволющюнную связку. 

5. Точки пересёчен{я связки коничес- 5. Касательныя, проведенных изъ ка- 
кихь сфчен!, проходящей черезь четыре ' кой-нибудь точки, къ ряду конических 
данныя точки, съ кахою-нибудь ирямою | сфчешй, касающихся четырехь данныхь 
образують инволющонный рядъ. прамыхъ, образують ниволюдюнлую связ- 

*}. 

Этихъ примфровъ достаточно, чтобы составить ясное поияте о ие- 
тодЪ взвимныхь поляръ, который принадлежить французскому геометру 
Поиселе, 


ГЛАВА ХУ. 
Методъ прознцуй. 


$ 409. Метожь проэкщй, такъ же вакъ и мегодь вазямныхь поларъ, 
служить вообще къ отыеканю свойствь и предложен фигурь относи- 
тельно положеня, но есть иредложеня и относительно иЪры, въ воторымь 
эти оба иетода могуть быть приложены, 
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Въ настоящем методь эночктю соотвётетвуеть зночке, прлмой-—пря- 
мая, в въ методь вазимныхь поларъ соотвётстне обратное. Воть въ чемъ 
соетоить этоть методъ, 

Если веф точки фигуры на нлоскости соединимь прямыми дишнии 
съ точкою О внё плоскости, то образуется пирамида или конуь, коихъ 
вершины будуть точка О. Пересёчене этой пирамиды или конуса, какою- 
нибудь, плоскостью даеть фигуру, которая называется проэкией данной 
фигуры. Плоскоеть, которая лереекаеть пирамиду или вонусъ называется 
плоскостью проэкий. Воть основныя предложен! этого метода. 


Предяожене 1. Какой-нибудь точкф одной фитуры соотвётствуеть 
точка въ хрутой. 

Вь самомь дЪлЬ, если точка А будеть соединена съ вершиною 0, 
10 точка а, въ которой, какая-нибудь, плоскость пересфкаеть О.А, будетъ 
проэжщя точки АД на этой плоскости. 


Предложензе 9. Проэкщя прямой лини есть прямая лин, 

Вь сомомъ дёлЬ, если воЪ точки прямой лини, соединимь съ вер- 
шиною 0, то образуется плоскость, пересфчеше которой съ плоскостью 
проэкн есть прямая, очезндяо, проэкщя данной. 

Слфдовательно, если нЪфокольво точевъ въ одной фигур лежать на 
одной прямой лини, или нфсколько нрямыхъ лишй пересфкаются въ од- 
ной точк%, то проэкщи точекъ также лежать на одной прямой, а проэк- 
1йи прямыхь проходять черезъ одну точку. 

Предложение 3. Всякая плоская кривая всегха проэктируется кривою 
того же порядка. 

Въ самомь дьжь, если данная кривая пересБкается нрямою въ точ- 
кахъ 4, В, (,...., то ен проэвшя пересфчется проэкщей сЪкущей въ 
столькихь же точках а, 6, с,...., но степень кривой опредЪляется чиеломъ 
точекъ пересфченя прямой съ кривою, а это число одно и то же въ 06Ъ- 
ихъ кривыхь. Если прямая АВ пересфкаеть кривую въ д®йствительныхь 
и мнимых точкахъ, то проэкщя аф пересчетъ проэвцщию кривой въ столь- 
5ИХЪ Же дЪйствительныхь и мнимыхъ точкахъ. 

Точно таже, если двф кривыя перес®каются, то ихъ проэкщи пере- 
СВвутся въ отолькихъ же точкахъ и точка общая одной парв вривыхъ 
есть проэкщя общей точки другой пары. 


Предложене 4. Проэкщя касательной къ кривой есть касательная 
въ проэкци кривой. 

Въ самомъ дфлЪ, если какая -вибудь прямая АВ пересфкаеть кри- 
вуЮ въ точвахь Аи В, то ея проэкщя аф пересфчеть прозецию кривой 
чЪ точкахь а и р. Если точки 4 в В совиадутъ, то совпадуть и точки 
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ви, слВдовательно, когда ирямая АВ дфлается касательной въ данной 
Еривой, то аф дфлаетея касательной къ ея проэкши. 

И вообще, если двЪ вривыя соприкасаются въ нЪеколькихь точьахъ, 
то соприкасаются и ихъ проэкц въ етолькихь же точкахъ. 


Предложенще 5. Если черезъ вершину О конуса проведемъ плоскость; 
параллельно плоскости проэкшй, которая пересфчеть первоначазьную илос- 
кость по прямой АВ, то всякая связка прямыхь лин, имфющая свою 
вершину на АВ будеть проэктироватьея на плоскости проэвщй рядомъ па- 
раллельныхь лий. Въ самомъ хЪлЪ, если дв прямыя перес®каютея на 
АВ, то точка ихъ пересфченыя проэктнруется на безконечноети, схвдова- 
тельно проэкщи такихъ прямыхъ параллельны. 

Обратно, система параллельныхь лиз!Й на начальной плоскости про- 
эзктируется связкой врямыхтъ, коихъ точки пересфченя находятся на пря- 
мой АВ пересфченя плоскости прозв съ плоскостью проходящею че- 
резъ вершину О параллельно начальной плоскости. Это даеть измъ право 
разематривать систему параллельныхь лин, какъ связку, коей точка пе- 
ресфчешя находитен на безконечности, такъ вакъ ихъ проэкщи вообще 
проходять черезь одну точку въ конечномъ разетоящи. Точно также 
вс точки на безконечноети можно разсматривать, какъ образующия пря- 
мую лин!о, такъ какъ ихъ проэкщи находятся на прямой АВ пересфче- 
{я илоскоети проэкщй сеъ плоскостью, проходящею черезь вершину 0 
параллельно начальной пяоскости, 


$ 410. Это суть основныя предложеня настоящаго метода, изь ко- 
торыхъ видимъ, что если какое-нибудь свойство кривой относится только 
хъ положеню, & не къ иЁр, то это свойство сохранаеть и проэкцёя кри- 
вой, Такъ, напримёръ, увидимь ниже, что всякое коничеекое сЪчене мо- 
жегь быть прозвтировано кругомъ, слЪдовательно изъ свойствъ круга мы 
ножемь выводить свойства коническихь офченй. Велый четыреугольнивь 
можеть быть проэвтированъ лараллелограммомтъ, слЪдовательно можемъ изъ 
свойствъ параллелограмма выводить свойства, четыреугольника, 


Пр. 1. Если изъ концовъ хорды въ вруг%, проходящей черезъ одну 
точку, проведемъ касательныя, то геометрическое мфето точки пересфче- 
я этихъ каезтельныхь есть вругъ, 

Тавъ кзкъ всякое волнческое сБчеше можеть быть проэктировано 
кругомъ, то это свойство принадлежить и коничесному сЪченю, 


Пр. 2. Если теоремы Паскаля или Браншона доказаны для круга, 
то онф имфють место и для воякаго воничесваго сЪфчены. 

Изь этого схБдуеть, что если мы желаемъ доказать, какое - нибудь, 
нроэктивное свойство фигуры, то достаточно доказать это свойство дях 
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простЬйшей фигуры, которая можеть быть прозкщей данной, а фигура 
дВлаетел въ проэкиги иростЬйшой, если нфкоторын изъ ея точекъ или 
прамыхъ проэктируютея ла безконечноети. 


Пр. 3. Если желаемь доказать тармоническя свойства полиаго че- 
тыреуголкника АВСР, коего противуположных стороны пересфкаютея въ 
точнахъ Ви Ё, а дагонали въ точкё @, то мы должны веб точьн фи- 
туры соединить съ какою-нибудь точкою О внф плоскости четыреугольника 
и пересфчь нолусъ или пирамиду плоскостью паралдельною плоскости ОЕЁ. 
Очевидно проэкшя прямой ЕР будеть на безконечности, сдЪдовательно 
проэкщи. азе4 ханнаго четыреугольника будет параллелограмъ, такъ какъ 
точка е пересфченя аб и с4 будетъь находится на безконечности, а слф- 
дозалельно противуположных стороны 9 и с4 будуть параллельны. Слф- 
довательшо всяый четыреугольникъ можеть быть проэктированъ паралле- 


лограмомъ. 


Такь какъ дагонали въ параллелограм взаимно дЪлатся пополамъ, 
то магональ ас дЬлитсн гармонически вЪ точкахь а, 9, сне, находя- 
мейся на со; слЪдовательно (0.аее) ==(0.АССЕ), откуда вытекаеть из- 
вфетное гармоническое свойство полнаго четыреугольпива. 


$ 411. Мы сказали, что коническое сфчеше можеть быть прозвти- 
ровано всегда кругомъ, но при этомъ мы можемъ выбрать вершину про- 
эвий О н плоскоеть прозвщй такъ, что одна изъ прямыхъ въ фигур% 
будеть проэктироватся на безконсчноети, вакъ выше уже видфли. Дону- 
етивши это будемъ имЪть слдуюнщйя преххоженя: 

Предложено 1. Если дано коническое сфченю и точка въ его плое- 
вости, то ово можеть быть проэктировано пругомъ, коего центръ веть 
проэкцы данной точки. . 

Доказательство. Для этого надобно ето проэвтировать такъ, чтобы 
полнра проэвщи данной точки была на безконечности ($ 933). 

Предложене 2. Два ноничесвя офченя могутъ быть всегда проэкти- 
ровапы кругами. ` 

Доказательство. Для этото надобно одно изъ нихъ проэктировать 
кругомъ и притомъ тажъ, чтобы одыа изъ ихъ общихъ хордъ прозктиро- 
залась на безконечности, сяфдовательно (& 306) прозкщя втораго кони- 
ческаго сфчешя пройдетъ черезъ дв безконечно удаленных точки на пер- 
зомъ круг, а слФдовательно сама будет кругъ. 

Предложеще 3. Два коническя съчешя, инфющя двойное соприко- 
сновеше, иотуть быть проэктированы вонцентрическими кругами, 


Доказательство. Хля этото надобно одпо изъ вихъ проэктировать 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТЬА. 28 
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кругомъ и притомъ такъ, чтобы ихъ общая хорда ироэктировалась на без- 


воиечности ($ 306), 


$ 412. Теперь предложимъ нЪфеколько примфровъ, какъ изь свойствъ 
круга вызодить свойства коническихь оВчезй или изъ частваго предло- 
женя коническаго сВченя выводить болёе общее. 


Пр. 1. Прямая, проходящая черезъ какую-нибудь точку длится 
тармонически этой точкой, ея полярой и коничесвимъ сЪчешемъ. 


Это свойство и его взаимиое суть проэктивныя и оба имфя мфето 
дин круга, будуть имЪть мфето и для воянаго коническаго сфчена. 


Пр. 2. Ангармоническя свойства точекъ на коническомъ ефчени и 
касательныхь къ нему, имя мфето для круга, будуть имфть мото м для 


всикаго коническаго сфченя. 


Пр. 3. Хорда одного изъ двухъ 
вонцентричесвихь круговъ, касающаяся 
другато, дЁлится нополамъ въ точк\ ка- 
сани. 


Пр, 4. Касалельная въ однону изъ 
трехъ концеятрическихь круговъ, длится 
другими двуия гармонически, 


Пр. 8. Хорда одного изъ коничес- 
кихъ офченй, имфющихъ двойное сопри- 
косновене, касающанея другаго, въ точ- 
ЕВ касаюя дёлитон горконически и въ 
точкВ пересфчешя ея ©ъ хордою сопри- 
восновеня. 

Др. 4. Два изв трехъ коничесвихь 
сфченй, нызющихь двойное сопривоено- 
зеще въ двухъ общихь точкахъ, дёлять 
тармонпчеекя  касательную 5% одному 
ИЗЪ НИХЪ. 


$ 413. Замфчая, что если Ё есть фокусъ, а Аи В суть цикличес- 
вя точки, то АРи ВР суть касательных къ коническому сфчешю, най- 


демъ нёкоторыя интерееныя свойства 


Пр. 5, Геометрическое мфсто цен- | 
тре круга, касающагося двухъ данных 
круовъ есь типербола, коей фокусы 
суть центры данныхъ вруговъ. 


фокуса. 

Др. 5. Геометрическое мвето по- 
люса прямой АВ отноентельво коничес- 
хаго сфчешя проходащаго черезь дв 
данныя точки АВ и касающатося двухъ 
данныхь конпческихь сфчени, также про- 
ходящехъ черезъ точки 4 и В, есть ко- 
ническое сфчене, касающееся четырехъ 
прямыхь 40, СВ, С’А, С’В, гдё Сиб’ 
суть полюсы АВ относительно двухЪ дан- 
выхь воническихь офчев!. 


Въ этомь примфрф мы замфнили слово рузь словами коническое ст- 


чене проходящее черезь точки А ц 
полюсь прямой АВ. 


Лр. 6. Данъ фовусь и двЁ точки 
ва коническомъ сёчеши, геометрическое 


В, слово центрь замЗнили словами; 


Пр. 6. Даны двф касательныя и 
дв точки на колическомь сфчеши, гео- 
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фото пересфченя касалезьных» въ этихъ 
точнахь есть ирямая линйя, 


Ир. 7. Данъ фокусь и двЁ каса- 
тельныя къ коническому сфчению, геомот- 
рическое мфсто другого фокуса сеть иря- 
маа лины. 


Пр. 8. Кругь, онисанный около 
треугольника, описанизго около параболы, 
проходить через фокусъ (8 285). 


Надобио заифтить, что второй 
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метрическое мфето нересфченя касатель- 
НЫХЪ ВЪ этихь точкахь есть нряман ди- 
ня. 

Пр. 7. Даны двф точки А, В к 
деф касалольныя РА и ЕВ, ироходящия, 
хаждая, черезъ одну изъ точекь 4, Вин 
двЪ друця касательныя; геометрическое 
ифето пересфченя касалельныхь РА и 
ЕВ есть ирямая линЁя. 

Пр. 8. Если два треугольника опи- 
саны около коническато офченя, то их 
шесть верминъ находятея нё одномъ &о- 
ническомь с%челн. 


описанный около параболы треуголь- 


ЕИЕЪ есть треугольникъ, коего вершины еуть: фокубъ и хв® цикличесня 


точки. 

Пр. 9. Геожетрическое мфсто цен- 
тра круга, проходящего черезъ данную 
точку и касающатося данной прямой, 
есть параболв, коей фокусъ есть данная 
точвз. 


Пр. 10. Геометрическое м%сто цен- 
тра коничесваго офчешя, касаютщагося 
четырехъ данныхь касатольныхь, есть 
прямая линйя, проходящая черезь сере- 


дины дагоналей, образуемато касатожь- | 


ными четырсугольника, 


Пр. 9. Даны касательная и три 
точки на коническомь ефчени, геомет- 
рическое мфсто пересфчен!я касательныхь 
в двухъ изъ трех данных точевъ, есть 
коническое сфчеше, внисанное въ тре- 
угольникъ, коего вершины суть три дан- 
НЫЯ ТОЧБВ, 

Пр. 10. Геометрическое мфето по- 


| люса, какой-нибудь прямой, относптель- 


во коническато сбчешя, касающагося. 


| четырехь далвыхь касательныхь, есть 


прямая, соединяющая точки четвертыя 
тармоническя, въ которыхъ данная пря- 
мая пересфкаеть дегонали четыреуголь- 


ника. 


Изъ опредёлешя фокуса сллуетъ, что если два коничесвйя сфчешя 


хивють общий фокусъ, то онъ есть точка пересфченя общихъ касатель- 
ных, а слфдовательно коничеся сфченя имфють свойства изложенныя 
въ 8 356. 

Если два коничесыя сфчешя имфють общ фокусь и общую дирек- 
триеу, то ихъ можно разематривать, какъ имфющ/я двойное соприкосно- 
вене, & слЪдовательно он могуть быть проэктированы концентрическими 
кругами. 

$ 414. Перейдемъь къ изслЪдованию свойствъ угловь съ помощью 
метода проэкцй. Замфтииъ при этомъ, что уголь будучи постояннымь въ 
извфетной фигурв не остается постояанымъ въ проэещи этой фигуры, по- 
этому свойства угловъ относительно величины не могутъ быть получены 


изъ евойствь угловъ въ проэкди фигуры. 
28* 
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Пусть х==0, уз=0 будуть уравнеши двухъ лериелдикулярныхь 
прямыхь, то уравнения прямыхь, проходящихь черезь точку пересфченя 
даниыхъ прямыхъ и черезь цикличесвя точки будуть (8 307); 


0 


э--у=0 , я#—й 


которы съ х=0 и у-=0 составляють тгармоничеевую связку. Пусть 
А, В, С, 2 будуть четыре гармоническя точки на одной прямой, Аи В 
могуть быть дЪйствительными и мнимыни, еели эти четыре точки могутъ 
быть тавъ проэктированы, что А и В едфлаютея въ прозыи викличее- 
вими точками, то проожщи прямыхъ, проходящих черезь точки Си Р, 
будуть перпендикулярны. 

Обратно, двВ кавмя-нибудь перпендикулярных прямыя проэктируются 
прямыми, которыя дёлять гармонически прямую, соединяющую проэкщи 
циклическихь точекъ. 


Ир. 1. Каевтельная въ круг пер- | Пр. 1. Какая-нибудь хорда въ во- 
нендивулярна къ рад1усу проведенному | ничевкомъ сфченш иерескается гармо- 
въ точку касания. нически, какою-вибудь касательною я 


ирамою соединяющею точку васаня съ 
полюсомт, хорды (8 208). 


Это слЪдуеть изь предложешя, что хорда проэктируется на плос- 
вости круга прлмою на безконочноети, точки нересфченя хорды съ ко- 
ническимь сфчешемь проэктируютея циклическими точками, а полюсЪ 
хорда—центромъ круга. 

Пр. 2. Какая-нибудь прямая, иро- Пр. 2. Вакая-нибудь прямая, про- 
веденная черозь фокусь кошическаго сф- | ходящая черехь данную точку, прямая 
ченйя, периендикуларна къ примой, сов- | соединяющая ея волюсъ съ этой точной 
дивающей фокусь съ полюсомъ дзивой | и дв касательаыя черезь эту точку, 
прямой. | составляють гаруоническую связку. 


Нр. 3. Найти геометрическое мото полюса данной прямой отноеи- 
тельно системы софокусныхь воническихь обченй? 


Рьщени, Если даны два фовуса, то данъ и четыреугольникь, зъ 
который вписано коническое сфчене, поэтому можемъ приложить пр. 10 
$413. Одна изъ дагопалей этого четыреугольника есть ирямал, соедипяю- 
щая фокусы, слёдовательно одна изъ точекъ искомаго мЪета ость четвер- 
таял гармоническая къ точкЪ, гдЪ данная пряман дьлить разстолые между 
фовусами. Другая датональ четыреутольника есть безковечно удаленная 
прямая и, такъ кавъ концы дагонали суть цикличеек1я точки, то геомет- 
рическое иЪето есть прямая периендикулярная къ донной прямой. Тажимъ 
образомъ геоистричеекое ибото вполн% опред®лено, : 
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Пр. 4. Софовусныя воническя сф- 
чешя переефкаются подъ прямым уг- 
доз. 


Пр. 5. Геометрическое м$ето, пеу- 
пендикулярныхь касалельтыхь въ цен- 
тральному коническому сёченю, воть 
кругь. 


Ир. 6. Если черезь данную точку 
на коническомь сфчени проведемъ даЪ 
периендикулярныя хорды, то геометри- 
ческое мЪсто прямой, соединлющей ихъ 
концы, есть точка. 


$ 415. Пары прямыхъ лин, 


437 


Пр. 4. Если два коннческя сёче- 
я виисаны въ одинъ четыреугольннкъ, 
то двф касательный 8ъ одной нзъ точекь 
вхъ переефченя пересфкаютр гармопи- 


`чески, какую-небудь изь детоналей че- 


тыреугольника. 

Лр. 5. Геометрическое м$сто то- 
зекъ нересфчетя касательныхь въ по- 
пическому сфчешю, которыя дБлять гар- 
монически отрёзокъ АВ, есть коничес- 
вое сЪчеше, проходящее черезь точки 
Ан В. 

Пр. 6. Если черезъь какую-нибудь 
точку на коническомъ сфченш проведем 
тармоннческую связку, коей два луча 
постоянны, то геометрическое мфсто хор- 
ды, соединяющей точки переефченя двухъ 
остальныхь лучей, есть точка. 


проходящихь черезъ одну точку и 


при томъ такь, что каждая пара составляеть равные углы съ данной иря- 
мой, нересЪкаютъ безконечно удаленную прямую въ точкахъ, составляющихь 
инволющонный рядъ, коему принадлежать циклическ!я точки, кавъ со- 
праженныя. Въ самомъ дВяЬ, эти пары переефкають какую-нибудь пря- 
мую въ точкахь, образующихь инволющенный рядъ, коего двойных точки 
суть переефчене прямой внутреннею и виЪинею равнодфлящими углы 
между прямыми, Изъ этого очевидно, что цикличесыя точки принадле- 
жать вистемЪ, такъ какъ прямыя, направленныя кт нимъ, суть сопряженно 
тарионичесыя съ каждой парой перпендикулярныхь прамыхь (Пред, 2 
$ 307). 


Пр. Касалельныя, проведенныя изЪ 
какой-нибудь точки къ снстемв софокус- 
ныхъ коническихь сфченй, соетавляють 
равные углы съ двумя давныхи прямыми. 


Пр. Касательныя изъ какой-нибудь 
точки къ систем8 коническихь ебченй, 
внисанвыхь въ дачный четыреугольникь, 
нересфкають какую-нибудь изъ дгона- 
лей этого четыреугольника въ точвахъ, 
образующихт инволющонный рядъ, коего 
сопряженныя точки с суть концы аго- 
пали. ° 


$ 416. Двф прямыя, составляющ!я постоянный уголь, пересфкаютъ 
безконечно удаленную прямую въ точкахь, коихъ ангарионическое отно- 
лен! съ циклическими точками есть величина постоянная. 

Если 2=0, у=0 суть двЪ прамыя, составдяющя уголь ®, то на- 
правлеше къ циклическииь точкамъ даетея уравненемъ: 


у 25усоз8 =0 
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разлагая это уравнеше на линейные множители, легко вид®ть, что ангар- 
моническое отношене четырехъь лин будеть постояино, если уголъ $ 
есть величина постоянная. 


Пр. Предложене, что уголь ваисанный въ сегменть круга есть ве- 
личина постоянная, есть ничто иное какъ предложеше, что зигармони- 
ческое отношеве четырехь точекъ на круг, изъ коихъ дз суть дикли- 
ческя, есть величина постояннах. Сказаннаго достаточно для составлен я 
яснаго повятя о метод проэкщй, 


$ 417. Таковы два геометричесые метода для изелёдованя свойствъ 
кривыхь лин; въ одномъ изъ нихь координаты двухъ сиетемъ точек 
тавъ связаны между собою, что каждой точиЪ въ одной систем соотвёт- 
ствуетъ точка въ другой, каждой прямой соотвЪтетвуеть прямая— это ме- 
тодъ проэкц. Во второмъ, каждой точкЪ въ одной систем соотвфтотвуеть 
иряиая въ другомъ и обратно-—это методъ взиимиыхь полнръ. 


Эти два метода можно обобщить и изложить аналитически слёдую- 
щимъ образом. 


Пусть будуть двЪ системы точекъ въ одной плоскости или въ раз- 
личвыхь плосвоетяхъ, пусть каждая изъ системгь будеть отнесена къ ко- 
ординатнымь треугольвикамь 21==0, 22==0, лз==0 въ первой енстем® я 
З:==0, уз=0, уз ==0 во второй. Если координаты точекъ этихъ двухъ 
сметемъ будуть веегда связаны уравнешемъ: 


(ал, о, та, У, У Уз) = 0 


то, принимая 2, т», хз за поетоянныя величины, & у, у. Из за перемя- 
ныя, будемъ имфть кривую во второй систем®, соотвётетвующую точь 
въ первой и обратно, СлЪдовательно хаждой точЕЪ въ одной систен® бу- 
деть соотвфтетвовать вривая въ другой. Но если координаты точекъ пер- 
вой систеиы будуть линейныя функши другой, то обратно’ поордиваты 
точекъ второй системы булутъ линейныя функции координатъ первой. При 
такой зависимости, очевидно, каждой точьЪ въ одной систем будеть 0- 
отвЪтетвовать точка въ другой и обратно; каждой прямой въ одной еи- 
стемф будеть соотвётетвовать прямая вЪ другой ит. д. 


Если координаты точекъ въ одной систеиЪ будуть связаны линейно 
©Ъ координатами прямой въ другой систем, то, очевидно, точЕЪ въ одной 
систем будеть соотвЁтетвовать пряман въ другой и обратно. Такова 0б- 
щан мысль обобщен двухъ геометрическихь методовъ: метода прозеЩЙ 
и метода взаимныхь поляръ. 
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Сечени конуса плоскостью. 


$ 418. Кривыя втораго порядка называють коническими съисшями, 
зотому что во онф могуть быть получены пересфчешемъ конуса плос- 
хостьй въ различныхь направден!яхъ, 


Открыте коническихь сфчешЙ древше теометры приписываютъ уче- 
нику Платона Менайхму и лозтому чаето называють эти кривыя „тр:адой 
Менайтмо.“ Н®которыя же геометры ихъ открыт приписывають самому 
Платону, но это мифе едка-ли справедливо, Цервый изъ геометровъ ис- 
черпавпий до малёйшихъ подробностей свойства коническихь сбченй быль 
Анполонй Пергскй (во 11 в. до Р. Х.); ему припиеывають и названия: 
эллинеь, гипербола и парабола-—недостатокт, избытокь и равенство. Сна- 
чала геометры получали этя кривыя, пересфкая конусъ илоскосью, периея- 
хдикулярною къ образующей или ребру, и, такимъ образомъ, получали эллинеъ, 
если конусъ быль остроугольный, параболу, если онъ былъ пряноуголь- 
ный и гиперболу если конусъ быль тупоугольный, ЕвтовЕй (въ УТ в. посль 
Р.Х.) говорить, что и назваяя эти произошли по этой причинф, т, е. 
если конуеъ былъ остроугольный, то недоставало до прямаго угла—элдинсъ, 
если конусъ быль прямоугольный, то было равенство--парабола, вели 
уголь быль тупой, то былъ избыятокь надъ прямымъ угломъ—ргипербода. 
Но Цапусь, живийй равьше Евтовя, говорить, что назвавя эти произо- 
шли оть елфдующихь свойствъ этихъ трехъ кривыхъ. 


Если эти кривых будуть отнесены къ ихъ вершинаиъ, то ихъ урав- 


неня будуть: 
р 
У — пай, Ир, ие - 


Сявдовательно въ эллипов противъ параболы недостаеть того, что является 
избытком въ гипербол», 

Апполонй Пергсвый показаль, что вс коническя сфчещя мотуть по- 
лучится изъ одного и того-же конуса, пересфхая его плоскостью въ раз- 
личныхь направленяхъ, Въ заключене покажемъ это. 


$ 419. Предложеная. Вривыя, полученных пересфчешемъ конуса пв- 
ралдельными плоскостями, подобны, 

Доказательство. Пусть О (фиг. 142) будетъь вершина, конуса, пуеть 
прямая ОД, соединяющая какую-нибудь точку А въ плоскости сфчевя, 
вотрёчаеть параллельную ей другую плоскость въ тозк» а, проведемъ ра- 
друеы векторы изъ точекъ Ди д къ соотвфтствующимъ двумъ точкамъ В 
и ф на кривыхъ, 
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Изъ подобя треугольниковь А АОВ и А а0Ь имфемь: 


Фит. 142. АВ _ 40 


х такъ кавь такая зависимоеть существуеть, 
для везхь радусовь векторовъ, проведенныхь 
изъ точекь А и а, ко вофиъ соотв тотвениымь 
точкамъ на кривыхъ, то эти кривыя подобны 
{$ 287). 

Олудетие. ВеЪ сфченшя копуса, имющаго 
основантемъ Еругъ, плоскостями параллельными 
основанию, суть круги. 

$ 420, Опредьлеще. Конусь, коего осно- 
зан есть кругь, называется прямымь, если 
оенованю перпеядивуляра, опущеннаго изъ вер- 
шины на основане есть центръ основан, въ противномь случаЪ конусь 
называется косымь. Раземотримъ сначала сфчене прямого конуса. 


Предложен!е. Пересфчене прямого конуеа плоскостью можеть быть: 
эллииеъ, гипербола и парабола. 

Фиг. 143. Доказательство. Пусть (фит. 143) ОАВ 
булеть плоскость, проходящая по оси ОС пер- 
пендикулярно къ плоскости МЫМ сфченя ко- 
нуса, пусть плоскости сосновая АБВ и сЪче- 
мя М5М будуть об периендикулярны къ 
плоскости АОВ, Пусть В5 будеть пересфчеще 
освовашя АЗВ сь МЗМ, очевидно Аб тавже 
пернендикулярна къ плоскости АОВ. 

Случай 1. Позожимъ, что прямая МЛ, 
по которой перес№каются илоскости АОВ и 
М5М, пересвкаеть об стороны ОД и ОВ 
треугольника АОВ, еь одной стороны верши- 
вы 0. Проведемъ плоскость «5%, параллельно основаню АбВ, черезъ ва- 
кую-нибудь изъ точекь 5 еБченя МУМ, 


Тажъ какъ сфчене АБВ и а56 суть круги, то имфень: 
5" == АВ.ВВ ,‚ 5 = ат 


Но изъ подобя треуголькиковь Л АЕМ и ЛДаМ; АВАМ и АХ 
можно показать, что: 


АЕ. ВВ: ЕМ.ВМ == а". : ММ 
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откуда: 
52:15? = МЕ. ВМ: Ми М 


а такая зависимость показываеть, что сёчене М5$М№ есть эллицеъ: 


Случай 2, Прямая ММ ветрёчаеть прохолжене одной изъ сторонъ, 
наприи ръ ОА (фиг. 144). Поступая, какъ вытне, найдень гу же завиеи- 
мость, но только точка М будеть Фиг. 144. 
лежать на продолжеши ребра ОА. 
Легко видфть изъ этой зависимо- 
сти, что это будеть гипербола. 

Случай 3. Пусть (фиг, 145) -—— 
пряжая ММ || ОА. Въ этомъ елу- 
ча}, такъ КАКЪ: 


АВ-= а" 
и 
ЕВ: = МЕ: № 
то имфемъ: 
18 АВ.ЕВ ‚, = АЕль 
откуда: 
85? 
18? = Зв. 7 
но: 
В8: ЕВ 
есть велячина постоянная, слфдовательно это евой- Фит. 145. 
К 


ство параболы. 

Проэкии касалельныхь въ точвахъ Ан В къ 
кругамъ суть касательныя въ точкахь Ми М къ 
коническимъ сченямъ. Если коническое ефчеше бу- 
деть парабола, то точка М и касательная будутъ на 
безконечноети, слфдовательно опять приходимъ къ 
тому заключено, что каждая парабола имфеть ка- 
сательной безвонечно-удаленную прямую. 

$ 421. Теперь положимъ, что конуеъ косой. Пусть основаше конуса 
есть кругь; ебчеше конуса ллоскоетями параллельными оснозанно, какъ 
ны выше видфли, будуть круги. Пусть М5М№ будеть перес®чет конуса 
съ какой-нибудь плоскоетью, пусть АОбЕЁ будеть иругъ, полученный оть 
переефчен!я конуса плоскостью параллельною оскокано и при томъ про- 
зеденною такъ, чтобы кривая и кругь имфли общую хорду, пусть эта 
хорда будеть 05. 
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Проведемъ (фиг. 146) Даметрь КЛ, дфлящй хорду 98 пополамъ, 
проведемь прямыя ОК и ОГ: эти прямыя пересфкуть кривую М5МО въ 


Фит, 146, точкахь Ми М, прямая КГ будемь, очевидно, 
т) 


прокцы ММ, 
Изь построеня имфемт: 


85'=КВ.ВЁ ,‚ 19 == Ке.6 


если +5 есть хорда пересфчены кривой другой кру- 
товою плоскостью. Изъ нодоб я треугольниховь 
КЕМ и КМ; ГВМ в ИМ зъ плоскости ОГК 
найдемъ, что: 


88? :т5? == МЕ. ВМ: М'.7М 

а это показываеть, что кривая МУМО есть коническое овчене, въ кото- 
ромъ ММ есть ламетрь вопряженный хордЪ 95. Крикал будеть эллипсъ, 
если ММ пересфваеть 0$, и ОК по одну сторону вершины 0. Гипербола, 


если ММ пересфкаеть эти прямыя съ различныхь сторонъ точки О, и на- 
конець парабола, если ММ параллельна одкой изъ вримыхь ОГ, и ОК. 


$ 422. Предложеще. Если плоекость круговаго еБченя конуса пере- 
еЁчетел, какою-нибудь, плоскостью, то сопряженный даметрь общей хор- 
ды 98 въ этомъ счени и въ круг пересвкуть 95 въ одной точкф. 

Фиг. 147. Это предложене очевидно, если коническое 
свченще и вругъ пересбкаются въ хБйствительныхь 
точкахъ, но требуетъ доказательства, если 08 пе- 
рееБкаетъ обф кривыя въ мнимыхъ точках, 

Доказательство. Пусть (фиг. 147) 08 будеть 
пересфчен!е плоскостей: вовическато сфченя 939 
и круговаго ДЕР, 

Лусть ОЕ будеть даметръ перпендикуляр- 
вый въ 05, проведемъ такую плоскость 94/ кру- 
говаго сБченшя, въ которой-бы пересзкались кругь 
и коническое сзчеше въ дёйствительныхь точкахъ 
Чи 3, очевидно 48 || 05, черезъ средину г хорды 4; проведемъ Ку, мы го- 
воримъ, что Аг есть сопраженный маметрь направлен ю 93 или 95, 

Въ самонъ дфлЬ, ламетрь а/, перпендикулярный въ 45 въ кругВ 49, 
очевидно, есть проэкщя даметра ОЕ, слЪдовательно геометрическое ыфсто 
ерединъ хорлъ параллельныхь 4; и 95 будеть плоскость Оа{. Откуда елф- 
дуеть, что даметрьъ, сопряженный 05 въ каком-нибудь сЪчени есть пе- 
ресфчеше плоскости Оа{ съ плоскостью сфчешя, слховательно А» и есть 
этоть даметръ, ` 
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Легко видЪть, что: 
ур ==15 , д’ Евад, Мам. парал. 48 
Но изъ подобия треугольниковъ, какъ выше, имфем: 


4". 7{: РЕ. ЕР==9г.1й: 98. ВЕ 
откуда: 
РЕ. ЕВЕ: В.В =18*: квад. дам. парал. 98 
а потому, если дано коническое еБчене чйу, то можно опредёлить прямо- 
угольникь РЕ. ВЕ, т, е. квадрать касательной проведенной изъ точки А 
къ кругу РЕЁ. 

$ 423. Остается показать, какъ выше упомянули ($ 410), что всякое 
коническое сфчеше можно проэктировать кругомъ. 

Пусть 95а будетъ, какое-нибудь коническое сВчеше и ТЁ какая-ни- 
будь прямая въ его плоскости (фиг, 147), очевидно, вадобно найти вершину 
конуса, коего основан есть данное коническое сёчене 954, и притомъ таЕЪ 
чтобы 5ривая пересфченя этого конуса плоскостью параллельною плос- 
кости ОРГ, быль кругь. Тогда веб сБчешя конуса плоскостями парал- 
лельными плоскости ОТЕЁ будуть круги 

Если Г, есть точка пересбченыя прямой ЕТ съ сопряженнымь ей 
дланетромъ #9, то изъ предъидущаго параграфа слёдуеть, что разетоян!е 
ОГ, будеть известно, такъ какъ вершину О можно разсматривать, какЪ 
безконечно малый вругь и мы имемь: 


ОТА: Тиз == 73%: квадр, мам. парал. ТЕ 


ОГ, находится въ перпендикулярной плоскости къ ТТ, Такъ какъ относи- 
тельно разстояя!я ОГ мы не иыфемъ другихъ условй, то изъ этого заклю- 
чаемъ, что вершина искомаго конуса находится на окружности круга въ 
плоскости перпендикулярной къ ТЁ, коего радусъ ееть ОЁ, 

$ 424, Предложене. Если въ прямой конусъ пересёченный, какою- 
нибудь, плоскостью впишемъ шаръ, который бы касался плоскости сче- 
ня, то точка прикосновенн его съ плоскостью сфчевя будеть фокусъ 
ковическаго сфчешя, получен- Фиг. 148. 
наго пересфчешемь плоскости 
съ конусомъ, 

Доказательство, Возьмемъ, 
хакую-нибудь точку Р(фиг.148) 
на коническомъ сВчени, соеди- 
нимъ ее съ вершиною О пря- 
мою ОР, которая пересфчеть плоскости соприкосновевн шаровъ еъ кону- 
сокъ въ точкахъ Ди 4. 
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Еели шаръ касается плоскости сфченя въ точкВ Р, то очевидно 
РР==РЕ, такь кавъ РО и РЕ суть касалельныя къ шару, точно также, 
если ЕР’ есь точка привоеновенн другаго шара, то Рё=- РЕ"; откуда: 


Рр-|+ РА= ра-=РЕ-- РР 


Но отрЁзокъ Л@ есть величина постоянная, слЬдовательно точки Ри Е’ 
суть фокусы коническаго сфчешн. Это интересное предложене было уже 
извфетно Апполовю Нергекому. 


Ортегональная проэвци. 


$ 425. Если изъ вефхъ точекъ фигуры опуетимъ перпендикуляры на 
какую-иябудь плосжость, то оенозаня перпендикуляровъ образуют на 
плоекоети фигуру, которая называстея ортоюнальной проокщей данной“ 
фигуры. 

Сльдовательно ортотональная прозкщя фигуры ееть перпендикуляр- 
ное офчеше къ ови цилиидра, проходнщато черезъ данную фигуру, 

Легко доказать сяфдующия свойства ортогональной проэкии: * 

1. Веб параллельные отр®ахи находязся въ постоянномъ отношени 
въ ихъ проэнца. 

2. Всв отрЁзки параллельные пересфченно плоскости фигуры съ 
плоскостью проэкщй равны ихъ ортогональнымь проэкщинъ. ` 


3. Площадь фигуры въ данной плоскости находится въ постоянноиъ 
отношени въ площади ея ортогональной проэкщи въ другой илоскоетя. 


4. Эллипеь можеть быть ортоговально проэктированъ кругомъ. 


Конец первой части. 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ, 


Аналитическая Геометрия трехь изи® рений. 


ГЛАВА ХХУ. 


Методъ коердинатЪ въ пространств, 


$ 426, Въ Аналитаческой Геометри двухъ изифренй положене точки 
на плоскости, какъ мы видфли, опредфляется разстолями ея отъ двухъ 
перпендикулярвыхь между собою прямныхъ, Чтобы онредфлить положев{е 
точкн въ пространств, возьмемъ три прямыя ОХ, ОУ, 02, проходнийя 
черезъ одну точку О (фиг. 149) перпендикуларныя между собою. Эти пра- 
мыя называются координатными осями, ось Х, Фиг. 149. 
ось У, ось 2. Точка, ихъ пересЪченя О налывается 
началомь координат. 


Плоекости, опредфленныя осямя ОХ и ОУ, 
ОХ и 02, ОГ и 02, называются координатными 
плоскостями. Обыкновенно нлоскоеть (ОХ, ОУ) 
представялется горизонтальною, елфдокательно ось 
Е будеть перпендикулярна къ ней. 


$ 427. Есди знаемъ разстояне точки Р (фиг. 150) въ пространств 
отъ координатныхь плоскостей (07,07); (0Х,027); (ОХ, ОУ), то положе- 
я точки относительно координатныхь плоскостей зполнЪ опредфляется. 

Нусть разстояня оть плоскостей (07,07), (0Х,07) и (0Х,0У) 
будуть: 


т. е. ОА-=а, ОВ-=Ъ, ОС==е. Черезь точки А, В, С проведемъ плоеко- 
сти, перпендикулярных къ осямь Х, Уи 2. Вс» точки плоекоети перлен- 
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дикулярной въ ови Х будуть находится на разстонни а оть плоскости 

{07,02); ве точки плоскости перпендивулярной къ оси У будуть нахо- 
хитея ва разетоян/ 5 оть плоскости (ОХ,02), 
и наконець всЪ точки плоскости перпенди- 
кулярной къ оси Х будуть находитоя на 
разстояви с отъ плоскости (ОХ, ОУ), сл%- 
довательно точка, Р находится ина перее*- 
чени этихъ трехъ плоскостей и вполнЪ опре- 

. дфляется. Числа а, 6, с называются хоорди- 
натами точки Р. Изь этого видимъ, что 
положене точки въ пространств опредж- 
ляется тремя уравненйями: 


Фиг, 150. 


хоторыя пишуть въ символической формЪ, для сокращеня, въ видЪ сим- 
вола (а, В, с). 


Три перпендикулярных плоскости дфляять все пространство на во- 
семь тождественныхь чаетей, которыя суть трегранные прямые углы. Въ 
хаждомъ изъ этихъ угловь изходится точка, которой положене опредф- 
ляется тЪни же числами д, 6, е, 


Въ саномь дл», если ОА =04'-=а (фиг, 151); ОВ=0В'=8; 
0б= 0С'=е, то восемь точекъ Р,, Р,, Рь, Р.; Р, Р", Р", Рм бу- 
Фпг. 151. дуть овредфляться числами в, В, с, слЪдова- 
тельно ие отличаются одна оть другой эти- 
ни числовыми значенями. Чтобы отличать 
эти точки одна отъ другой необходимо сдф- 
дать уелоще относительно знаковъ, указы- 
вающихъ направленше, по которону числа 
а, 5, с отечитываются отъ точки О по осямъ 
Х, У, 2. 

Для этого условились отъ начала О, 
во оси Х, отвладывать вправо числа поло- 
жительныя, а влфво отрицательныя; шо оси У въ направлени ОВ положи- 
тельныя, а по ОВ’ отрицательныя, и наконець по оси # въ верхъ поло- 
жительныя, а внизъ отрицательныя. Такое услове даеть возможность от- 
личать одну отъ. другой всЪ восемь точевкъ Р, точно также кавъ отли- 
чаяи четыре точки въ геометр!и на плоскости, 
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Такъ: 

#=-а а=-а 2=—а д=—4 
В у; Бу; В уЖ-Ь; В у=-Ь 

в=-е а=-с = я==--с 

#=-а = а х а а 
Ро уж-Ь ; Ру $; р $ ; Р^ ужЬ 

#=—6 а=—е =—с —=-—5 


Точки Р, Рь Рь (фиг. 150) называютея проэвщями точки Р на коорди-. 
ватнныхь плоскостяхь (ОХ, 02); (0У,02); (0Х,0У). Эти точки ва соот- 
вЪтсгвенныхь координатныхь плоскостяхъ опредвляются уравненями: 


у=ъ 


#—4 
Р 
у 


Мы предположили, что координатныя оси перпендикулярны между собою, 
но оф могуть быть наклонены подъ извЪстными углами одна къ другой. 
Тогда за координаты точки принимаются разстояня точки Р отъ воорди- 
натныхь плоскостей, отечитываемыя параллельно координатнымъ осамъ. 

Слфдовательно, если даны координаты точки, то ея положеше отно- 
сительно координатныхь плоскостей вполнф опредёлнется. 

Обратно, если положеше точки относительно координатных плос- 
коетей дано, то легко опредфлить ея координаты. Для этого надобно че- 
резь данную точку Р (фиг. 150) провести три плоскости перпендикуляр- 
ныя къ воординатнымъ осямъ; разстоянёя точекъ ветрёчи этихЪъ плоскостей 
съ осяии отъ начала, координать и будуть иекомыя координаты точки. 

Легко видЪть, что координаты точекъ Р,, Рь, Рз (фиг. 150), лежа- 
щихь на плоскоетяхь (ОХ, 07); (ОХ, 02); (ОХ, ОУ), суты 


- х=а д=0 = 
В у=0 ; В у=6 ; Р у=ь 
#=с = #=0 


Коордиваты точевъ 4, Ви С, ленащихь на осяхъ, суть 


#=а &=0 
А у=0 ; $ С ужо 
#=0 = 
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Наковень координаты начала О суть 


=0 , 


Теометричесное представлеме уравненя между поординатамя точви въ пространств. 


$ 428. Ве точки плоскости, проведенной на разстони 5 
начала коорхдилатъ периендикулярко въ 06 Х, находятся на р: 
а отъ координатной плоскости (ОТ, 02), елфдовательно уравнене: 


Ел а 


и представляетъь эту плоскость. Координаты у ид могутъ получать вс\- 
возможных значеня, т. е. остаютех неопредфленными. 
Коли будуть даны совокушио два уравненя: 


& 2 остается неопредвленнымь, то легко видЪть, что этимъ уравкешяиь 
будуть удовлетворять всф точки прямой нересфчешя плоскостей х-=а и 
у=5. Эта прямая перпендикулярна къ плоскости (ОХ, ОУ) и ветрчаеть 
эту плоскость въ точк® Р; (фиг. 150). Изъь этихъ даухъ проетыхъ ври- 
мЪровъ видимь, что одно уравнене предетавляеть поверхность, въ раз- 
сматривасмомъ. случаЪ плоскость, а два уравяеня предетавляють линю, 
въ настолщемь случаЪ прямую. Наконець видфли, что три уравношя. 


предетавляють точку. 
$ 429. Цосмотримъ теперь, что предетавляеть уравнене между ко- 


ординатами х, у, 2: 
Е(х, у, д =0 1) 


Рашимъ это уравнене относительно 2, пусть это рёшене будеть: 


2= (т, у) (2) 


Такъ какъ воординаты х, у, 2 связаны только однимь уравнешенъ, 
то дв изъ координать, наприм®рь хи у, могуть получать совершенно 
произвольныя значення, а & будеть опредфлятся съ помощью вредъиду- 
щаго уравненя и получить одно или нёсколько значенй, для каждой па- 
ры значенй 2, у, смотря по свойству уравнешя (1). Возьмемъ, какую-ни- 
будь, точку на плоскости (ОХ,`ОУ), пусть ея координаты будуть а и В, 
подотавимь эти числа въ уравнеши (2) и опредфлимъ 2; пусть #==е, 
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Изь точки (а,Б) на плоскости (ОХ,ОУ) возетавимъ перпендику- 
ларь и отложимъ на немъ отрзокъ равный с, получимъ точку въ прост- 
рансте, координаты которой (а,5,с} будуть удовлетворять уравнениям 
(1) или (2). ДЪлая подобныя построевя для вефхъ точекъ плоскости 
(0Х,0У), получимъ соотьфтственныя точки ина перпенхикулярахъ воз- 
ставленныхь изъ точекъ плоскости (ОХ,ОУ). Концы этихъ перпевди- 
куляровь образують непрерывную поверхность, которая и будет геомет- 
рическое представлене алгебраическаго уравнешя (1) съ трамл перемн- 
ными. Можеть случится, при лостреенци, что для извъетныхъ точекъ плос- 
кости (0Х,ОУ) значеше для 2 будеть ининое, тогда въ этомь ибсть 
нфтъ поверхности; а иногда извфетнымь точкамъ на плоскости соотвфт- 
отвують, каждой, два и болфе значеня для 2, тогда поверхность можеть 
имфть нзеколько втвей. 

Вообще форма поверхности зависить отъ уравненя. Обратно, если 
знаемъ, какое-нибудь свойство извЪстной поверхности, принадлежащее 
хаждой ея точкЪ, то выражая 310 свойство уравнененъ между хоордина- 
тами точекъ, это уравнеше и будеть алгебраическое представхене геомет- 
рической поверхности. Напримръ, мы знаемъ, что вс точки поверхности 
шара равно удалены отъ его центра; выражая это свойство уравнешемъ 
между координатами точекь его поверхности, это уравнене и будеть его 
загобраическое предетавлене. 


$ 480. Мы видфли въ Акалитичесвой Геомет и двухъ изм®ревй, 
что уравнен!е: 
(её, у) -=0 Фиг. 159. 


представляетъ вривую на плоскости 
(0Х,0У). Пусть эта кривая будеть АВС 
(фиг. 152). 

Черезь каждую точку этой кривой 
возетавинъ перпеядикуляры КЪ плоскости 
(0Х,ОУ), эти перпендивуляры образують 
цилиндрическую поверхность, которая и 
будеть теометрическимъ представленемь 
уравнения /(е, у) =0. . 

НВ самомъ дфлЪ, такъ какъ въ урав- 
нене не входить 2, то всякая, произ- 
вольно взятая, точка на построенной цилиндрической поверхности, будеть 
иифть координаты на плоскости (ОХ, ОУ), которыя удовлетворають урав- 
неню /(х,у) ==0, сяфдовательно это уравнене и представляеть цилиндри- 
ческую поверхность, коей женератриеы перпендикулярны къ плоскости 
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(0Х,0У). Уравнешя Й(,2)==0`и Ь(у,2)==0 будуть представлять тавя-же 
цилиндрическ!я поверхности, коихъ женератрисы будуть, одна перпенди- 
хулярна въ плоскости (ОХ, 07), а другая къ плоскости (01,02). Напри- 
м$®ръ, уравнене: 


у зах (3) 


предетавляеть прямую на плоскости (ОХ, ОУ), а въ пространствв илос- 
кость перпендикулярную къ плоскости (ОХ, ОУ) и коей пересфчене съ 
этой послфдней есть прямая (3). 
Уравнев!я: 
до , уже 4 (4) 


предетавляють, первое плоскость перпендикулярную къ плоскости (0Х,02), 
а второе плоскость перпендикулярную къ плоскости (ОУ, 07). Сововуино 
же онф будуть представлять пряную въ пространств#— пересфчеще двухъ 
плоскостей {4), тавъ кавъ координаты зефхъ точекъ этой прамой будуть 
удовлетворать обфимъ предъидущимь уравнешямъ, 


Мы уже выше видЪли, что уравнения: 


представляють прямую, перяендикулярную къ плоскости (ОХ, ОТ). 
$ 431. Возьмемь два уравнешя: 


Кель) =0 я Пед =0 (5) 


каждое изъ нихь представляеть, взкъ зидфли, поверхноеть, сорокуиво-же 
онЪ представляють точки общуя обфинъ поверхностям, т, е. кривую, по 
которой эти поверхности пересфкаютея, тахъ какъ координаты каждой 
точви этой кривой должны удовлетворать обфимъ уразнешамъ (5) поверх- 
ностой. Слфдовательно двф поверхности, совокупно взятыя, предетавляеть 
кривую въ пространств®. 


Иесключимь изъ уравнений (5) переминое 2, то получимь уравнеше: 
фбуу=0 * (6) 


это уравнеше, какъ вндфли выше, представляеть цилиндрическую поверх- 
цоств, коей женератрисы перпендикулярны къ плоскости (ОХ, ОУ). Эта 
цилиндрическая поверхность, очевидно, проходить черезь кривую перес®- 
чешя поверхностей (5), такъ какъ координаты вефхъ точевъ этой кривой 
удовлетворяють уравненю (6). Слфдовательно кривая представляется нё- 
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дётою на цилиндръ $(7,у) =0. Исключая у изъ уравненЁй (5), найдемъ 
цилиндрическую поверхность; 


фи, =0 


на которую надЪта та же кривая. СлФдовательно, кривую, пересфчене по- 
верхностей (5), можно представить перёсфченемь двухъ цилиндровъ: 


94, =0 , и) =0 


коихъ уравнешя получаются исключешемъ сначала 2, 8 мослЬ у, между 
уравненями поверхностей (5). Очевидно, что трей цилиндръ: 


фа (у, 2) =0` 


полученный иеключешемъ 2, пройдеть также черезь ту же кривую, но 
двухъ цилиндровъ достаточно для представлен я кривой въ пространетв®, 
Сл»довательно кривая представляется надфтою ва три цилиндра, коихь 
женератрисы перпендикулярны къ кооухинатнымъ плоскоетямъ. 


Возьнемъ уравнен!я двухъ поверхностей: 
Ка, =0 , в==а 


первое изъ этихъ уравненНй представляеть, какую-то поверхность, а вто- 
рое плоскость параллельную плоскости (ОХ, ОУ) на разстояви а. Сово- 
хунно эти уравнешя представлають кривую переефченя поверхности 
Тау, ==0 въ плоскостью ==; исвлючеше 2 изъ этихъ уравневй даетъ 
цилиндрическую поверхность: 


Гая =0 


или кривую на плоскости (ОХ, ОУ). Давая всевозможных значеня коли- 
честву а получимъ рядь кривыхъ, коихъ форма даеть ифкоторое понят 
о форм поверхности: 


Раю =0 [2 


зоже ножно сдёлать относительно координать 2, у, что даеть еще опре- 
дфленифе поняте о форм поверхности. 


Очевидно уравненйя: 
Рау, 0)=0 , [(а0д=0 , Гу =0 


полученныя, полагая послфдовательно въ уравнении (7) #=0, у==0, х==0 
29* 
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будуть предотевлять кривыя пересфченя поверхности /(2,у,2) == © съ во- 
ординатными плоскостями (ОХ, ОУ), (0Х, 02), (0Х,02). 
$ 432. Если будуть даны три поверхзости: 


Дау д=0 , Бао д=0 , Берд ==0 {8) 
то изъ этихь трехь уравнешй можно опредфлить х, уи 2; пусть: 
х=а ‚, У=Ь , 2=6 {3) 


эти величины прадетавляють координаты точви общей тремъ иоверхно- 
стянъ. Данчыя уравнешя могуть имфть такую форму, что дадуть въеволь- 
ко системь: 


2=4 , у , РР 
=и , У=и , 2=а {10) 
= , У=Ы , 2=0 


Вь этомъ случаЪ уравненйя предетазляють нЪеколько общихь точевь 
трежъ поверхностныъ. Цервыя два изъ уравнен!й (8) представляють кри 
вую, первое и послёднее также кривую, слфдовательно эти кривыя 06% 
находятся на поверхности (5,5, 2) =0, точки ихъ пересфченя даны ко- 
ординатани (9) или (10). . 

Этихь объяснен! хосталочно для составленщя отчетливато предетав- 
лешя о методь координать въ пространств. 


РУшеню нфиоторыхь вопросоаъ. 


$ 483. Теперь рёшимъ нзоколько вонросовь, которые намъ будуть 
необходимы во вовхь послфдующихь изслЪдовавяхь. 


Фиг. 153 Задача 1. Даны координаты точки, найти ея 
50 раетояне оть начава координат? 
г Ришене. Пусть координаты данчой точки Р 


(фиг. 153) будуть ‚ура, & разстодые ея оть на- 
чала пусть будетъ х. 
— Координаты точки Р, очевидно, суть сторовы, 
построеннаго параллелевинеда (490), коего сто- 
роны суть: ОВ= а, Об=и, ОЕ= д, 

Жагональ ОР==*, Но извфотно, что квадрать построенный на Жа- 
тонали прамато параллелепипеда равенъ сумиЪ квадратовъ, построенныхь 
я ето сторонахъ, т. в:  ^ 


ОР =088+- 068 -|- ОЕ? 
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или: 


а ко (11) 


СОльдстве. Если бы точка Р перемфиалась такъ, чтобы ея координа- 
ты удовлетворяли во вефхъ ел положещяхь предъидущему уравненю, & 
-х было бы постоянно, то уравневе: ы 


яучиня 03) 


будеть представлять поверхность шара, коего радусь есть 7, 8 пентрь 
паходится въ начал координать. 

Задача. 8. Даны координаты двухъ точекъ, найти разстояве между 
ними? Фиг, 154. 

Рьшене. Пусть данныя точки будуть 
РирР,; ихъ координаты 2, у, @: 2», Уз, 22 
(фиг. 154). Построимъ параллелепипедъ, коего 
дагональю было бы разстояще РР. ==», & 
стороны были-бы параллельны координатнымь 
оезиь. 

Пусть этоть параллелепипедь будеть 
(рр стороны его суть Р.Е, РБ и Р,В; 
очевидно, имемъ: 


рЕ=щ-ф , РО=и- , Р8В=л-—а 
о: 
Р.Р% = РР? -- Ррз- Р,Б* 
схфдовательно: 
= (м — 21) + (и — у (а ай (3) 


Если вь этомъ уравнен будемъ изыфнять д, у, д, ати 2, у, 2 
оставимь постоянными, то это уревнеше будеть предотавлять поверхность 
шара, коего рад1усь есть х, з центръ находится въ точев (хз, Уз, 22). 

Если координатных оси будуть косоугольныя И составлнють углы 
с, В, 1 между собою, то разстояше выразится формулой: 


Р.Р: = (и — 28 (и — 93 (а — 2) 2 (а — 2) — м) сов 
+-2 (2, — 2) (а — 22) 08-2 (д — у) (а — 21) 08 & (14) 
полагая 2. =0, у›=0, 2, =0, изёдемь разстоян!е $ начала коордичать 
оть точки (ний): 
= -- уз, - 2% + жил с031 -- 2 а со - Зил 08а (15) 


й 
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Задача. 8. Найти рад1усь шара, который проходитъ терезь точен, 
(0,0,0), (0,2,0), (1,0,0), (0,0,3)? 


Рияиеще. Надобно решить три уравпеня: 


ау Зи РАА 
сие иы ай 
уе =я-уи-а 


откуда координаты дентра будуть: 


2=5 , 
а радбусы 
‚_м 
ыы 
4 
Задача 4. Выразить, что разстоян!е точки (1,у,2) отъ точки (2—1,1) 
равно 3. 
Отв. 


и (у а. 


$ 434. Если разстояне точки, коей координаты суть (#и2,), отъ на- 
чала координатъ, означимъ, черезъ 7, а углы которые х составляеть съ 
координатными осями Х, У, 2 означимь черезъ а, В, 7, то будемъ имфть (12): 


на у 


МО] 
Но, очевидно: 


2 == 7603% , у ==170058 , Я =г608Т 


или: 


сл»довательно: 


созйх -|- 20528 -|- с05йу =} {16) 


такимь уравнешемь евязаны утлы, которые, какан-нибудь прямая, про- 
ходящая черезь начало координатъ, составляетъ съ воординатными осями. 

Если прямая не проходить черезъ начало координатъ, то для опре- 
дзленя угловъ, которые она составляетъ съ координатными осями, на- 
добно провесть черезь начало координатъь пряиую параллельную даняой 
прямой; углы, которые эта послФдаяя прямая составляеть съ координат“ 
ными осями и суть углы, составляемые съ тВии-же осями данной прямой 
въ пространетвв. 
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$ 435. Задача. Найти утоль между двумя прамыни, проходащими 
черезъ начало координать? 

Рьщене. Пусть данных пряиыя будуть Фит. 155. 

ОР и ОР, (фиг. 155); пусть углы, которые 
он составляютъ съ координатвыми осями 
будуть в, В, та; ба, Ва, 

Возьмемъ на данныхь прямых, какм 
нибудь, точки Ри 2»; пусть координаты 
этихь точекъ будуть (лил); (тауоа), сое- 
динимь точки Ри Р, прямою РР. и разстояне означимь черезь 5, 
Означимъ разстояня точекъ Р, и Р» отъ качала координатъ через | ит», 
а уголь между этими прямыми черезъ $. 

Выше видфли ($ 433), что: 


(а — м -— ит -Еа — в = 


ар а, Ру + 2 — Зав -руз Га) 


или: . 
и, 8, — 2 (да + и + а) 


но изь А ОРР, инфенъ: 


За, -|- 72 — 2ири, 608 
подставляя, найдемъ: 


Тиз с03 р = дла -- И - ла 


откуда: 
м 2. у #1 2 
совф =". И... 
яз пм пт 
но: 
=! 608, ИТС , АИ 008 
22—7360802 ‚ ут С , 24==1; 608 
сл доватехьно: 
608 ф == 006; 608 аз -|- 605 8; сов Ва -- с081у; 608 Ть ат) 


Если праныя ОР; и ОР, перпендикулярны, то имфемъ: | 
608 1 208 аз -|- 608 В 08 В» - 608 71 608 42 ==0 (18) 


Если двЪ прямыя не проходять черезь начало коордянать, то за уголъ 
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между ними принимается уголь, который прямыя, проведенныя черезь 
начало координатъ параллельно даннымь, составляють между собою. Слф- 
довательно уголь между прямыми, не проходящими черезъ начало коор- 
динать, выразится тою-же формулой (17). 


Легко видфть, что: 


я? ф = (60541 605 В, — сова» сов В)? -- 
(13) 
-- (с08 2, ©0872 — 208 аз 08, 2 -- (6088, сов о —— вов Ва со8 7 


$ 436, Зидача. Найти косинусн угловъ, которые прямая, перпенди- 
хуляриая къ двумъ даннымъ прямымь, составляеть съ координатными 
осями? 


Рьшене. Пусть углы, которые двф данных прямых составляють съ 
коордннатныхми осями будуть а, В, 7); 0,В,12; означимъ углы искомой 
прямой съ координатными осями черезь о, В, 1, 


Тавъ какъ искомая прямая перпендикулярна къ двумъ данным пря- 
мымъ, 10 имемь (16 и 18}; 


603 9, 608 -- е08 В, с05 В -|- с08 1; 081 == 0 


608 9% 08 & - е03 В сз В -- 608 1 с091 == 0 
со8?а -|- 60878 -|- 082 = 1 
Изь первыхъ двухъ найдем: 


60а 6058 6057 


6058:605у; — 03.6087) — 605116034, — 60513608  СОВо 603, — ©0892 6058: 


Возвышая въ квадрать, складывая числители и знаменатели, и извлекая 
корень, найдемъ; 

3 < с08 5 = 05 В 608 13 — 208 Вь 08 у 

31 ф 203 В == 6081 608 04 — 608 2 608 (20) 


37 {6057 =2 608 01 609 В, — 603 ба 608 В 


г 5шф ееть выражеще (19), т.е, синусь угла между данными прямыми, 


Если данныя прамыя пересфкаются, то искомая прямая будеть пер- 
пендикулярна въ плоскости хвухъ данныхь прямыхъ. 
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$ 437. Зидача. Даны координаты двухъ точек, найти координаты 
точки, дфлящей разетояне между данными точками въ данномъ отношени? 

Рьшенфе. Пусть координаты Фиг. 156. 
данныхъ точекъ Ри Р, (фиг. 156) 
будуть (шуй), (вауыь), данное 
отношене т: я. 

Пусть координаты искомой 
точки Р будуть х,у,е. Опустинъ 
изъ точекь Р,Ри Р, перпен- 
дикуляры ВА, РВ, Р»О ва илос- 
кость (ОХ, ОУ). 

По условю, имфемъ: 


ВР_АВ_АВ =" 
РР. ВО ВЫ 


Но: 
АВ , Ви 
сл ховательно: 
ат 
0— в 
откуда: 
—_ ПА. и вы 
ао {21) 
точно табже найдемъ: 
пт ва та: 
ть > ям (22) 
Если положимъ: 
т =. 
п 


Ах и д-Е А 
" АЕ Аи 69 


Если отяошеве ^ будеть количествоиъ отрицательныхь, то точка Р де- 
жить виЪ отрзка РР, и дёлнть разстояне между точками Р,и Рз 
эвъшне въ томъ же отношен!я, 

ЯЖавах отношению & веевозможныя величины оть —- сс до -|- со по- 
лучижь вов точки на прямой, проходящей черезъ тозки Р; и Р»; изъ 
веъхъ величинъ Х единственная есть — 1, ври которой вез три коорди- 
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наты (28) обращаются въ со, сяфдовательно на прямой Р.Р, есть тольно 
.одна точка на безконечности. 


Пр. Если Х=\, то точка Р дблить резстонн!е РР, поподамь и ея воорди- 
ваты суть: 


в у=Я а 2+8 
2 2 Е] 


‚ ‚@ 


ГЛАВА ХХУТ. 
Плоскость. 


8 438. Мы видфли въ 8 428, что плоскость параллельная плоскости 
{0У,02) на разстояни а оть начала координатъ представляется уравне- 


вемъ первой степени: 
#=4 


а плоскость перпендикулярная къ плоекости (ОХ, ОУ) выражается урав- 
вешемьъ первой степени ($ 430): 


уаз -НЬ 


Плоскоети въ этихь двухъ случаяхь имфють исключительное положенше 
относительно коорлинатныхь осей. Шосмотримъ кавимъ уравнешемь вы- 
ражаетел плоскость, имфющая какое нибудь положене относительно ко- 
ординатныхь осей. 

Чтобы предетавить плоскость уравнешемь надобно одно изъ ея 
свойствь, принздлежащее каждой изъ ея точекъ, выразить уравнешемъ 
между координатами точекъ на плоскости. Такяхъ свойств плоскость иметь 
ифеколько, возъмемъ одно изъ нихъ, напримръ, слЪдующее. 

`*_ Если изъ какой-нибудь точки на плоскости возставиьгь къ ней пер- 
пендикулярь и продолжимъ его въ 06% стороны плоскости, то каждая точ- 
ка на плоскости будеть разно-удалена оть двухъ точекъ взятыхь на нер- 
пендикуляр8 въ равномъ ралстояни отъ его основан!я, 

Изъ начала коорхинать опустимъ на плоскость перпендивуларь и 
продолжимъ его по другую сторону нлоскоети таюь, чтобы это продолже- 
не было равно разстоянйо начала координать оть точки встрфчи съ нер- 
пендикуляронъ Пусть координаты, такимъ образомъ, построенной точки 
будуть я, у,2. Возьмемъ хакую-нибудь точку на плоскости, пусть ея ко- 
орхинаты будуть , у, #. Жвадрать разетояня этой носльдней точки отъ 
начала будеть: 


э-уа 
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а оть точки (му): 
(и—яу убий — а) 


Слфдовательно, по свойству плоскости, будемъ имЪть; 


(ЕН и--@—д» 
откуда: 


я лу А2 


я 
а у 1—0 (1) 


Изъ этого вндимъ, что плоскость выражается уравненемъ первой сте- 
пени между координатами произвольно взятой на ней точки. Слфдуеть 
только показать, обратно, что веякое уравнеше нервой степени: 


Ах-- Ве =о (2) 


есть аналитическое выражене плоскости въ пространств®. 


Для этого надобно только показать, что уравнен!ю (2) можно дать 
фориу уравнешя (1); слБдовательно уравневе (2) въ форм (1) будеть 
выражать свойство плоскости, выраженное этимъ послфднимь уравненемъ. 

Поиножимъ уравнене (2) на неопредфленный множитель ^ и при- 


равнлемъ коэфищенты при одинаковыхьъ перемфнныхь, что дасть слёдую- 
щ1я уравнены: 


2. 2, 2. 
да-и ‚Вы ‚а , Ф-Т п) 
изъ этихъ уравненй найдемъ: 


д-р а 
во “> арт’ ^ 


[© 
—2рв —2рС 


в, я = зб 


откуда видимт, что уравнен!е (2), умноженное ва », привимаеть форму (1), 
въ которомъ х, у, 2, опредёляются иредъидущими уравнешями (4), даю- 
щими для м, у, 2, величины всегда д®йствительныя. 


Изь этото видимъ, что уравнеше (2) съ произвольными коэфищен- 
тами А, В, С, Л) есть самое общее алтебраическое предетавлеше плоскости. 


$ 439. Общее уравнеше илоекости: 


Аз-- Ви-- &+0=0 (5) 
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содержитъ четыре коэфищента 4, В, С, ), но по раздфлени на одинъ изъ 
нихь будемъ имёть уравнене только съ тремя коэфищентами, которыми 
опредзляетел, какъ увидимъ ниже, положене плоскости, поэтому ихъ на- 
зывають координатами плоскости. 

Чтобы найти точки пересфченя плоскости съ координатными осями 
х, у и 2 надобно, послфдовательно, положить въ уравнени (5): 


х=а ‚, у=0 , #=0 ; х=Оо , узЬ , #=0; 
=0 ,; У=О , 26 


что даеть: 


Аа р, В=-—),а@ р 


подетавляя эти величины въ уравнене (5) выфсто А, В, С, оно сдЪлается: 
У 
афъ+=1 {6) 


тлф а, В, с суть отрфзки, которые плоскость дфлаеть на координатвыхь 
осяхъ. Форму уравненя (6) называють канонической формой уравнешя 
плоскости. 

$ 440. Изъ начала координать опустимъ перпендикулярь на илое- 
кость (6), пусть длина этого периендивуляра будеть р. 

Очевидно, что косинуеы угловъ а, В, 1, которые этоть перпендику- 
дяръ соетавляеть еъ координатными осями, будуть: 


ра 


608а = ‚ 6038 2 2 
а 


5’ С 


Помножая уравнене (6) на р и подегавляя предъидуция выражения, ураз- 
неше (6) примемъ форму: 


хоз -|- усов В -- 260817 ==р (7) 


Боторая называется нормальной формой уравкеня плоскости. 

$ 441. Еели уравнене (2) сравнимь съ уравнешемь (7), т. е. помно- 
жинъ это послЪдиее на неопредёлевный коэфищенть Х и приравняемъ 
коэфищенты при 2, у, 2, То найдемъ: 


Ле0за=А , №6058==В , воз С, р хр (8) 


откуда, возвышея первыя три уравнен!я въ квадратъ и склэдывая, вай- 
день: 
== А-В -|- С {9} 
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откуда: 
65а Е 4 6088 = ——- В 
И 43 -- В ° =И43-- в-- с? 
10 
_ б (10) 
ужи 
и; 
не НИИ и 
Руж ито м 


знакъ передъ радикаломъ опредфляется слфлующииъ образомъ: условимея 
разь ва всегда принимать пернендикуляръ, опущенный изъ начала коор- 
динать на плоскость за величину положительную, а также и вс периен- 
дивуляры, опущенные на плоскость изь точекь, лежащихь съ той-же сто- 
роны плоскости съ какой лежить и начало координать; всв перпендику- 
лары, опущенные на плоскость изъ точекъ, лежащихь съ противуполож- 
ной стороны плоскости принимаются за величины отрицательныя. При 
такомъ услоши легко опредфлить знакъ радикала въ выраженихь (10), 
Для этого возьмемъ выраженше (11), въ этонъ выражени р, по условю, 
есть величина положительная, слфдовательно, если въ уравнеши (5) Р 
есть зеличвна положительная, то радикаль надобно взять съ вназомъ—, 
эъ противномъ елучаВ съ знакомъ --. 

Изь выражен!й (10) видимъ, что положене плоскости относительно 
коорхинатныхь осей опродфляетея только коэфищентани А, В, С, такъ что 
изыёния 7), влоскость будетъ только переносится параллельно сама себ, 

Легко перейти отъ общаго ураввен!я плоскости (5) къ нормальной 
ея формЪ, для этого надобно уравнене (5) раздвлить тольво на 
Иж то въ силу выраженй (10) форма ея сдфлается нор- 
мальной: 


Примтрь 1. Найти коеннусы угловъ, которые периендикудяръ къ плоскости; 
2% — ЗУ {+ 5:—3=0 


составляеть съ координатнымн осями? 
Отв. Тавъ кавъ поезфдый членъ отрицательный, то радикать надобно взять 
съ знакомь +. 
3 


608 д = 
и38 


свв = —8 свт = 5 
ы ув‘ — Уз8 
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Примьръ 9. Найти косннусы угловъ, которые плоскость: 
уф =0 


составляеть съ координатными осями я дать ей норнадьную форму? 
Отв. 


$ 442. Задача. Найти длину периевдикуляра, опущевнаго изъ дан- 
ной точки нё данную плоскость? 


Рьщешще. Пусть данная точка будетъ (лил), данная плоскость въ 
нормальной фори® (7): 
2е0за -- усов В 6081-Е р ° (12) 


черезь данную точку (мия) проведемь плоскость нараллельно данной 
влоекости. Означимъ черезъ р) длину перпендикуляра, опущениаго изъ 
начала координать на эту послфднюю плоскость. Очевидно ея уравнене 
будеть: . 

26032 -- усов в -|- 20081 == д (3) 


Если означимь длину искомаго перпендикуляра черезъ 8, то будемъ ныфть: 


===) . (14) 


Но точка (вил) лежитъ на плоскости (13), сяфдовательно будемь имфть: 


р == меха -|- усозВ -- 21608 т 


подетавлия эту величину въ (14), найдемъ: 
$ == 5- (2160за + ус08В -|- 216081 р) . {15) 


Откуда видимъ, что если въ уравнене плоскости, въ нормальной фор- 
и%, подетавимъ координаты точки, лежащей вн плоскости, то получается 
числовая величина, которая будетъь длина перпевдикуляра, опущеннаго, 
изь точки (ду) на плоекоеть. Знавъ -= берется, смотря потому съ ва- 
кой стороны плоскости лежить точка (лийгг} отиосительно начала коор- 
динать ($ 441). 

Это свойство плоскости въ форм$ (7) послужило къ названю уравне- 
я (12) нормальнымь, 

Еели уравнене плоскости дано не въ нормальной фориЪ, в въ общей, 
то его подобно написать въ кормальной: 


дер о 
ЕЕ 
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и подставить выфето х, у, 2 значеня ху, 21, что даегь: 


5—5 Чи Ви-- б-р 
ав 0 


Примтрь 1. Найти разстояне начала коордянать оть плоскости: 
ЗУ 42 = 
а НБ +=? 

Отв. Плоскость эта, написанная въ нормальной формЪ, будеть: 


Вор аву а 
Узы иле 


полагая =0, у=0, 2==0 и замЪчая, что иерпендикуляръ $ изъ начала коорди- 
нать ив данную плоскость сеть величина положительная, вайдемь 


3—2 
Галь р азы 


Примьръ 2. Найти разстояне точки 2 =0, у=0, #==с оть илоскоети: 
р: лИИ 
а+-5-1 

Отв. Въ нормальной фориВ эта плоскость будеть: 


ес + аву — а8ё — 006 
Гая ай 


полагая 2-0, у=0, # == с, найдемъ: 
8— Зафе 
— Рам еее а 
Примърь 3. Найти разстояне двухь паразлельныхь нхоскостей: 
Аз ву ++ р=о , Ав вер, =0 
Оулв. Въ нормальной форм$ эти илоскоети будуть 
424+ Ву-- 0: р де-- Ву 0-2, 
ео , РКА = 
Уз -- 8+ Уз В? + С? 
Если назовемь через р и р, ихъ разстоянйя оть начала воординать, то будемь 
нифть (11): 


А 
"Руж 
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$ 443. Задача. Найти уравненю плоскости, проходящей черезъ дан- 
ную точку? , 

Рюшене. Шусть данная точка будеть (му). Возьмемь уравнене 
плоскости въ самой общей фориЪ: 


Ах-- Ву р =о 
Если эта плоскоеть проходить черезъ точку (лу), то должны имфть: 
Ал, + Ви -- Си + Р=0 


Вычитан это уравнене изъ предъидущаго, найдемъ: 


4(#— т) Ву—у)--0@#—а)=0 (16) 


Если бы уравнеше плоскости было взято въ канонической или нормальной 
форнахъ, то ураввеня плоскостей, проходящихь черезь хочьу (жуй) 
будуть: 


ай о т) 


(#— м) свя -- (у— и) созВ -| (2 — #1) с081 =0 (18) 


Если плоскость должна проходить черезъ вачало координатъ, то 1 =0, 
У=0, а==0, слёдовательно ея уравнев!е будеть: 


Аз-- Ву-- 0 =0 


$ 444. Задача. Найти косинусь угла между двумя данными плоско- 
СТяМИ? ` 
Рьщшене. Пусть данных плоскоети будуть: 


42 -- Ву + Ч -- ,=0 
Ди -- Ву -- О -- Та=0 


Если назовемъ черезь аи, В, п; ба, Ва, 12 УГЛЫ, которые периендикуляры, 
опущенные изъ начала воординать на давныя плоскости, составдяють еъ 
координатными осями, то будемъ имфть (10); 


6089; = 6038, == В 6081 === а. 
бл" У, ни И -- ВС 

= Аа __@ 
ое урервыро уе" Ува 
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Если назовем черезь ф уголь нежлу перпендикулярами, опущенными ва 
плоскости, то пайдемъ ($ 435): 


4,4 -- ВВ, -- СС: 


сор = —— Е 
+7 ды вы 0 УЖ 0% 9 
Легко видЪть, что: 
то Ив, Ве вов 0) 


У + В 64 У, + 88, | 0% 
Если плоскости перпендикулярны, то с03ф==0, & если параллельны, то 
3тф==0. Первое условше даетъ: 
4, Аз -- В, В: -- (10; =0 (21) 
& второе: 
43, — АВ =0 , 410:— 430. =0 , ВС, — В0 =0 


или: 
А _В _@ (22) 


Это посл®днее уелоше показываеть, что если въ двухъ плоскостяхъ коэ- 
фищенты при нерохжнныхь пропорщюнальны, то плоекости параллельны. 
Это мы уже заифтили выше (8 441). 


Изъ формуль (19} и (20) имфемы 


_ Умарова -ваР (8) 
4,4 + ВВ, +60, 


Пр. Найти уголь между плоскостями: 


9-м =0 , 2—щ=0 


и между плоскостями: 


$ 445. Задача. Найти уравпеню плоекости, проходящей черезь три 
данныя точки? 


Рьщене. Пусть данныя точки будуть: 
(пя), (щий, (ау) 


АНАЖИТИЧЕОКАЯ ТРОМЕТРТЯ, ее 
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. Нацижемь уравнене плоскости въ общей. форм: 
4+ В+ @-+р=0 


Такъ какъ эта плоскость должна проходить черезь данныя точки, 10 
должны имфть. 

Аз -- Ви -- ба + Р=о 

Ааа + Вуз ++ С Е р==0 

Ал + Ву -- бы -- р=о 
Изъ этихь четырехъ уравнешй можно исключить коэфищенты 4, В, 0, р 
х найдем: | 


1 

ид —0 (4) 

2 у 1 
1 


#3 У 2 


Это уравнеше линейное относительно 2, у, 2 и удовлетворяется коорди- 
натами данныхь трехъ точекъ, слёдовательно это есть уравнене искомой 
плоскоети, 


$ 446. Задлча. Найти точву переебченя трехъ данныхь плоскостей? 
Римшеще, Пусть ханныя плоскости будуть: 


Ах Ву б2- Г =0 
Азз-р Ву - Си -- Р.=0 {25} 
Азе-- Ву | бё р. =0 


Такъ какъ точка пересфченя лежить на вефхь трехъ плоекостяхт, то вя 
координаты найдутся изъ трехъ предъидущихь ураввенй, опредъливъ изъ 
НИХЪ 2, у, 2. 


Легко видЪть, что: 


р ва! д ра: 4; В р | 
2 В ©. 4, 1 6 4, В 1» 
ий 1; В в 9=— 43 Ть &| ри Аз В 2» 
4 В @, м ва; 14, В 8 


[4 В @ ‚43 
1.48 В [4 В 6 4 В С! 
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ели бы случилось, что въ предъидущихь выраженяхъ знаменатель 
равенъ нулю, то точка пересвченя плоскостей будетъ на безконечноети, 
если же и числители равны нулю, то есть безчисленное множество точевъ 
пересЪчен!я трехъ плоскостей, въ этомъ случаЪ веф три плоскоетн пере- 
сЪваются по одной прямой. Можно дать слфлующй признакъ пересфченя 
трехъ плоскостей по одной прямой лини. Еели три плоскости: 


А=О , В=0 , 6=0 


пересвкаются по одной прямой лини, то всегда можно подобрать тая 
три числа \, и, у, для которыхь будеть существовать тождество: 


ЗА+Ььв- УС =0 
Вь самомъ дЪлЪ, точки, лежашя на нересфчени плоскостей А=о и 
В==0, удовлетворяют уравнен!е: 
ЗА-ьВ =0 
а слфдовательно для этихъ точекь и С(-=0. 


$ 447. Задача. Найти услоше, что четыре плоскости проходатъ че- 
резъ одну точку? 
Рене, Пусть ханныя плоскости будутъ (25) и четвертая: 


Ат Ву + Си + Тр. =0 ' (26) 


услове это найдетея, если найденныя пеличины для х, у, 2 изь урав- 
нен! (25) подетавимъ въ уравненше (26). Но это услоШе можно выразить 
опредфлихелемъ, исключая х,у,2 между уравнешяни (25) и (26). что даетъ: 
4 В ай 
В © ВР: 
д. В, @ ВР: —0 (27) 
Аз В С; 1ь 
А В 9 1Ть 


Нризнакъ пересфчешя четырахъ ллоскостей: 
А=о , В=0 , 0=0 , 9=0 


въ одной точ можно ещё найти елфдующямь образомъ. 


Нели можно найти тавшя четыре числа Х, у уи 8, Что: 


хАьв-С- р = 0 
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то четыре плоскости пересфкаются въ одной точкЪ. Въ самомъ дфлВ, ко- 
ординаты точки переефчен!я плоскостей; 


А=0 , В=0 , б=0 


удовлетворяють и Д==0 зь силу предъилущаго тождеетва. 
$ 448. Если одно изь уравненй двухъ плоскостей: 


де Ву р=0 , де Ву ба р. -=0 (28) 


помножимъ на неопредёленный множитель \ и еложиит, то получим урав- 
нен!е: 


да Ви С ра + ВУ ба р) =0 (09) 


которое есть тоже плоскость, такъ какъ оно линейное относительно 2, у, 2, 
Давая » всевозможных значеня оть— со до {- > получниь безчисленное 
множество—систему влоевостей, которыя вс№ проходать черезь переефче- 
ве данинхъ плоскостей, такъ тахъ координаты точекъ, удовлетворяющихь 
обфимъ уравненииь (28) удовлетворяють и (29). Между вефми илоскос- 
тями (29) ваходятея и данныя (28) именно, когда Х=0 и = 0. 

Тавъ какъ плоскость (29) заключаеть одно неопредфленное коли- 
чество \, то для опредёлешя ел требуется сще одно услоше. 


Пр. 1. Опредфаить ^. такъ, чтобы плоеноеть (29) проходила черезъ точку (ху)? 
Рин. Если илоскость (29) проходить черезъ точку (219,2), то имфемъ: 
Ах, + Ву, + Сы + РА (Аа, + Ву, + би, + В) =0 
откуда: 
__ Аа В + а р 


Аз, 4 Ву, + ба {В 


подставляя это значене Х въ (29), найдемь искомую плоскость 
(ал, + Вал + би + Р) (дав ++ р) — 
— Ча Ви + 6 + 2) (4= Ву 0+) =0 


Если илоекость должна проходить через, пачало координать, то м, == 0, у, =0, 
2 ==0, слёдовательно уравнеше плоскости будеть: 


(АР, — 4.) = + (ВП, — В.П) у (СР, —(р)=о 0 


80) 


Пр. 2. Опредфлить Х такъ, чтобы плоскость (29) была перпендикулярна 55 
прямой, которая составдяеть углы а, В, 7 съ координатными осями. 
Риш. Очевидно, условйе это будеть ($ 441): 
(А--^4,) вова 4+ (В -- АВ) вн В + (24+ ^6,) 081 =0 
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$ 449. Есди два изъ трехь уравнен плоскостей: 


деве р=0 
42-- Ву- бе р =0 (82) 
. Аза - Ву  Сж-- Г: =0 
помножимъ на неопредфленные множители \, в. и сложимъ, то получинь 
четвертую плоскость; 


(Аз + в @-- ря + Ву О8--Р)+ 
(я Ву бё-- р) =0 


которая, очевидно, проходить черезь точку пересфчешя трехъ плоскос- 
тей (32), такъ какъ координаты точки пересфченя удовлетворяютъ вс 
три уравяевя (32), а елфловачельно удовлетворяють и (33). Такъ какь 
уразневе плоскости (38) еодержить два произвольные ивожителя \, р, то 
оно можетъ удовлетворять еще двумъ условямъ. 


(3). 


Пр. 1. Чтобы илоскоеть проходила еще черезь даф точни (2; у; #1) и (2; Уз 2)? 
Пр. 2. Чтобы илосность была, периендикулярва къ прямой, которан соетавляеть 
углы а, В,-{ съ координатвыми осями я проходила черезь точку (2:2)? 
Первая задача даеть для опредфлешя А и у два уравнения. 
АА, рю) а + (ВВ, Вуди + 0+0 бд а + АР, р, 50 
(84) 
(АНА, нд, в, (В --АВ, + В) у, + (© + ХС, + и) в -- Р-Р, + р, =0 
Вл: 
(А: + Ву, + бы + ВХ (А, + Вы Са ув Ав Ви САР =0 
(Ан, Вы, + Си, + ТИХ + (аль + Ву + бу Рав + 4, + В+ Сь-- Р=0 
изъ этнхъ уравнен! можно опредфлить ши Х. 
Дая второй задачи уравненя буцуть: первое изъ предъидущихь (34), & второе 
{$ 444: 
(ААА: { кА) ох + (ВВ, + Ва) сов 8 + (С -- АС, + С,) сов == 0 
или: . 
(Азсова--ВисояВ-{-С1в0в1) 4 Азсова-{- ВьсовВ-- Пусовт)и-- Асова-|- ВсовВ-|- Ссов==0 (35) 
изъ которыхь логко опредфлить Хи (и. 
Пр. 3. Уравнене: 
али е-+ м =0 (36) 
тАВ » есть неопредфдевный козфицонть, предетавляеть плоскость, проходящую че- 
резъ пересфчене плоскостей: 


ве + 
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ГЛАВА ХХУИ. 
Прямая. 


$ 450. Въ $ 431 мы видфли, что уравненя двухъ поверхноетей, со- 
вовупно взятыя, представляють кривую — пересжчене двухъ поверхностей, 
слфдовательно уравнен!я двухъ плоскостей представляютъ прямую въ прос- 
транетв®. ` 

Пусть уравненя дхвухъ плоскостей бухуть: 


Аа--Ву+ 2+ 11 =0 , 4ж-- Ву-Ё Се + р: =0 {1 


Если изъ этихъ уравненй иеключимъ сначала у, а потомъ 2, то найдем 
два уравненя: 

д==а -Ь , уже а 2) 
Это суть прозвщи прямой на илоскостяхь (ОХ, 07); (0У,02) или урав- 
нен!и плоскостей перпендивулярныхь въ тфмъ-же коорлинатнымъ плоское- 
тямъ, пересфчешемь которыхъ заифщено пересёчеве плоскостей (1). Изъ 
уравненй (2) видимъ, что уравнеше прямой лиши въ пространств с0- 
держить четыре постоянныя величины— параметра, которыми опредфляются 
положеше праной въ пространетв$. 


$ 451. Еели на пересфчени плоскостей возъмемъ, кахую - нибудь, 
точку (ила), то уравненя плоскостей можно написать въ форм» ($ 443): 


4 (&—я) Ви) Га @—я)=0 


(3) 
А (&— м) Вии) —и)=0 
тежь казъ 06% плоскости (1) проходать черезь точку (лу). 
Изъ этихъ уравнешй легко получить слёдующя: 
м дм. 2-й 4 


во-В6 б4.-бд АВВ 


хоторыя суть вичто мное, вакъ уравнешя прямой, проходящей черезъ 
точку (лил), которыми замфщены уравненя двухъ плоскоетей (1), 

$ 452. Если озвачимъ через а, В, 7 углы этой прямой съ коорди- 
натными ослми, черезъ ^ разстояне кажой нибудь скользащей точки по 
ней (луг) оть точки (мил), то найдемнъ: 


2 Уи 


и ©) 
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это суть уравнешя прямой, проходящей черезь точку (дул) и состав- 
ляющей углы а, В, т съ координатными осями. 


Изь этихъ уравнеый имфемъ: 
даа {са , узи +7603 , #==д + 7с03т (6) 


т. е. координаты точки выражены съ помощью одного перемфвнаго иёра- 
метрах. 


Если прямая, выраженвая уравненями (5) есть таже, что и выра- 
женная уравнешями (4), то будемъ инЪфть: 


Х008а == В0, — ВО! ‚ А6088 == 0..4; — О.А, ‚ Авову== А, В, — А, В (7) 


\ есть неопредфлеяный коэфищевть, на воторый понножили зняменатели 
уравневшй (5), чтобы отождествить ихъ съ уранвешями (41. Если урав- 
нешя (7) возвыениъ въ квадрать и сложимъ, то опредфлимъ >», именно: 


#=(ВС; — ВС) + (©.4, — 6.4) + (А.В, — АВ {8) 
Слфдовательно: 


‚ в081 == ав 4 (8) 


а 4,— 
` 


, со = 


608 & = 


тдЪ Х инфеть выражене (8). 


Изъ этого видимъ, что если прямая дается общими уравнешяыи 
двухь плоскостей (1), то косинусы угловъ, которые она составляетъ съ 
хоординатными осями, даю:ся уравненьяни (9). 


$ 453. Если уравнешя прямой даны въ форм: 


Е дут я 
д Е: б 95) 
то сраввивая ихъ съ (5), найден: 
Хеа=А , №605 =В , Хеову==0 
откуда: 
№8 = 48-- в? -|- 0 
Слфдовательно: 
А В [Я 
с05а= 6 не и (11 
уро" ура" ^удееекя о 
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$ 454. Если уравнешя прахой даны въ фори%: 
=08--6 , у=е-а (12) 


то ихъ можно написать такъ; 


Е шуба 


с (13) 


Если эти уравненя сравиниъ съ уравнен{яии (5), то легко видфть, что 
прамая проходить черезь точку ($, 4, 0) и соетавляеть углы съ хоордя- 
ватяыхи осяни, койхъ косинуеы пропоршональны количествамь а, си 1, 
то есть; 

Леза=а , №06058==6., №6091==1 


откуда, какъ выше, найдемъ; 


58 


1 
= (14 
Ка -1 94 
$ 455. Мы видфли, что еели двЪ точки (жул), (2.9025) въ проет- 
ранств® даны, то веякая точка (туз) на прямой, проходящей черезь дан- 
ныя в точки, выражается съ помощью перемфннаго параметра ^ (5 4317): 


05а 


605 1 


в [2 
Ува’ Уйта 


(15) 


иеключан этотъ параметрь изъ этихъ трехъ уравненй, найленъ уравне- 
ин прямой, проходящей черезь дзЪ давныя точки: 


я 


(16) 


Эти уравнеши ножео получить прбсто изъ уравнешй (5) занфчая, что: 


м — 2 


605 & = ‚ вов ; ‚ в08у= 


ЕР А 2 
у 
Въ уравнешяхь (16), очевидно, въ числителяхь можно поставить выжето 
зоордияать 2, у,2 координаты 2..9, 22. 
Это и в0% формы, которых можно дать уравневямъ прямой. 
$ 456. ДвЪ прямыя въ пространетвЪ вообще не поресфкаются, спра- 


инвается, какан зависимость должяа существовать между коэфншентами 
ирямыхь дла того, чтобы онф вересфклись? 
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Пусть уравненя прямыхъ будуть: 
д=а 4 , я=ае--И 
уе а , ужа а 


(17) 


такъ какъ координаты точки пересфченя должны удовлетворять вофиъ 
предъидущимь уравнешамт, то 2, уи 2, опредфленных изъ трехь урав- 
ненй, должиы удовлетворать и четвертому, что даеть: 


= (18) 
это и есть услоше пересфчешя прямыхъ (17). Если а==а и с=а, то 
услове (18) удовлетворнетея; но это услоше параллельноеги лин, т. е, 
он находятся въ одной  юлоекости, а слховательно пересфкаются (на 
безконечноети), 

$ 457. Рашимъ теперь ифкоторыя задачи относительно прямой и 
плоскости. 

Задача 1. Найти уголь между двумя праными; 


з 
в 
= 
= 
= 
В 
з 
Ы 
< 
Ы 

= 
< 


ры (19) 
2 


Ришене. Такъ какъ косивусы угловъ, которые эти прямых состав- 
лзють съ координатныии осями суть ($ 444); 


В. С 
6052 О Е 
' ВАЗЕ И УВ 05 

В с, 
воза, 608) = › 608 — — 
яЕЕо 8 Уре, В Ульрв Е 

сл довательно ($ 444): 

воз дд. вв ас (20) 


ПУ ЕВ + “Уд 
откуда, если прямых перяендикулярны, то: 
44+ вв +66 =0 (21) 


Задача 2. Найти уголь между прямой и плоскостю? 
Рищене. Пусть уравнеше плоскости будеть: 


Аз-- ВР --О-=0 (22) 
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8 уравнешя праной; 


ни (23) 


Изь выражешй для угловъ ($ 441), перпендикуляра въ плоскости (22) и 
выражен для угловъ прямой (23) найдемъ, что: 
да -- вв 0 


95 = ул ру ай ВЕ бЕ ыы 


Если-бы прямая была дана въ формЪ: 


#=02--с , у=ы--а 


то очевидно: 
у орт мы 
Если прямая перпендикулярна къ илоекости, то: 
| вА--6В--С==0 (26) 
Задача. 3. Написать уравнене плоскости перпендикулярной къ пря- 
мой: 
(21) 
Рьщенще. Соображаясь съ предъилущимь, вайдемт: 
Ах-- Ви С#-- р-==0 (28) 


гдё Г) остается неопреджленнымь, если-же плоскость должна проходить 
черезь точку (15у22.), то будемъ имЪты: 


А(т—ю)-- Ву) С а— в) =0 . (29) 
Если прямая будетъ дана уравиенями: 
Аз-- Ву О -- Ри =0 , 4 - Вы-- бе -- 11 =0 — (30) 


то уравнеше плоскости, проходящей черезь точку (д ид) и перпедику- 
лярной къ пересзченю хвухъ предъидущихь плоскостей, будетъ ($ 452): 


(Вог--В0) ею Кол -—04)(у—и)-- (АВВ) (#—в)=0 (31) 
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Наквовець если уравненя прямой будуть въ формё: 


у ИА 


608 а 6038 603 (82) 


то уравнеше плоскости, проходящей черезъ точку (7: у, 2:), перпендику- 
ларной къ прамой (32), будеть: 


(#— 11) 608 а -|- (у-— ур) со В -- (#— 25) 081 =0 {33) 


Задача 4. Написать уравкешя прямой перпендикулярной къ плос- 
кости: 


^ Аз-- ву + р=о (34) 


Рьшене. Легко видфть, что уравненя прямой будуть, если она еще 
проходить черезь точку (21 у 21): ° 


И = 


(85) 


Задача 5. Найти уравнене плоскости, опредфленной двумя пересф- 
хающинися прямыми? ` 


Рьиище. Пусть уравненя данныхь прямыхъ будуть: 


Ему т а,, о и (36) 
608 ба с08 В с ’ 6039: е05 Ва 60$ Ча 


прямыя проходять черезъь точку (ям ия). 

Если означимъ черезь 4, В, С косинусы угловъ, которые состаз- 
ляеть съ координатными осями перпендикуляръ къ искомой плоскости, 
то ея уравнеше будеть, кавъ видфли выше (8 443, 16): 


деве и) бя) = вт) 


тавъ вакъ и плоскость проходить черезь точку (21 И 21). 
Такъ какъ перпендикуляръ &Ъ нлоскости будеть перпенхикуляромъ 
и къ прямымъ (36), то имфемъ ($ 486); 


Асова -|- Всозв, -|- (сов =0 
Асозо, + ВсозВз + (008 =0 


(38) 


откуда найдены: 


А В с 
= = (39) 
$0881 60514 совбубов — 608516050 —СОВТсова,. совар ео — совокзбозВу 
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Подставляя въ (37) выфето 4, В, С величины пропорщональныя, 
найдемь нскомое уравнене: 


(5—1) (60$ В 608 12 — 608 В; со 1) -- (у— и) (с05 1 с08 аз — сов, сов оу) -- 
+(@—л} (сова 08 В — 608 а 608) == 0 (40) 


Задача 6. Найти услове, при которомъ пряная; 


х=2 + ‚ уже а (41) 
или; 
(42) 
лежитъ въ паоскости: 
де Ви р=о (43) 


Рьшене. Прямую (41) можно написать въ форм ($ 454); 


садовательцо она проходить черезь точку (6,4,0); такъ какъ, по усло- 
вю, она находится вся вь плоскости (43), то точка ($,4,0) должна 
удовлетворять уравнево (43), т. е: ‘ 


45+ В+ р=о 44) 


Но перпендикулярь кЪ плоскости (43) долженъ быть пернендикудя- 
ромъ и къ прямой (41), слдовательно имфемъ еще одно уелоше; 


да В --(=0 (45) 


Если прямая будеть дана въ формф (42), то предъидуля уеловя 
(44), (45) будуть 
Аз -- Ви -- ба + р=0 


Асова-- Всовв | Созу=0 


(46) 


Задачи 7. Найти уравнене, плоскости, опредфленной двумя парал- 
лельнымн прямыми: 


ом уси а , о уси (41) 


65а — 6058 6081 038 6051 
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Рьшензе. Очевидно въ искомой плоскости будетъ находится прямая, 
соединяющая точки (лу: 2) и (2.225), но ся уравыеше, какъ пыше ви- ° 
дфли, есть ($ 455): 

&—т — #—# 
Кр ИИ. Анни: ИИ нии. (48) 
я— ии аа 
слфдовательно задача, сводится на 5-ую: Написать уравненше плоскости опре- 
двленной одной изъ прямыхь (47) и прямою (48? 

Откуда легко видЪту. что косинусы угловъ, когорые перпендикулярь 
къ искомой плоскости еоставлнегь еъ координатными осями, пропорц!о- 
НАЛЬНЫ выражетянъ: 

и — 9) с031— (и) 605В ; (л— 2) 08а — (п ж:)еовт ; 

(49) 


(21—23) 608% — (у— у} 058 


такъ какъ углы, которые прямал (48) составляеть съ координатными осями 
пропорщональны разностянъ 1—1, и- у, Я— а. 
СлТдовательно уравнен искомой плоскости будеть: 
{91031 — и— 2) со} (&— в) + 
(и - дви — (п ддов) у-и)-Е (50) 
+ © о) сов — (и и) с0за} (2 — и) = 0 


Задача 8, Найти уравневе плоскости, проходящей черезъ прямую: 
да-- Ву Се р =0 , Аж-- Ву бе 1ь=0 61) 
и перпенхикулярную 5ъ илоскости: 
Аз-|- В+ р=о (52) 


Рьшеще, Тавъ какъ некомая плоскость должна проходить черезь ие- 
ресфчеше плоскостей (51), то ея уравнеше есть: 
дз Ву бе р --МАи-- Вы би р)=о (69) 
нли: 
(РА 4») = + (В--АВду (НА е- Р-Р» =0 (54) _ 
Но эта плоскость, по уеловю, перпендикулярна къ плоскости (52), слфдо- 


вательно имфемъ: 


дса -рАлр-|- ВСВ АВ = 0 (55) 
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опредфляя изь этого уравнешя Х и ветавляя въ уравнене (53), найдемъ 
уравнене искомой плоскости: 


АА, + ВБ, + СС, 
*—— ав + 6 ©° 
сяфдовательно: 
(Аль | ВВ, -- 00») (де - Ву бе р)— 
— (Ал, + ВВ -- СС) (Ая + Ву Ср -- ТР») == 0 


Если уравнешя прямой и плоскости даны въ формахъ: 


(57) 


оне ИИА и ИЕ ©8) 


х ==0 
605 -Е усозВ -{- 16081— р - › ‘щ= 5” и 


то искомую плоскость можно напиезть въ фори®: 
4(#—) + Ва) +С@а—л)=0 


но тавъ кавъ перпендикуляръ къ этой плоскости перпендикуларенъ къ 
первевдикуляру вЪ илоекоети (58} и нерпенхикулаяренъ къ пряной (58), 
то иифемъ (38): 


А соза -- ВсозВ + Ссозт =0 
Асов -- Всозв, -[- Сеозщ==0 
откуда: 
7.1 : В [2 


6088608; — 6088, 6087  с08т608& — 605 1608@ — 603% 608 — 608016058 


слВдовательно уравнеше искомой плоскости будеть: 
{603 В с08 11 -— 60$ 8,608) (2 — 21)  (созт воз, — 03 1608 а) (у— и) 
` + (<09& 008 В, — 089,603 В) (# — 2) =0 (59) 


Задача 9. Даны уравненя двухъ непересфизющихел прямых: 


м _ути ета , 2—2 


60, 
<08& 60$ 608 ’ 605% (60) 


написать уравнен!е плоскости, проходящей черезъ одну изъ двяныхь пря- 
мыхъ параллельно другой? 
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Ришеше. Если искомая плоскость будетъ проходить по первой пря“ 
мой, то ея уравненю будеть: 


А(и—ш)-+ Ву-и)-+С@-— а) =0 (61) 


Но перпендикуляръ къ этой плоскости перпендикуляренъ къ обфимъ пря- 
мымь (60), слФховательно (40) уравнеше искомой плоскости будетъ: 


2—2) (60300341 — 005 В 608) - (у— 1) (60816084 — 608%: 603.) -- 
-Н@— ла) (сова, 608 В, — с0з оз сов В,) = 0 (62) 


Очевидно, что уравнеше плоскости, проходящей по второй изъ пря- 
мыхь (60) параллельно первой, будетъ: 


(2— 21) (08816081, — 603 В; со и) Е (у— и) (с05 псов аз — с03» 608%} 
+ @ — >) (©031608 В — с03 аз с08 В, = 0 | (63) 


Разстояне между плоскостями (62) и (63), очевидно, бухетъ разность пер- 
тендикуляровъ, опущенныхь на эти плоскости изъ начала координатъ. 
Чтобы найти длину этихъ перпендикуляровъ надобно влоскостямъ (62) и 
{63) дать нормальную форму и положить въ них 4==0, у-=0, 2:==0 ($ 442). 

Чтобы этимъ илоскостямъ дать нормальную форму надобно об раз- 
АЖлить на корень квадратный изъ суммы вквадратовъ выражен; 


сои созуз—созВоео5 , с0зие0ва»—бсовуиеови =, соварсовВ,— СОвазсовВ 


но этоть корень есть ничто иное, какь синусь угла между плоскостями 
($ 435), слБдовательно, разстояве между плоскостями будетъ, если черезъ 
ф назовемь уголь между ними: 


(9 — 22) (оз воовуа — 6058, 00810) - (и — 94 (6057 созда — возр ава) Е 
зто 

- @— 2) (603 008 Ва — 008 0% 6088) 
5шф 


(64) 


Задача 10. Найти дливу в уравнен!е кратчайшаго разотоящя меж- 
ду двумя непересфкающинмися прямыми? 
Рьшене. Пусть уравневя данныхь прямыхъ будуть: 


тои ета, 


603 1 со В, сои ' 
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уравненя плоскостей, изъ коихъ каждая проходить через одну изъ этихь 
прямыхъ параллельно хругой, какъ видфли выше (62) ы (63) суть: 


(я— хи) (сов совуа — созвысовч, )-- (у— и ) (соя, соваз— совуасова )-|- 
+ @—я (созуео8в, — совазсовВ, )=0 


(66) 


{2 — 15) (60381 в054: — созВьсозу, )-- (у — уз) (©09 6080а — собтевоза, )-- 
+ (2 — 22) (©0504 с088, — 60804005й ) ==0 


разетояне между этими плоскостями, какъ мы видфли есть (64); оно-же, 
очевидно, и кратчайшее. Чтобы найти уравневя прямой, проходящей че- 
резъ точки на прямыхь (65), которыхь, разстояще есть кратчайшее, на- 
добно составить уравнен!я двухъ плоскостей, изъ коихъ каждая, ироходя 
черезь одну изъ ‘прямыхь (65), была-бы перпевдикулярна къ одной изъ 
плоскостей (66). Очевидно, что пересфчеше этихъ плоскостей будетъ пер- 
пендикулярно къ обфимь прямыиъ, в сядовалельно и ееть прамея крал- 
чайшаго разстояня. 

Пусть уравнеше одной изъ этихьъ плоскостей, положимъ той, кото- 
рая проходить по первой изъ прямыхъ (65) и перпендикулярна ко втс- 
рой изъ плоскостей (66), будеты: 


А(#—ш)-- Вии) Оф а)=0 (67) 


Такъ какъ эта плоскость проходить по первой пряной (65), то имфень 
($457): 
А соза, -|- Воозв + Осов-и ==0 (68) 


но плоскость (67) должна быть перпендикулярна ко второй изъ влоскос- 
тей (66), слЬховательно будемъ имЪть: 


(соз В 603 а — 603 В: 6051) 4 - (081, 608 а; — 608 12 608 &) ВЕ 
(69) 
-{ (сова 208 в — совер с058,) (=0 
откуда найдемъ, что 4, В, С пропорщюжальны выраженямъ: 
с03 В (соза1 608 88 — с08 а; 08 В) — с08 1. (6081; 608 04 — 608-12 с03 а, ) 
081: (608 В 605 Та — 608 Ва 6081) — 603 1 (60804 608 Ва — 208 аа 608 В, } 
608 у (60811 603 и; — 608 14 08 #1) — 605 В, (603 8, 603-73 — е08 В» 03) 


Если вепомнимъ, что: 


603 ф === 603 а, 608 в; -- 603 1608 Ва -{- 605 71203 12 
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то легко вндЪть, что три предъидупия выражены будуть: 
— сова - сова, 608$ , — 603 -- 6088 008ф , — воз -[ с08 с08ф 
Слждовательно уравнеше искомой плоскости будеты: 


(08 аз — с03 а, 605 $) (# — м1) -- (воз В, — оз сов 4) (у-- у) + 
10 
+ (сз — 60811 6089) (#—4)==0 о) 


Уравнене другой плоскости, очевидно, будеть, но енмнетрии: 


(08а, — 608 а 608 $) (1 — 2.) -- (е08В, — с08 В сов 9) (у — уз) + 
91 
- (605 — е08%з 605 $) (#- а) =0 9 


Эти хвЗ плоскости (70) и (71) и предетавляють прямую врахчайшаго 
разстояшн между данными двумя прямыми. Косинусны угловъ, которые 
прямая кратчайлаго разстоящя составляеть съ координатными осями, 
очевидно, пропорщюнальны выраженянт: 


608, 08 12 — 605 вр 6081. ; 6081 608 44 — 608 72605 а ; 603 <; 608 8 — с06 #2608 В, 


ГЛАВА ХХУШ. 


Двойственность въ пространста$. 
Плоскость и точка, 


$ 458. Мы виджли, что урввнеше плоскости, приведенное въ про- 
сиёйшему виду содержить три постоянныя величины, которыя опредфяя-_ 
ють ея положеше въ пространств, таковы косинуеы угловъ, которые 
периендикуляръ къ плоскости составляетъ съ коорхинатными осями и 
длина перпендикуляра, опущеннаго изъ начала координать ва нлоскость, 
отрёзки, которые плоскость дфлаеть на координатныхь осяхъ и наконеце, 
въ самой общей формЪ, отиошеня трехь коэфищентовъ къ четвертому. 
Эти три величины, опредзляюния положен плоскости въ проетранств 
`мы будемъ называть координалтами плоскости; очевидно, что он% во везхь 
своихъ видахь суть ничто нное, какъ три точки, такъ какъ положене 
плоскоети опреджляечся тремя точками; отсюда вытевкаетъ такая взаим- 
ность: что точка въ пространствв опредфляется тремя плоскостямя— это 


АНАЗИТИЧЕОКАЯ ГВОНЕТРЯ, #1 
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систеиа Декарта, а плоскость опредфляетея тремя точками; отсюда вн- 
текаеть то что‘вазывають овойственностью координазиь, которая соето- 
ить въ томъ, что три постоянныя величины можно разсматривать, какъ 
координаты точки или какъ координаты плоскоети. 


Въ первомъ елучаЪ точка опредфляется координатамя или тремя 
уравневями, & влоекость однимъ; во второмъ, плоскоеть опредфляетея 
координатами или тремя уравнешияни, а точка однимъ уравнешемъ, 


$459. Возьмемь уравнене плоскости въ канонической форм% ($ 439): 
а ИЕ 
аРыНе=1 (0 


тв а,Ъ,с суть отр®зви, которые плоскость дфлаеть на координатныхь 
осяхъ. Возьмемъь на этой плоскости, какую нибудь, точку (ура), то 
будемъ имЪъть: 


ит ©) 


Если координаты точки, т, е. 2,у,2 оставимъ постоянными, & 
отрёзки а,б,с будемъ измфнять, но такъ, чтобы они удовлетворяли посто- 
янно уравнен? (2), то плоскость будетъ изыфнять свое положеще, при чем 
будетъ постоянно проходить черезь точку (2 у: 21). При такомъ уелови, 
разематризая (2) у Я), какъ поетоянных, а (а, Р, с), какъ перемфнныя ве- 
личины, уравнене (2) будеть представлять уравневе точки. 


Чтобы дать этому уравненю болфе сииметрическую форму мы выфето 
отрёзковъ а, В, с возьмемъ ихъ обратныя величины съ противными зна- 
ками, т. е. положим: 

1 


1__ 1__ 
у :, $ ‚с $ {3) 


тогда уравнене (2) приметь весьма простую форму: 


жЕ-Рит-Раз-+ 1=0 4) 
Если это уравиене напишемъ въ форм$: 
аж -и--д-1=0 (5) 


то разоматривая въ немъ Ё,3,5, какъ величины постоянныя, & 2,7, 
какъ перемфнныя, оно будеть предоставлять плоскость, коей положен! 
опредфляетея величинами или координатами &,1,$, в каждая по ней 
скользящая точка будеть опредфлятея перемВнвыми 2, у, я, удовлетворяю- 
щими уравнене (5). 
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Обратно, если 2,у,2 будемъ разематризать, какъ золичины поетоян- 
ныя, 8 Бл, какъ перемфиныя, то уравненю (5) будеть представлять 
точку. которой положеше опредфляется коорхинатами (2у2); координаты 
ияоекости, принимающей всевозможныя положен!я около точки (хуя) опре- 
дфляются величинами перенънными &,%,5 удовлетворяющими уравнение (5). 

$ 460. Еели уравненя плоскости или точки будуть даны общими 
уравневлни: 


гв ефр=о , 


то координаты плоскости, въ первом, а координаты точки, во второмъ, 
очевидно, будуть: 


Жирно с @) 


А В [3 

тр т (7) 
Если будуть, сл®довательно, даны координаты плоскости 3, и, то ея 
уравнеше будеть; 


+ у и 1=0 {8) 
а если даны координаты точки л,, у), то ея уравневше будете: 


жит а 1 = 0 (9) 


8 461. Перенесемъ теперь, но смыслу двойственности, теоремы, най- 
денныя выше, относительно плоскости, на теоремы относительно точки. 

Пр. 1. Если положеше точкя дано 
координатами т,у,2, то ея уравнеше 
будеть: 


ут +10 


Пр. 8 Если точка дана уравие- 
эенъ: 


Пр, 1. Если положеше плоскости 
дано коорлиналами & , 1, би, то ея урав- 
нен!е будеть: 

фе му и 1=0 

Пр. 2. Если плоскость дана урзз- 

нешемъ: 
бе щу +2 1 =0 
10 ея координаты будутъь: 


} Я, а 


Пр. 8. Если уравнене плоскости 
дано въ общей фори: 


Е м + аб +1=0 
то ея координаты будуть: 
2, У, А 


Пр. 3. Если уравнеше точки дано 
въ общей форн В 


де В+ 6:42 =0 


то ея координаты будуть: 


д В 
2’›в'’ 


Ус 


ЕП =0 


то ея координаты будуты 


с 


2.0’ 
з1* 
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Эта взаимность не имЪла бы м%ста если бы за координаты плоскости 
взяли не обратных зеличины отрёзвовт съ противными знаками, а сами 


отрЁзкн. 
Ир.4. Уравнене илоскоетя, прохо- 
дящей через, точку (ху) есть (5 443): 
А (2 — =) + Ву) +С@-в)=0 
наи: 
а-я еее) =0 


Пр. 5. Уравнене плоскости, про- 
ходящей черезь три точки: 


{2 ув), (в 24), (Фуд) 


Айя 
= 
хи 

ны 


Пр 6. Если четыре илоскости: 
ау 1=0 
2 ву ы1=0 
фе у Ре +1=0 
ау 10 
пересфиаются въ одной точкь, то: 
&жё1 


жит 


Пр. 4. Уравнеше точки, лежащей 
на илоскоети (2,9, :) есть: 
АО ВЫ-м+С-=0 
ли: 
2 —Ш-+ум-т абы =0 


Пр. 5. Уравнейе точки находя- 
щейея на трехъ плоскостяхъ: 


о) › Ыъь, въ 
есть: 
ЕЕ 1 
шт 
=0 
шт 
ьшь! 


Ир. 6. Если четыре точки: 
жи фу +1=0 
2. {ум + +1=0 
аб ут + +10 
аа уха ай 1 =0 
лежать въ одной плоскости то: 
миа 
| 2 о 
2: \ 5 


м У А 


1 
1 
=0 
1 
1 


Изь этихь примфровъ видимъ, что переходь отъ однихъ теорем 
мли выражеый къ другимъ дфлается, заифщая слова ялоскоеть-—точкою, 
& слова точка плоскостью. 

$ 462. Но если входять въ выраженя углы и отрЪзки, то такого 
перехода сдфлать нельзя, & надобно перевесть всВ данных относительно 
точки на плоскость и р®шить задачу въ этой систем$. 

Задача 1. Найти уголь между двумя плоскостями, коихъ положеше 
дано координатами? 
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Рьшине Пусть координаты двухъ данныхь плоскостей будуть: 
жи); вы) 


Если координаты плоскости даны, то уравнене ея легко написать ($ 460), 
слфдовалельно уравненя двухъ данпыхь плоскостей будуть 


аз щу-На2-Ё1=0 , Бе уе 1==0 
откуда уголь ф между пими будеть ($ 444); 


саф== - _ Вы Ре а 
ИРУ 


Задача 2. Найти углы, которые прямая, соединяющая двф данныя 
(уравнешями) точки, составляеть съ координатныки осями? 


Рьшене. Пусть уравнешя двухъ данныхь точекъ будуть: 

а ит-Раб--1=0 , жит + аб + 1=0 
Очевидно, координаты этихъ точекъ суть: 
ТроуьА” ; 38,95, 28 


Слфдовательно уравненя "праной, соединяющей эти двф точки бу- 

ХутЪ ($455): ` 

ви ДИ ай. 

п—а и абв 

откуда если о, В, суть углы, которые эта прямая составляетъ съ коорди- 
иатными осями, а г разотоян!е точекъ, то ($455); 


— — д—# 
сова, серы, су 
г Е г 


Задачи 3. Найти разотонне точки данной уравненемъ: 
жёича 1 =0 (10) 


оть плоскоети данной координатами (51. }? 

Рьщене. Тавъ какъ точка дана уравнешемъ (10), то ел коорли- 
латы суть (и ид), а плоскость дана координатами, то ея уравнене 
есть ($ 460): 
: Че лу и 1=0 (11) 
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СлЬдовательно задача сводится на елфдующую: найти разстояне 
точки (лил) отъ плоскости (11), которая рёшена въ $ 442, а для этого 
надобно написать уравнение (11) зъ вормальной форм: 


бету 1 
Иа? 


и вставить въ него координаты данной точки; если разстояне означинъ 
чрезъ 7, то найдемъ: 
вм Рим а +1 _‚ (18) 
Уи 
Если м =0, и ==0, д =0, то разстолне начала координать отъ 
плоскоети (& %, &) будеть: 


1 
а == (14) 
У а? 
Ураввене (13) можно написать въ слёдующей форм: 
(бал + и ба ия --6 9) {15) 


Если въ этомъ уравнени отбросимь при &,1,,& индексы и принемъ 
ихъ за величины перенфнныя, но удовлетворяющя предъидущену урав- 
неню, хо плоскость, которой положен будеть опредфлатея этими пере- 
иЪнными, будеть принимать всевозможных положен{я около точки (2:21), 
ваходяеь отъ нея ноетоянно на разстоянш х, слЪдовательно во везхъ 
своихъ положешнхь она будеть касаться шара, коего радуеъ есть г, & 
дентръ въ точкЪ (2) у д), & потому уравнене: 


(АЕ ия -- = 1-8) (16) 


будетъ алгебраическое представлеше поверхности шара, коего радтусъ есть 
у, & центръ данъ уравнешенъ: 


а ия Наб 1=0 (т) 


Еели центрь шара находится въ мачалВ координать, то м =0, 
\\ ==0, д =0, в уравиене (16) приметъ весьма простую форму: 


ее) =1 (18) 


Это будеть уразнене поверхности шара, коего центръ находитея 
въ началб координать, радусь есть ", а плоскость, коей координаты 
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удовлетворають уравневе (18) касается во вобхь своихъ положенчкь 
этого шара. 


Изь этого примфра видимъ, что можно разематривать поверхность 
шара, какъ объертку плоскостей, воторыя касаются его во вовхъ евоихъ 
положешахь, если координаты, опредёляющ/я эти положення, удовлетво- 
раютьъ уравненя (16) или (15). 

$463. Разсмотримъ теперь, какъ слЪдуеть понимать уравнене, свя- 
зывающее координаты, опредфянющя положене плоскости. Пусть будеть 
какое нибудь уравнене;: 

Ее =0 (19) 


Это уравнене имфетъ безчиеленное множество рёшевй, каждая си- 
стеиа & 1,6 удовлетворяющая уравиеше (19), опредфляеть положеше 
илоскоети; этнхь положен можетъ быть нфеколько, смотря по характеру 
уравненн. Плоскосги эти, во вофхъ своихъ положевяхь, будуть касаться 
поверхности, которой форма и свойства будуть вависить оть уравненя 
(19). Поверхность эта называется обверткой воёхъ положен плоскостей, 
координаты которыхъ удовлетворають уравнеше (19). 


Слфдопательно разъ позерхноеть представляется, какъ непрерывный 
рядъ точекъ, кзординаты которыхъ удовлетворяютъ извфотному уравне- 
ню /(х,у,2) =0, другой разъ, какъ непрерывный рядъ плоскостей, воор- 
динаты которыхь  удовистворяють уравнеше { (&, 1,5) =0. Пояснимъ это 
примфрами: 


Пр. 1 Мы вилфлн, что уравневе: Пр, 1. Уравнен: 


==а Е=е 


предотавляеть плосноеть пернеадикуляр- 
яую къ оси х ив разстоян?и а отт начала 
координать. 
Пр. 2. Уравнения: 
ж=а 


‚› У 


совокупно, предетавяяють прямую нере- 
сБчешя двухъ плоскостей: 
за и уф 
Ир. 3. Уравненя: 
%=а 


У УВ, =е 


предотавляють хочку пересфченя илос- 
костей: 


д=в у уЬ и #2 


будеть представлять точку на оси х на 
разетояни — „-оть начала координать: 


Пр. 8. Уравнен: 
Е=9 , 1=5 


совокунно, иредетавляють прамую, про- 
ходящую черезъ точки: 


Е=«а и 1=6 
Пр. 3. Уравненя: 
$54 5 1=6 , бе 


представяяють проходящую 


черезъ точки: 


Ев у ль, бе 


плоскость 
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оли: ] Еель 
й = = = 
4=0 , ш=а , у=Ь $=0 ; б=а , Ч=Ь 
1 у НТС й Е 
то это будеть точка н8 плоскости | то соотвтственный отрфзокъ ва оси # 
(0х, 01). | будеть равень с, а совокуипо эти урав“ 
] неня представаяють плоскость пара 
зельную оен Ё. 
Если: Еели; 
д=0 ‚, У=0 , #=0 =0 , ч=0 , 5=0 
то это пачало коордиватъ. то это будетъ илоскоеть иа безконечности. 
Если; . Если: 
= , у , => 20 , 1=0 , $ = 
то это точка ва безконечности. 10 это плоскость проходящая черезь 
начало ноордвнать. 


$ 464. Мы видЪля, что уравнешя двухъ поверхностей: 
Илу, 2) =0 , Пу) =0 . (20) 


зредетавляють совокупно кривую, образованиую пересфчешенъ двужь во- 
верхностей. 
Два уравненя: 
Г.) =0 ‚АО, О == 


[21] 


лпредставляютъ поверхности, къ ‘которымъ каеаютса плоскоети, координаты 
поторыхъ удовлетворяють оббимь предъилущимь уравненинъ. Эти каед- 
хевьяыя плоскости, во вефхъ евоихъ подоженяхъ, пересфкають коорди- 
патпыя плоскоети по прамымъ, которыя во вефхъ своихъ положенихь 
касвются вривыхъ, уравнешя которыхъ получателя, исключая одно изъ 
перемфнныхъ между уравиеняни (21). Исключан &, д и &, найдемь урав- 
метя отнхъ кривыхъ на воординатныхь плоскостях (ОХ, ОТ), (@Х, 02), 
(07,02). Возьмемъ, капримГрь, уразнен!я: 


ИО =о и Ефим АСТ =0 (22) 


послфднее есть точка, коей координаты суть 2,9, а. 

Координаты &,1,5, удовлетворяющия оба предъилущая уравиешя, бу“ 
дуть опредфлять положеня илоскостей, которых, проходя постоннно че- 
резъ точку (и ул), касаюжсн поверхности /(Е,1,)==0; очевидно, плос- 
кости образують конуеь, описапный около новерхности, верина кото- 
раго находитен въ точкЪ (му д), 8 его вфтви, пересфкаяеь съ коорли- 
натнымн плоскостями, образуютъ кривыл, которыя получатся, исключая 
между уравненяни (22) величины $ иди 1, млн &. 
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Пр. 1. Пусть будуть даны двЪ поверхности: 
нее) =, = (23) 


первая изъ нихъ есть шаръ, коего центръ находите въ начал» коорди- 
. 1 
ватъ, а вторая точка на оси 7, на разстояши а" начала коорди- 


натъ. Если исключимъ изь этихъ уравненй $, то найдемъ: 


Ре =1 


нли: 


т р 
(= я) 1 
форма этого уравненя показываетт, что это есть кругъ ($ 65), коего ра- 


дусь равенъ: 
г 


у 


1—2” 


Это тоть кругь, который образуетъ конусъ, олисанный около шара 
и иуфюцИЙ вершину въ точк} { == а, переефченемъ съ плоскостью (ОХ, ОУ). 
Если в==0, то вершика конуеа находится на безконечности; конуеъ обра- 
щается въ цилиндръ, оннеанвый около шара, который пересфкается съ 
плоскостью (0Х, ОУ) по кругу: 


пет 
Пр. 2. Уравненя двухъ точекъ: 
жё-рит-Наб--1=0 , жЕ--ум АХ 1==0 (24) 
очевидно, въ совокупности, представляють прамую, проходящую черэзъ 


эти точки. Эта прямая есть перасъчене веёхь илоскостей, координаты 
которыхьъ удовлетворяють обфимъ предъидущимъ уравнешямъ. 


Очевидно, что уравнев!я: 
эЕ-Рич-- аб --1=0[ , 5=0 (25) 


представляютъ прямую, проходящую черезь точку (2и,2} нараллельно 
оси 2. Эть прямая ветрёчаеть, очевидно, плоскоеть (ОХ, ОУ) въ точкф: 


жё ит 1=0 
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Еели имфемъ уравыешл трехъ поверхностей: 
Ро) =0 , Ибо , Ро =о (26) 


то совокупно овЪ предетавляють одву или иъеколько общихь касатель- 
ныхъ плоскостей къ этимъ поверхностимь. НапримВры 


ии) -о , аричраСНЬя О , аура ==0 (2) 
эти три уравненя будуть иредетавлять дз ваеательныя плоскоети къ 
шару, проходящ{я черезь точки (дул) и (522 уз 29). 

$ 465. Всего сказаннаго выше достаточно для уразумВня геометри- 


ческаго значешя уравнешя; 
9-0 


или такихъ уравнен въ совокупности. Рашимъ еще нЪеколько вопросовъ. 
Задача 1. Даны уравненя четырехъ илоскоетей, образующнхъ те- 
траэдръ, вайтн уравненя его вершинъ? 
Рилиенге. Пусть данныя уравненн будуть: 


же Руа 4 ==0 
45 -- Бу 2 + &=0 
д -- ву -- сзё - == 0 
ах ву чё 44 =0 


(28) 


Найдемьъ уравнеше вершины, образуемой перес$чененъ поелёдвихь трехъ 
плоскостей (28), Пусть уравнене, какой нибудь, плоскости, проходящей 
черезь эту вершину будеть: 


у 1=0 


Тавъ какъ, по условшо, эта илоекость проходить черезь пересфче- 
ше послфднихь трехъ плоскостей (28), то слёдующее уелове должао 
быть удовлетворено: . 

1 


| с “| о (29) 
| ба в © 4% 


м Ц вц & 


448 Вл + 95 2, =0 
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это и есть искомое уравнее вершивы, гдё 1, В,.... 
воотвфтетвуюлие элементам си, й,..... опредфлитела; 


суть миноры, 


но а 
в 6, № 


== В 30) 
в в а & мы 


чб 4 


Легко видЪть теперь, что -веф четыре вершины будуть даны урав- 
вевями;: 
А+ Вл-- 95 -- р =0 


аз - Вл 0 -- Г, =0 
д + Вя-+ С 0 =0 
АЕ- Вы Си Г. =0 


0 


Задача 2. Даны уравнешя четырехь точекъ, образующихъ вершины 
тетраэдра, найти уравненя его граней? 


Рыиее. Пусть уравнешя зершинъ будуть: 
шит аб 8 =0 
аз а -- сб + &=0 
аб + 6 5 -- @ =0 
аб + ця -- и + &=0 


(32) 


Разсужден!я, подобныя предъидущимъ, даютъ слфдующия уравнен!я граней: 


Аа- Ву 2-Е ТР, =0 
Ат Ву -- Са + 0 =0 
Аз + Ву + би- 0 =0 
Ааа -- Ву-- бе + В, =0 


(33) 


тдЪ А, В,..> имФЮТЬ ТВ же значеня, какъ и въ предъидущей задач. 
$ 466. Задачи. Найти объемъ тетраэдра, коего вершины даны коор- 
динатами? . 
Рищене. Пусть ребра тетраэдра будуть 7, я, 7», & углы между эти- 
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ми ребрами пуеть будуть ааа». Двойнан площадь треугольника, коего 
стороны суть ги 1, а уголь между ними аз, какъ извФетно, есть: 


2А == я эта; 
Высотв тетраэдра, очевидно, есть; 
та зт а; ЗА 


если 4 есть двугранный уголь, коего ребро ееть г. Слфдовательно 
имЪемъ; 


6П == ря хз ЗН ау 5 аз т А (34) 


УДЬ Й есть объемь тетраэдра. 
Изь этого выражешя видимъ, что если отъ вершины тетраэдра, уд 
сходятея ребра *,‚ 71”, отложить отр%аки "7, 7з’ такъ, чтобы: 


ТГ = то 


то получииъ новый тетраэдрь, коего объемъ будеть равенъ объему дан- 
наго, если только наклонеше реберь и граней неизмфняетея. 


Возьмемъ теперь тетраздръ, коего одна изъ вершинъ находится въ 
началф координать, в три остальвыя, имя ху у, му," 
координатами, лежать въ плоскости парзалельной плоскости (ОХ, ОУ). 
Такъ какъ площадь этого треугольника равиа площади своей проэкщи на, 


{ОХ, ОУ), то его площадь будеть ($ 5): 


ЗА == (ву" — ау" — т) + (ау — гу") (35) 


Еели этотъ треугольникъ зозьмемъ за оенован!е тетраэдра, то его высота 
я, будетъ периендивуляръ, онущенный нзъ начала координать па ило- 
щадь мредъидужщахго треугольника, 


хи 


Коли положимъ #==1”==4", то объемъ тетраздра можно налисать 
въ форм: 


С И (86) 


отложимъ теперь на ребрахъ тетраэдра оть начала координать отрёзки 
т, и, та, но такъ, чтобы угу ==яуи,. Пусть координаты получен- 
ныхъ, тавинъ образомъ, вершинъ втораго тетраэдра, котораго объемъ 6у- 
деть равень объему даннало, будуть: 


(лу) ; (ую) ; @и) 
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но котораго основане, очевидно, пе будетъ параллельно плоскости (ОХ, ОТ). 
Изъ этого поетроенёя легко видЪть, что: 


риа узи, би 

ЗИ “и ы] 

= , Ио , лы 
1 | 

„ 73 Та и о 7 

2 м — "2. ое 
7578, у 7,9 з Ромы 


подставляя эти выраженя въ (36) и замфчая, что икуга == 7''/"», найдем: 


И (ау — изу) 21 (озу — ау) а Е лу -— #1) 23 
ли: 
жуй 
бд уз 2 (37) 
2: Уз 2 


Это шесть разь взятый объемъ тетраздра, коего одна изъ вершинъ нахо- 
дитея въ началф, & хоордиваты трехь остальныхь суть; 


(уг), (зу), (иуняа) 
Легво теперь найти объемъ тетраздра, коего координаты вершизъ суть: 
(лия) › (уе) , ум, (ау) 


Для этого надобно только перенести начало координать въ вершину 
(тция!), тогда, очевидно, координаты остальныхъ вершинъ будуть: 


аб, пб, А 

тив, у 

я — ‚, А , 4—4 
‘которыя, подставивъ въ (37) выфето 2%, ут, #11..., Найдемь: 


и и , я — | 


50=| 1—2 , у, ЯВ 


а —т. ‚ и ‚ Яд 
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& этоть опредВлитель легко преобразовать въ сл\дуюций: 


ел 


ео 


У 
У 
Уз 
ЕО 


А 
2 
23 


#4 


1 
1 
1 
1 


(38) 


Еели этотъ опредфлитель сравнимъ съ опредёлителемъ, найденным въ 
8461, то найлемъ, что онъ есть тоть, который, обращаясь въ нуль, пока- 
зываетъ, что четыре точки лежать въ одной плоскости. 

СлЪдовательно уравнене плоскости, проходящей черезъ три, данныя 
координатами точки ($ 445), есть ничто иное, какъ услоше, что четвертая 
вершина тетраэдра лежить въ плоскости трехъь данныхь точекъ. 


$ 467. Задача. Даны уравненн четырехъ граней тетраэдра, найти 


его объемъ? 


Ришеще. Пусть уравнен!я ето граней будутъ: 


ия ву аг Ра, =0 

аз -|- Вау Е се - @ =0 

пвх -- ву -- се + 4 =0 

ше ву ее -- &=0 

уравненя верштинт, тетраэдра будуть: 
А+ В+ ЕР =0 

д -- Вм-- са -- рь=0 


А+ Ву СЕ-- 1-0 
АЕ-- Ва Од р, =0 


откуда, очевидно, координаты его вершинъ будуть: 


(с В 2): (2 В р.) 


р’ ’П)' |.’ Р,°Вь 
откуда: 
д, В 
р’ 
4, В 
РБ» р 
44, № 
1 2: 
р: В, 


; 


Аз В С \. [4 В 
2: 'Вз’П:/ р, В, 
@ 1 

В 

@ 1 

Т, = 61 

1 

з 

С 1 

1% 
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или: 
ва я И 
ГИ ЗИ д, В 6 1 ОНО ЗОО @ & 
Ро д, В 6 Л 2,0:1%50. а. [1 
А В 6 Т & в 


@, 
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$ 468. Задачи. Найти объемъ тетраэдра, коего вершины давы ураз- 


нешнми: 
айва в =0 
ай рат + а =0 
аб Ея + &--&=0 
ая ей -- 8. =0 


Изь этихъ уравнешй вндимъ, что координаты вершинъ тетраздра бу- 


дуть ($ 460); 


ой), [4,6 ва). [43 88 ва), [4 Вось 
а’а'а) * \&’4'а,) * \щ’ а) ° \а’а’а 


сяфдовательно: 
а | у 
аа | 
| й 
« ь в 1 а Ы а а 
а. 4 @, |рВ 1 а 6 4 
13 № 6 1 44434 23 № 6 9 
4 & %& аа 
мы а | 
4 4 @ 
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Сокращенный слособъ, 
$ 469. Въ $ 448 мы видфли, что если: 
А =0 , До =0 
суть уравнешя двухъ плоскостей, то: 


дм, =0 


(1) 


(2) 
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будеть уравнене плоскости, проходящей черезь пересфчеше плоскостей 
(1). Измфняя \ получныь безчисленное множество — систему плоскостей, 
которыя пересфкаютел по одной прямой лиш. 


Евли ураввеня (1) даны въ канопичесвой форм: 
уфа Ну -- 2 1=0 , = + у + +1=0 
то уравнене (2) будеть: 


ы + ри р а, + р #10 8) 


Слфдовательно положеше этой плоскоети опредфляется координатами 
(8 460): 


Вам ЖЕ № ‘ _а- № 
Ари, ЗА, А (4) 
Если будуть даны три плоекоети: 
А—0 , 4:=0 , 4:=0 (5) 
то уравненёе ($ 447); 
АА =0 (6) 


будеть плоскость, проходящая черезь точку переезченя плоскостей (5). 
Если: ` 
Ая + у бе +1 =0 
Аз=фя -ву 2 +1==0 
Аве + пзу Е бар 1 = 


то уравнеше плоскости (6) будеть: 


В 15 ам -- ва я - НЫ, 1-0 (1) 


ТРАЕь РОАь 9 А 
Следовательно координаты, опредзляющя ея положене, будуть: 
ее, ое а о) 
г ТА › Ав 
$ 470, Если: 


будуть уравнешя точекъ, то: 


+ АА: = 0 (9) 
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будеть уравнеше точки, находящейся на прямой соединяющей двЪ хая- 
ныя точки. Еели оБЪф даны въ канонической формЪ, т. е 


дата 1 50 , = утра б + 1=0 


то уравнеше (9) будеть: 


д -- А №, а № 
тд + тр *-+ тра 1-0 (10) 
Сл®довательно координаты, опредёляющёя положене точки (9), будуть: 
д Е № _и-м в № 
А’ 9 АА А @1) 


кавъ мы уже выше видфли ($ 437). 

СлЬдовательно форма координать (4) переижнной плоскости (3), 
проходящей черезь одну прямую и координать, скользящей по прямой 
точки, есть одна и таже, 

Если: 

А =0 , 42=0 , 4:=0 (12) 
суть уравненя трехъ точекъ, то уравнеше; 
д - АА АА: ==0 (3) 
будеть точка, лежащая на плоскости, положеше, которой опредфляется 
уравненями (12). 


Если: 
д = жби Раб 1==0 


Аз = а + ум-На к --1=0 
Аз 158 - ут + 285 1 =0 
то уразнен (18) будеть 


о-ва у а РЕ, ро (14) 


г ТА ь ТА ь 
Сд»довательно координаты этой точки будуть 
А-а-а уу Яма (15) 
1-НА-ь ' ТА ь ' а -+А-+ь 


Отхудь видимь что форма коордивать плоекоети ($ 469), проходящей 
черезь точку перес$ченгя трехъ плоскостей н координат точки, лдежа- 
щей на плоскости, положеше которой опредфляется тремя точками, одна 
и таже. 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТР1Я, у 32 
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Элементы: 
А=0 , 4:=0`, Д,=0 . ав 
постоянны; элементы: 

А = , 44 +^4, + кА: ==0 (17) 
перем нны, сл$довательно первые служать координатами для поелфднихъ, 
которые измфняють свое положеше относительно элементовъ (16) съ из- 
ифнешемъ параметровъ Хи к. 

$ 471. Изельдуемь теперь нфкоторыя свойства системы плоскостей 
и системы точекъ. 
Если уравневя двухъ плоскостей: 
4=0 , 4, =0 {18) 


даны въ нориальной форм, т. е, если: 


А; == 2 сова, -- ус08 8 -- 2 08 — 21 =0 
(3) 
Аз = жоов аз - усов Ва - 200813 —р=0 
то легко видЁть, что: 
А, — 420 , 4+4: =0 . (20) 


будуть уравнея плоскостей, дьлащихъ пополамъ смежные двугранвые 
углы между плоскостями (18). 
$ 472. Пусть - 

4,=0 ‚, 4=0[ , 4=0 {21) 
будуть уравненя трехъ плоскостей въ нормальной форм%, эти плоскости 
дфлять пространство на восемь частей, изъ воихь каждая есть трегран- 
ный уголь, въ одномъ изъ которыхьъ лежить начало воординать. Урав- 
нен!я плоскостей, дфлящихъ двугранные углы того треграннаго угла, въ 
которомь лежить начало координать, очевидно, будуть: 


А, — А=0 , А— И: =0 , 4—1 =0 (22) 


Такъ кавь сумма этихь трехъ уравнеюй тожиоственно равна нулю, то 
плоскостн (22) пересфкаются по одной прамой. Это предложене можно 
выразить въ слёлующей формф. Опишемъ изъ вершины треграннахо угла, 
хакъ изъ центра произвольнымъ радувомъ, шаръ. пересёченя поверхно- 
сти этого шара съ гранями трегранивго угла образують сферичесьй 
треугольникь, & перееБченя. съ плоскостями образуютъ дуги большихъ 
Еруговъ, равнодфяящия углы сферическато треугольника; сл»дорательно 
предложене можеть быть выражено въ такой форм%. . 
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Предложеще 1. Больше круги, дфлянЦю внутренве углы еферичес- 
каго треугольника пополамъ, пересфкаютел въ одной точкф. 

Уравнен!я плоскостей, дфлящихь пополамъ вифшие углы разематри- 
ваемаго треграниаго угла, очевидно, суть: 


АА =0 , 0, &-- 40 (23) 


Если изь двухъ первыхь уравненй (23) и посл№дняго (22) составимъ 
тождество: 
| -- А — А) (4—4) =0 (24) 
то будемь имфть, перенося на поверхность шара, слёдующее предложене: 

Предложен 2. Дуги большихь круговъ, дляшия пополамъ два выфш- 
нихъ угла и одинъ внутренн! сферичесваго треугольниха, пераезкаются 
въ одной точ. Это предложеше относительно сферическато треугольника, 
не отличается оть предъилущаго, такъ вакъ равнодёляиИе круги, два 
энфшне угла и одинъ внутрений, суть равнодвлящ!е внутреня углы ефе- 
ричеехаго треугольника, полученнаго отъ прохолжешя двухъ его сторент, 

Но это предложене отлично отъ предъидущаго отиосительно илос- 
хаго треугольника ($ 81). 

8 473. Раземотримь еще слфдующ/я четыре уравненя: 


А, -- Аз- Аз =0 

—4-+ 4+ 4==0 

А — а 43=0 

А, -- Аз— А =0 

эти уравнея, очевидно, ($ 447) представляют плоскости, пересЪЕаю- 


пилея въ одной точек: 
А =0 , 4=0 , 4:=0 


(25) 


Первое изь уравненй (25) есть плоскость, проходящая черезь пере- 
евчеше плоскостей 4, =0 и А, + Аз ==0 ($ 449), а также черезъ пере- 
еЪчене плоскостей 4.=0, А,-|-Аз=0 и плоевостей 4,;-=0, 4,-|-4,=0. 
Слфдовательно три прямыя пересфчена этихъ плоскостей всф находится 
въ одной идоскости. Точио также пересфчевя плоскостей; 


АО , Из-- 40 ; 4350, Аз — 41==0 ; Аз=0, 4: — 4—0 


находятся въ одной плоскости: 


— 4+4 +4 =0 
33* 
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подобныя свойства имфють мЪфето и для двухъ поелфднихъ плоскостей {25). 
Первое изъ предъидущихь свойствь ножеть быть выражено сл$дующимь 
образомъ. 

Продложенще 1. Пересвчешя плоскостей, равнодфлящихь внфин!е углы 
треграннаго угла, съ противулежащими гранями лежать въ одной плое- 
хости. Это предложенс, перенесенное на еферическй треугольникт, мож- 
но выразить слфдующимь образомъ: точки пересфчешя большихъ круговъ, 
равнодзлящихь внЪшню углы сферическаго треугольника, лежать на од- 
номь больлюмъ круг съ противулежащими сторонами, 

Второе изъ предъидущихь свойствъ, перенесениее на шаръ, можно 
выразить едфдующимь образом: 

Предложене 2. Точки перебфчешя большихъ круговъ, равноафля- 
зщихь два внутренне угла и одияъ внфшн сферическаго треугольника, 
еъ протизудежащини сторонами, лежать на одяомъ большюмъ круг. 

$ 474. Возьмежь еще уравненя четырехъ плоскостей, непересвкаю- 
щихся въ одной точкф, пуеть эти уравнешя будуть 


‚ Азн0 , 4. =0 , А, =0 (26) 


Эти плоскости образують тетраздръ-треграниую инрамиду. Въ томъ пред- 
‚ положени, что иачало координатъ находится внутри тетраэдра, уравне- 
ня плоскостей, равнодфллщихъ внутренне двугранные углы тетраздра, 
будуты 
А, — 4=0 , Аз— 4:=0 , 48— 440 | 
А —№=0 , 4: — 4—0’ (27) 
А —д=0 , 
Тажь какъ изъ трехъ первыхь, въ горизонтальной лиш, уравневй вы- 


текають три лослфдия (5 447), то инфемъ сл»дующее предложен: 


Предложене 1. Всф шесть плоскостей, равнодфляш{я внутренне углы 
тетраздра, пересфкаются въ одной точкЪ. Точка эта, очевидно, есть центръ 
описаннаго около тетраэдра, шара. 


Уразнев!е плоскостей равнодвлащихь всВ внЪшн{е двугранные углы 
тетраэдра суть 
А-а =0 ,.4.+4=0 , 43 4—0 
АЖ =0 , 4-4 =0 , {26) 
А - А =0 
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Если возьмемь уравнен!я; 
А —4,==0 , М-ДА, =0 
43—43=0 , +4, =0 (29) 
Аз — 0 , 4+ А, =0 


то легко видфть, что эти влоскости пересфкаются въ одной точк®, отку= 
да вытекаеть сл8лующее предложен!е: 

Предложене 2. Плоскости равнодфлащя три двугранные угла, одного 
изъ трегранныхъ угловъ тетраэдра, и три плоехости, равнодфляшн выфш- 
не двугранные углы, противулежаще первымъ треиъ, пересфкаются въ 
одной точкЪ. Эта точка есть центрь вписаннаго знфшне въ тетраздръ 
шара. 

$ 475. Еели уравневя: 

А =0 , 4: =0 (30) 


представляють точки и написаны въ нормальной фориф, то уравненя: 
А; —4з=0 , 4+ 4=0 (31) 


будуть представлять, первое точку на безконечности на прямой соединя- 
ющей точки (30), а второе точву, дЪлящую разстолве между тВни-же 
точками пополамъ. 

Предложена, выраженныя уравнешями (22), (24), (25) относительно 
плоевоетей не дадутъ новыхь предложен отноентельно точекъ, а дадуть 
предложеня относительно плоскато треугольника, такъ какъ три точки 
всегда лежать въ одной плоскости. Относительно четырехъ точекъ: 


Д=0 , 440. . (32) 


будемъ имфть слЪдуюния предложены соотвфтствующйя предложевниъ 
{27) и (29). 
Уравнен!я точекъ, дЬллщихь ребра тетраэдра пополамъ, суть; 


А, 43=0 , 4-4, ==0 
д +4 =0 , А-- 4,0 (33) 
А =0 , 4-4: =0 
Каждан пара, въ горизонтальной лини, уравненй сложенная даетъ урав- 
нене: 
м -Н-- 4.0 (34) 


изъ котораго вытекають слёдуюцщия предложения: 
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Предложен 1. Если средины трехъ противулежащихь ребрьъ тетра- 
эдра, соединимъ прямыми лишнии, то эти три прямыя лини пересфкутся 
въ одной точь». 

Если уравнеше (34) будемъ разематривать, вакъ сложенное изъ 
уравнен!й: 

А=о и 4-44-44 =0 
или; 
А =0 и 4+ 4:--4.=0 
или: 


Аз=0 и 4-4. =0 
или наконец: 
Д=о в 44,4 4:=0 
то будемъ нить слёдующее предложене: 
Предложен 3. Если центры тяжести граней тетраэдра соединимъ 
прямыми лишныи съ вершинами тетраэдра, то эти четыре прямыя лини 
пересфкутея въ одной точек. 
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$ 476. Амермонёя Если четыре плоскоети пересфкаютея на одной 
прямой, то амармоническимь отношещемь называютъ анигрмоническое ©т- 
ношене свизки прямыхъ линш, полученной пересфчешемъ давныхь че- 
тырехъ илоскоетей плоскостью перпендивулярною къ общему ихъ ребру 
нересфчешя. 

Фиг. №57. ` $ 477. Пусть ОО’ будеть об- 
щее пересфчене четырехъ плоб- 
костей, пусть ОД, ОВ, 00, ОВ 
(фиг. 157) будеть связка, получен- 
нан пересфчененъ четырехтъ плос- 
костей плоскостью перпендику- 
лярною къ ребру 00’. 
Ангарноничеекое отношенЁе этой связки будеть ($ 144): 


эт 400 в 800 @) 
т 400 °5щ ВОР 


Пересфчомъ данных плоскости, какою-вибудь, плоскостью, которая образуеть 
связку О’А, ОВ, 06, 0'. Пересфчеше первой свкущей плоскости со 
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второю даеть прямую АВС, которая пересфкаеть обЪ связки, сл» дова- 
тельно будемъ‘имВть ($ 144): 


эт 40С. эт 806 _ 40. ВС 


эт 400, эт ВОС _ АС, ВС т АОО , зв ВОС 
31 4ОР зп80ф Ар’ ВБ 


2400’ вор 


Откуда заключаемь, что знгармоническое отношене вофхъ связокъ, 
полученныхь пересфчешемъ четырехъ давныхъ плоскостей ичтою произ- 
зольною, неизмжняется; неизмфкается, очевидно, м ангармоническое отно- 
шене отрёзковъ пересфчемя четырехъ плоскостей съ прямою, проведен- 
ною въ произвольномъ направлени, ` 


$ 478. Пусть 
До , 4:=0 (3) 
будуть уравнейя двухъ плоскостей въ нормальной фори®. 
Уравневе плоскости, проходящей черезь пересфчеше этихь двухъ 


будеть; 
д — АА, ==0 @) 


Если на этой плоскости возьмем, какую-нибудь, опредёленную точку, 
хоей разстоняйя отъ плоскостей (3) будуть 1 и а», то будемъ имфть: 


в — №: =0 
откуда: 


4 Ао : (5) 


Означимъ плоскость (4) номеромь 3, а символоми (1,3), (2,3) означимъ 
углы между плоскостями (3) и плоскостью (4), то будемъ имфты 


Возьмемъ четвертую плоскость таже, проходящую черезь пересфчене 
плоскостей (3); пусть эта плоскость будеть: 


Ар — А =0 (6) 
Ангарионическое отиошеще четырехь плоскостей: 


ДО, 4=0 , 4-—№4=0 , 4—0, =0 <) 
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(8) 


$ 479. Если уравнешя четырехъь плоскостей будуть даны не въ 
нормальной форы%: 
И=0 , М=о , И—И=0 , И—птд=0 (9) 


то ихъ зигармоническое отношене будеть также равно отношению #:т. 
Въ самомъ дЁлЬ, пусты: 


б=р4: , = (0) 


тд Ар и А: имфють нормальную форму, ар и 61 суть т множители, 
Боторые обращають (7 и 0 въ нормальную форму. Уравнеюя (9) сдЪ- 
даются: 


д=0 , 4:=0 , Ал ‚ д-р 0 (11) 


откуда, такъ какъ эти уравненя даны въ нормальной форм, то ихъ ан- 
тармоническое отношене будетъ: 
т: т = 1 {12) 
О ЗВ 
$ 480. Въ предъидущемъ параграф мы выражали уравнешя двухь 
изъ четырехъ данныхь плоскостей съ помощью хругихъ двухъ, т. е, кавъ 
бы плоскости АД; =0 и 4, =0 служили координатами. Возьмемъ теперь 
уравнения четырехь плоскостей, перее$кающихея по одной прямой линш, 
выраженныя съ помощью одной пары == и 0.=0. Пусть эти урав- 
нешя будуть: 


и— 0 =0, И—0=0, И =0, ПУ Ы0 (13) 
Поступая съ этнии четырьмя плоскостями какъ поступили въ 8 145, най- 
денъ, что ихъ ангармоническое отношен!е будеть: 


— 2. № 


(14) 


А м 

$ 481. Гармошя. Еели авгармоническое отношеше равно —1, то 

оно называется зармоническимь и если четыре плоскости будуть гармони- 
чесвя, то имфемы 

эт (1,3), в (2, 3} й м—№ № —№ 

8 (1, 4)`з1(2,4) — мб 


—1 (15) 
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откуда: 8т (1,3) ; 81 (2,3) _ 
эт (1,4) 310,4) — 


мы --+ьн= о ав) 


$ 482. Задача. Даны уравненя двухъ паръ плоскостей, проходящихь 
по одной прямой лини; найти уравнешя третьей пары, которая была бы 
тарноничеекая обфимъ даннымъ? 

Рьшене. Пусть уравненя данвых»ь плоскостей будут: 


П—\0:=0 , И—0:=0 
п—ъ=0 , И—ма=0 
пусть уравнен!я искомой пары будуть: 


п-\=о , Иво 


[2 


Такъ какь эта пара должна быть гармонична обфимъ, то имфемъ ($ 16). 


жотаыа+ю-ь о 
1 (18) 
ща НОА =0 


откуда легко опредфлить Хр и №ь а потому легко востроить квадрал- 
ное уравневе, коего корнями будуть Хи в. Нуеть + и-=а, =, 
то уравнене, опредляющее » м ц, будетъ: 

Ри =0 {19) 
Искомая вара будеть дЬйствительная или инимаа, смотря иотому каше 
кори будуть въ уравнения (19)., 

$ 483. Инволющя. Три пары плоскостей, проходящихь черезь одну 
прямую, соетавляють инволюц\ю, если можетъ быть найдена четвертая 
пара гармоничеекая къ каждой изъ данныхь трехь паръ. 

ДзвЪ пары плоскостей, проходящихъ но одной прямой лини, опре- 
дВлЯЮТЬ, вакъ зыше видфли ($ 482), третюю изру, которая гармолична 
каждой изъ двухъ паръ. ‘Третяя пара, гармоничная парф, опред®лен- 
ной двумя данными парами, будеть составлять съ ними инволющю. Но 
чакъ какъ, составляя третюю перу можно первую плоскость взать иро- 
извольно, а вторая, затЁмъ, опредфлитея изъ услоя гармоничности, то 
видииъ, что изъ трехъ паръ плоскоетей въ инволющи, проходящихь по 
одной прямой, пять можно взять произвольно, а шестая опредёлитея 
Пятью взятыми, 
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Сл\довалельно между тремя парами плоскостей, составляющих 
инволюцо, должно существовать условное уравнен{е. 
Пусть уравненя трехъ паръ плоскостей будуть: 
И—=0, И—\6=0 , И =0 
(20) 
Ин =0 ‚, И—р0б=0 , Ив =0 


й В 
Если оиЪ составляютъ инволюцщю, то существуеть четвертая пара, гармо- 
ничвая ко всБиъ тремъ парамъ; пусть эта пара будеть: 


ИД =о , И =0 (20 


такъ какъ она гармонична къ каждой парв (20), то имфемъ; 
1 
Жж— эн + )-- М а-=0 


№— ам =0 (23) 


. 1 
№—5 0 ра) ХА и) -- ма =0 
откуда имфемъ искомое услове: 


Мы мы 1 
ы №№ 1|=0 (93) 


Ара ЗН 1 


или; 
$ — №2) 0 — в) 0: — м) Ги — № (4 — М) — №) =0 (9 
Если положимъ: (о 
№=р-=А , № == 


то предъидущее услове переходить въ услове тармоничности четырехь 
плоскостей, откуда вытекаеть слёдующее предложеше. 

Предаожете. Если изъ трехъ паръ плоскостей, составляющихь ин- 
волющю, двЪ пары, каждая, обращается въ одну пару, то третяя инволю- 
цюнная пара будеть гарноническая въ двумъ полученнымъ парамъ. 

$ 484. Если въ уравнешихь (20} положимъ ), =0, щ = 00, то эти 
уравлешя одблаются: 

1 п=0, Зи—ЪИй=0 , ий =0 


(25) 
2) 0,=0, 9 И—шмб=0 , 9 И-—вб-=0 
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а услове (24) ихъ инволющи едфлается: 
ра = ра {26} 


или, припоминая значене коэфищентовъ }, ро и №, рз ($ 478), найдем: 


т (8, 1) ‚в (4, 1) в (5,1) эт (6,1) (т) 
81 (3,2) `зш (4,2) 81 (5,2) ‘за (6, 2) 


& 485. Условно инволющи трехъ паръ плоскостей можно дать еще 


сафдующую форму. 
Уравненя трехъ паръ плоскостей, составлающихь инволющю, мож- 
но написать въ слВдующей форм: 


УИ =0 , ИУ =0 , ИМТ, =0 
Ими =0 , И+ЪИ=о , И-МАУ, =0 


(28) 


воторыя, хакъ видно изь формы ихъ, суть гармовичны съ игрой плос- 
хостей; 


Если выфето символовь И и И, въ помощью которыхь выражены урав- 
нен}я (28), зыберемь три символа (7, Оз, О, связанныя съ Ур и У 
уравненями: 


[и А 0 р 
ии —, ими у, я у (29) 
то эти уравневя дають тождество: 
| ии в=0 (30) 
а уравнезя (28) сдБлаютея: 
Ио, 0, 0-0, 8-0, В По, Й_ 1-0 80) 
№ № № ра м ва 
тАФ: 
№ № я — 
ит о М-ЫЬ › мии 82) 


Такъ кавъ коэфищенты \ въ уравмешяхь (28) суть величины произволь- 
ныл, то коэфищенты р, составленные изъ нихъ, будуть также величины 
проязвольных. Поелфдия три изъ уравневй (31), еъ произвольными коэфи- 
щентами р, въ предпоможенш тождества, (30}, которое показываеть, что 
плоскости; 
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пересжкаются по одной прямой, также проходать черезь туже прямую; 
слфховательно, шесть плоскостей (31) составляютъ ияволющю. Если урав- 
ненямъ: 


дадимъ нормальную форму, положив: 


РИ =А , #0=4 , р =4 


то тождество (30) сдЪлается: 


А 4 | 4 _ 
ао 33 
Я + Ра + 23 8) 
а уравнен!я (31) плоскостей, составляющихь инволющию, будут: 
14 =о0 ‚ 2) 4. =0 ‚ 3) 4: =0 
(34) 
2 _ № =0,5 Аз 0 , 4: _ 4 0 
фра РЗ рарз РИМ ро Ре 
откуда, припоминая значен!я коэфищентовъ р, р, найдемъ: 
фара 31 (4.2) фара _ 916,83) ры 906.1) (85) 
фара 504,3) мы (5,1) ° ара вт (6,2) 
перемножая, получимъ: 
1 (36) 


Это послфднее уравневе есть одна изъ различныхь форнъ усломя инво- 
дющи трехъ паръ плоскостей, пересфкающихея по одной прямой лини. 


8 486. Возьмемь уравнешя трехъ плоскостей зъ нормальной форм: 
АО , 4:=0 , А: =0 (87) 


которыя пересфкаются въ точкБ Р или, что тоже, которыя понармо свя- 
зываютъ три прамыя лини, меходяня изъ точки Р. 


Уравненя: 
А; _ А; о, Аз __ 4 =о , 4 4) (38) 
а м 0  @ 


будуть, очевидно, три плоскости, проходяшйя, каждая, черезь пересфченше 
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двухъ изъ (37) и перескающихся по одной прямой, проходящей черезъ 
точву Р. Слфдовательно тесть уравневй (37) и (38) представляють три 
пары плоскостей, соединнющихъ попарно четыре произвольныя прямыя, 
исходяния изъ точки Р. 


Три пары уравнений (37) и (38) совертенно сходны съ тремя парами 
уравнений (34), разница только въ томъ, что между уравнешяини {38} не 
инфеть мЪста чождестно (33), откуда заключаем, что три пары илосЕо- 
стей, составляющихъ инволющю, есть только частный случай трехъ наръ 
плоскостей, связызающихъ, попарно, четыре прамыя Лии, исходяния изъ 
одной точки. Въ самомь дёлЁ, если четыре прямых, исходяния изъ одной 
точки, совпадають, 10 и услове (30) будеть удовлетворено, т. е. вс усло- 
мя инволющи будуть удовлетворены, 


Если точка Р будеть отодвинута на бёзконечность, то четыре пря- 
мыя, исходашёя изъ этой точки, сдёлаются параллельными, ко между 
синусами угловъ наклонен!я трехъ паръ плоскостей будеть инфть м%ето 
уравненще (36) и какъ это ураввене выражаеть услове инволющи плоскостей, 
то мы построимъ три пары плоскостей, составляющих ИНВоДЮ ЦИЮ, если 
черезь данную прамую проведемъь шесть плоскостей, пзраллельныхь 
шеети плоскостямъ, которыя связываютъ попарно четыре прямыя Лии 
параллельныя данной прамой. 


Это даеть возможность построить шестую плоскоеть, составляющую 
инволющю съ патью данными, проходящими по одной прямой. 

8 487. Если черезь переефчеше каждой пары плоскосхей, данныхь 
уравнетями: 


Д4=0 , 4,=0 , 4-0 (39) 


проведемь три произвольныя плоскости, пересфкаюняея по одной прямой 
лини внутри треграннаго угла (33), то ихъ уравнешя будуть, полагая 
вачало коордикать внутри угла (39): 


4: _ 4 0 43 4) №4 о 


(40) 
а р: аз @ 8 ил 


Если теперь въ каждомъ двугранномъ углф треграннаго угла (39) постро- 
мыъ влоскость—четвертую гарионнческую къ тремъ проходящимъ черезъ 
его ребра, то уравненя этихъ плоскостей будуть: 


А 43 Аз, 43 4 А 
о 28 =0 о 41 
Ты ош Ры ’ш Та 1) 


510 ГЛАВА ХХХ.—АНГАРМОЙТА, ГАРМОШЯ И ИНВОЛЮЦТЯ ВЯОСКОСТЕЙ. 


вычитая первыя два уравненя (41) и складывая съ поелёднимь (40), 


найдемъ: 
еее 


что показываетъ, ч1т0 эти три плоскости пересфкаютел вВЪ одной точеф. 
Перенося это свойство на поверхность Шара, коего центръ находитея 
въ вершин треграннаго угла (33) будемъ имфть слфдуюния предложеня: 
Предложене 1. Если черезь произвольную точку, взятую из поверх- 
ности шара, и черезь вершины сферическаго треугольника проведемъ боль- 
лие круги и въ каждомъ угл проведемьъ четвертый гармоничесвй боль- 
мой вругъ, то два изъ этихъ круговъ перес®каютея въ точкЪ, черезь ко- 
торую ироходить большой кругъ, проходя черезь трет уголь треу- 
тольника и черезь взятую на шар точку. 
Разеуждая надъ уравнейяни: 
4-2 №0 
% [22] а: 


з 


—_ 4 № 80 
ша; Гы . 


(43) 
А _ 4, 43 
8. 8—0 
а Ра 
44 _ 
м Ра 


хакъ выше ($ 473), найдемъ: 

Предложете 2. Если, какую-нибудь, точку шара соединимъ съ вер- 
шинами сферическаго треугодьника дугами больших Еруговъ, и въ каж- 
домъ угл проведемъ четвертый гармоничесьй большой кругъ, то эти по- 
слъдие вруги пересвкуть противулежания стороны сферическаго треуголь- 
ника въ точкахь, лежащихь на одномъ большомъ круг. ° 

Иредложене 8. Если, какую-нибудь, точку поверхноеги шара соеди- 
янмъ дугами большихь круговъ съ вершинами сферичеекаго треугольника 
и въ одномъ изь угловъ проведемъ большой кругь четвертый гармониче- 
ый, то онъ пересфчеть протизулежащую сторону въ точ, которан съ 
точкани пересфченя двухъ остальныхь большихь круговъ, проведенныхъ 
черезъ взятую точку, съ противулежащими сторовани, лежитъ на одномъ 
большомъ круг. 

Посяфднее предложене важно въ томъ отношени, что съ помощью его 
можно построить линейно, т. е. только съ помощью проведеня большихъ 
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круговъ, четвертый тармоническ!й большой кругь къ тремь даннымъ, про- 
ходящимь черезь одну точку. 

$ 488. Остается показать, какъ построить линейно къ даннымъ пя- 
чи плоскоетямъ, перееЗкающимея по одной прямой, шестую, которая бы 
составляла иНВохЮцЮ съ пятью данными илоскостлми. 


Пуеть: 


п=0, (=0, 6=0, Ц=0 (44) 


будуть уравнешя четырехъ плоскостей, проходящихъ черезь центрь Р 
мара, коего радуеъ равенъ единиц. Пусть 1, @2, из, аз, будуть вели- 
чины, которыя получать выраженя (), 0,,...., когда въ нихъ выфето 
перемфнныхъ координать ветавимъ координаты, какой-вибудь, данной точ- 
ви р, которую для простоты возьмемъ на поверхности шара, то: 


бо | бо бб 
а 25 а аз @3 4 

(45) ` 
бой ПИ ПЧ 
а 4 @з а а 4 


будуть уравненя трехъ паръ плоскостей, которыя пересфкаются на пря- 
мой Рр и проходятъ черезь шесть прамыхь зи, но которымъ перее- 
каются четыре влоекости (44). Чтобы предъидущя уравнешя преобразо- 


вать въ нориальную форму, съ помощью иножителей р, р... положим: 
[2 ИЛ А. 0; _ № = 4 . С: Е (46) 
& а ры’ @ д рр’ в м баз 
этими  подставовленями уравнешя (45) сдфлаются: 
Ао, 4=0, 4=0 ° 
(ат) 
43 4 0 ‚ 43 № 0 , 4 _ № 0 
ава  @аиа рарз РМ бы Раба 


эти послфдыя уравнены суть ничто иное, какъ уравненх (24), изь конхь 
вывели услоше инволющи (35); изъ вихъ вытекаеть предложене, кото- 
рое перенося на поверхность шара, можно выразить такъ: 

Предложене. Если произвольно взятую точку на поверхности ша- 
ра соединимъ дугами большихъ вруговъ съ точками пересёчешя, кахихъ- 
нибудь, шести большихь круговъ, то шесть большихь круговъ, проходя- 
щихъ черезъ взятую на шар% точку, будуть составлять инволюцею, 
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Въ этомъ предиоложевми подъ большими кругами, составляющими 
мнволюцию, надобно разумть таке круги, которые лежать въ плоскостяхт, 
соетавляющихь инволющю. Предъидущее предложен даеть способъ но- 
строить шестой большой кругъ къ плати даннымь, проходящимь через 
одну точку, тавъ чтобы они составляли инволющю, такъ же точно, какъ и 
шестую инволющюнную плоскость къ пати даннымъ, проходящимь черезь 
одну прямую линю. 

$ 489. Если изъ центра шара проведемъ четыре прямыя лими въ 
одной плоскости, то онЪ вотр®тять поверхность шара въ четырехь точ- 
кахь на одномъ большомъ круг. 

Еели эти точки озкачимъ нумерами 1, 2, 3, 4, а символами (1,2), 
(1,3),.... овначимъ дуги большнаго круга между точками 1и2, 1и3, ит. д. 
то антарыоническое отношене этихъ точек будеть: 

эт (1,3) ва (2, 3) (48) 
811 (1,4) ‘зщ (2, 4) 
Еели это отношене равно — 1, то говорятъ, что четыре точки большаго 
хруга составляють гармонию. 

Если между дугами шести точекъ на одномъ большомъ круг су- 

ществуеть зависимость (36); . 
5 (4, 2) эт (5,3). эт (6,1) =1 (49) 
31 (4, 3) „в (5, 1). 1 (6,2) 
то говорять, что шесть точекъ на одномъ большомъ кругф составляють 
ИНВОлЮЩЮ, 

$ 490. Если положимь, что формулы (47) и (48) относятся къ 
весьма малымь дугамъ, которыя можно разсматривать, какъ отрёзки 
прямой линшм, то синусы такихь дугь равиы дугамъ и наши форму- 
хы „относительно дугь обращаются въ формулы относительно прамой 
лини; 


это ангармоническое отношене отр®аковъ прямой, &: 


(4, 2).(5,3).(6, 0 _ 1 
. (4,3).(5,1).06,2) 
будеть инволющя шести отрЁзковъ. . 
Шаровая поверхность общие плоской, & поэтому веё предложешя, 
инфющя место на илоекости имфоть мфето и на шар, но не всё пред- 
лощеня на шарф инфють ибето на плоскости. 
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$ 491. 
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Изложимъ еще одно начало на шаровой поверхновти, кото- 


рое соотвфтетвуеть началу двойственности на плоскости, именно: сй0с0б% 
перехода отъ предложен относительно прямыхь и точекъ къ предложе- 
вямъ относительно точекъь и прямыхъ. Воть это начало: 


Кавдой точк& на поверхности шара, кавъ полюсу, соотвётотвуеть 
большой кругъ, а каждому большому кругу соотвётствуеть полюсъ. 


Пр. 1. Позюсы большихь вруговъ 
на шарф, пересфкающихсн в® одной точ 
Еф, лежать ва одномъ большомъ круг. 


Пр 1. Больше крути шара, коихъ 
пояюсы лежать на одномъ большомъ вру 
ть, пересфкаются въ одной тоЯкф. 


Пр. 8. Наклонене  пжобкостей 
двухь большихь круговЪ, разно дуг си 
единяющей два полюса большихь кругов. 


Пр. 2. Дуга большого круга, соеди- 
няющая два полюса двухъ большихъ кру+ 
говъ, равна углу наклонен!я между плос- 
костями большихь круговъ. 


Полярной физурой, соотв тетвующей данной фигурВ на а иазы- 
ваетея’ фигура, которая строитея изъ данной, построивъ каждой точк$, 
данной фигуры, какъ полюсъ, большой кругь, а каждому’ большому кругу; 
данной фигуры, полюсъ; тажимъ образомъ получитея фигура, которая и 
называется полярной данной фигуры. 

Такикъ образомь предложен! относительно данной фигуры дадут 
предложеня полярной, но тавкъ какъ полярная фигура полярной есфб 
данная фигура, то всБ предложен[я отйосительно полярной фигуры` да 
дуть предложен!я относительно данной. 

Слздующ я предложещя вытевають изъ четырехь предложенй 
88 472, 413, 

Предаоженще 1. Точки, двлян {я пополамъ дополнен сторонъ сферн- 
ческато треугольника, лежать на одномъ большомъ круг. 

Предложение 9. Точкн, дёлящ я пополамъ деф стороны сферическаго 
треугольника н точка; дфлящея пополам дополнете третей стороны; ле- 
жать на одномъ большомъ круг. 

Предложене 3. Болыше круги, соедивяюще ёредикы сторонъ сфери- 
ческаго треугольника съ противулежащими вершинами, пересфиаются в вЪ 
одной точ. 

Предложене 4. Больше круги, соеднняюще средины доиолненй 
двухъ еторонъ сферическаго треугольника и средину. третьей стороны съ 
противулежащими вершинами, пересфЕзютея въ одной точкВ. 

Слёдующия четыре предложеня вытекають изъ предложен $3 487,488; 

Предложена 1. Если стороны сферическаго треугольника; или ихь 
продолженя, пересфчемь дугою большаго круга и построим #8 етороняхь 
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треугольника четвертыя гармоничесвя точки, то двЪ, каюмя-нибудь, изъ 
этихъ послфднихь съ точкою пересвчен!я третьей стороны съ сВкущимь 
кругомъ, лежать на одномъ большомъ круг, 

Предложене 8. Если стороны сферическаго треугольника иди ихъ 

продолженя пересёчемъ дугою большаго круга и на сторонахь треуголь- 
ника построимъ четвертыя гармоническя точки, то большие круги, соеди- 
ваюпИе эти точки еъ противулежащими вершинами, нересвкаются въ од- 
ной точкз. 
у Предложен 8. Если стороны сферическаго треугольниха или ихъ 
продолженя пересфчемъ дугою большаго круга и дв» изъ этихь точекъ 
пересфченя соединимъ дугами большихъ круговь съ противулежащими 
вершинами треугольника, то эти дуги пересЪкутся въ точк®, черезь кото- 
рую проходитъ большой кругъ, соединяющий четвертую тармоническую 
точку на третьей сторонЪ треугольника съ противудежащей вершиной. 

Предложене 4. Три пары большихъ круговъ, соедивяющихь попарно, 
как!я нибудь, четыре точки на поверхности тара, пересвкаютъ, какой ни- 
будь, ‘большой крусь въ точкахъ, составляющихь инволюцщЮ. 

$ 492. Относительно ангармон!и, гармоши и инволющи точекъ на 
прямой въ пространств можно только повторить то, что было сказано 
вБ первой части настолнкаго сочиненя, или повторить вс предложешя 
и выражена, изложенныя въ $ 476 до 485 включительно, относительно 
плоскостей, измЪняя слова плоскость на точку, & выфсто синусовъ по- 
ставить отрЁзки, 

ВЪ заключеше прибавимь елЗдующее. Пусть: 


А =0 , 45=0 , 4:=0 , 


(50) 


будуть уравневя вершинъ тетраэдра, 
Три произвольныя точки на ребрахъ тетраздра, исходящихь изъ 
вершины 4,==0, можно представить слфлующими уравненями; 


4: _ 0 ‚ 4 40 ‚ 4 44 0 (51) 
я аз @ @з @ 4 
вычитая эти уравненя получимь уравненя: 
А 4 А 43 Аз 
28 0 =. 98—28 . 
а об а ы 63) 


трехъ точекъ на остальныхь ребрахъ, которыя лежать также ‘на плос- 
кости, проходящей черезь три первыя точия (51), такъ что точки пере- 
ефченя,. какой нибудь, илоевости съ шестью ребрами тетраэдра, могуть 
быть выражены предъидущими уравневями (51) и (52). 
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Уравиешя четвертыхь гармоническихь точекъ съ точками (50), (51) 
и (52) ва ребрахь тетраэдра, очевидно, будуть: 


А, 4 А, 4 А, 4 
=0 =0 , 1 4 — 
@ в м + аз @ + р 
(53) 
Ао, мо, 4 № 
аз а Г аз аз 23 


складывая каждую пару, столщую въ одной вертикальной лини, най- 
демъ уравнене: 


о а а и (54) 


Отсюда вытекаетъь слфдующее предложене: 

Предложеще, Если ребра тетраэдра или ихъ продолженя: пересёчемь 
плоскостью и на каждомъ ребрф построимъ четвертую гармоническую точ- 
ву, то три прямыя, соединяюция построевныя на противуположныхь реб- 
рахъ точки. пересфкаютея въ одной точкВ. 

Если плоскость, пересфкающая ребра тетраэдра, находится на без- 
конечности, то четвертыя гармоничес!я точки суть средины рёберъ тет- 
раэдра, слёдовательно, прямыя, соединяющя средины протизуположныхь 
реберъ тетраэдра, пересвкаются въ одной точкВ. 


ГЛАВА ХХХ!. 


Преобразоване ноординатъ. 


$ 493. Преобразовать координаты значить отнесть положене точки 
кЪ другимъ воординатнымъ осямь. Эти вторыя координатныя оби, отно- 
сительно первыхъ, бывають расположены такъ 4710, оставаясь параллель- 
ными старынъ осямъ, имфютъ начало въ другой точёф, или онё имфя 
тоже начало, имфють другое направлен, или наконець он имфютъ дру- 
тое начало и другое направлене. Мы будемь разематривать преобразова- 
я только прямоугольныхь коордипать и врямоугольныхь къ косоуголь- 
нымь, такъ важь друме случаи р8дко употребляются. 

Олучай 1. Преобразовать координаты въ друМл, которыя бы, оста- 
вачсь параллельными старымь, ныфли начало въ другой точеВ? 

Пусть старое начаяо будетъ О, координаты какой нибудь точки М 
{фиг.158) означимъ черезь 2, у,2; пусть коордипаты новаго начала 0’ отно- 

з3* 


516 ТЛАВА ХХХТ.— ПРИОБРАЗОВАНЕ КООРДИНАТ. 


сительно старыхъ ‘осей, будуРЪ`а,, с, а. координаты точки М относительно 
новаго пачала пусть будуть 2, у’,#. 


Фит. 158. Очевидно, имфемъ; 
Ге Ол-=а , АВЕ, ВОе 
, Г у ‚ Нр=у , РМ=в 
‚ ЕЕ=у , ЕМ=# 
откуда легко видЪть, что: 
у а , уЬНУ , ее 


Случай 2. Преобразовать координаты въ друМя, которыл бы, имфя 
тоже начало, инфли другое направлен е? Об еистемы прямоугольны, 

Пусть (фиг, 159) старыя. координаты будуть 2,у,2, а новыя. 2, у’, 2’. 

Пусть новая ось Х’ ©9` старыми осями Х, У, составляеть углы 
а, В, - 

Пусть новая 0еь У’ со старыми осями Х, У, составляеть углы 
ва, В, а. ’ 

Наконець, пусть новая .0сь Й'’ со старыми осями составляеть углы 
ба Ва, 13. . 
ЗамЪтимЪ, что координаты т, у, 2, какой-нибудь, точки суть ничто 
иное, какъ ея разстояня отъ плоскостей (07,07), (0Х,042), (ОХ, 07). 
Фиг. 169. Уравненшя плоскостей (0ОУ’, 02’), (0Х', 027), 

ыы {0Х', ОУ’) относительно старыхъь овей легко на- 

писать. ` 

Въ самомъ дфлё, ОХ’ есть перпендикулярь 
хъ плоскости (0У’, 02”), и составллеть углы 
в, еъ осями Х, У, Я; плоскость проходить 
черезъ начало координатъ, слъдовательно, ея урав- 
нен!е есть: 


2) 


ба 
в соза, -- усов -- 2603 ==0 


очевидно, уравненя плоскостей (ОХ', 


сова, -- усозВь 
2 сова; + у608 в 


02), (0Х', ОУ’) будуты 


260$ 12 = 0 


- 2с0в уз =0 


Если =, у, # будутъ' воордннаты“точки- М, вн% этихъ плобкостей, то предъ- 
идуния уравневя не будуть равны нулю, а будуть предетявлять длины 
перпендикуляровъ, опущенныхь изь взятой точки М наз эфи плоскости. 
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Означимъ эти перпендикуляры черезЪ =’, у’, 2’, то найдемъ: 


я’ = псов’ -- усов в - 2608. 


у’ = 260843 -- 08 В: - 26083 [09 


# = 1608 0; -- усоз в -- 260$ 13 


ТВ 2, у’, суть, очевидно, координаты точки М относительно новыхъ осей, 
слфдовательно формулы (1) дають зависимость между старыми и новыми 
координатами, какой-нибудь, точки. Углы а, В, т,‹-. связаны слёдующиии 
урзвнешями. Ови Х’, У’, 2’, составлають углы @,в, 11; аз, 5,12; аз, Ва, а 
съ овями Х, У, 2, слфдовательно имфемъ (6 434, 16): — -_ 


с08а, -- соз?В, -|- оз, =1 
со5?а; - созЗвь -|- со: == 1 (2) 
> ©032аз -- сов вз Е соз?уз = 1 


Оси Х, У, 2 составляють Углы ‘ба, аз, ба; В, Ва, 83; “И, 123 Из. © 06ЯМИ 
Х.,У', 2', сльдовательно имфемь ($ 484, 16); 


совйа, -- созба, | с053 == 1 
60578, - с05?8; + с09В =1 (3) 
©0352 - 08? -- 05 = 1 . 


Оси. Х', У', 2' перяендикулярны между собою, слфдоваяельно (5 435): 


сова; сова -- созВи ебвВь -- сов, 60513 = 0 
оба; с08@з -- с03В; созвз - с057, 60845 = 0 `(4) 
сое сова -- слева совва -- совуа с05тз == 0 

Оси Х, У, 2 перпендикулярны между собой, слфдовательно ($ 435): 
вовои воз -- во с05ва -{- созиз 0383 ==0 
созои сову, -- созае совуз -[ с03яз 057: == 0 {5) 
сов, воз, -- совво созуа -- созВз сб5у: == 0 : 


Имфя эти зависимости между углами легко выразить старыя координаты 
въ’ функщи новыхь. Для этого помножимь уравнен!я (1) сначала на 
с08 21, с0ва,, 60598 и сложимь; затЪиъ помножимъ на созв, созВь, 605 В 
и сложимъ; наконець помножимъ на 60$“, с08 а, 60513 и сложимъ; сообра- 
жаясь съ уравнешяии (3) и (6), найдемъ: 
° = сова У 60а | # 60855 
у со5В, у’ 088, -|- 2 возр (6) 
= сов У 0613 -- 27 совь 
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Эти формулы и служать-для преобразованя старыхъ координат въ новыя. 
Занфтимь при этомъ, что всегда имфемъ: 


ирина @ 


Это равенство получимъ, подставляя вмЪсто х, у,2 ихъ выражешя (6) или 
просто, замЪчая, что ‘обв части уравневя (7) выражають разстояне взя- 
той точки оть начала координать ($ 433). 

Случай 3. Легко видЪть, что перенося начало ‘координать зъ точку 
(&56) и изывняя нанразлевя осей, будемъ имвть: 


д==а-- 2608 -- усова, -- #6080 
у=Ь-- 2'60$  - учоз В» -|- 2605 Вз (8} 
д=е-- 608 - у'608 Ча -- 260$ 1з 


$ 494. Задача, Преобразоваль. прямоугольныя координаты въ косоу- 
тольныя? 

Рьшене. Пусть прямоугольныя координаты, какой-нибудь точки М 
будуть д, у,2, а косоугольныя, имфющя тоже начало, пусть будут я’, у’, г. 
Пусть косоугольныя координаты соетавляють между собою углы », д, у; № 
уголь между У'и 2', р между Х'ий, лу между Х'и У’, Пусть ось 
Х' составляеть съ осями Х, У, 2 углы м,В, и; ось У’сь Х, У, 2 углы 
о, Вто и ось 2 сь Х, У, Я углы ав, Вз, 13: 

Эти углы, очевидно, связаны елфдующими условями: 


605 А == 605 аз 608 аз -|- 608 В; с08 Вз `-|- 60813 608 3 
605 д == 6089; 608 9з -- сов; соз Вз -- 6051 608 а {9) 
608 у == 6050 608 в -[- 603 В, с0з В, |608“ 608 а 


Такъ какъ сумма проэкщй координатъ я’, у’,#’, точки М на оси Х, равна 
хоордниат$ х этой точки, 10; 


=. 08а, Ру’ сова: -- #60505 
усов - усов, -- 2' 605 (10} 
2 вв, НУ с081а-- 2 60318 

тд№ углы а, 8,1 евязаны условями (2) и (9). 


Изь предъидущихь уравневшй легко видфть, что разотояе точки М 
отъ начала координать будетъ, если ето означимъ чрезь #; 


ауру 23у совх Зе вов ре- За сову (11) 
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& разстояне между точкани, коихъ координаты суть ду, 2; И 2, уз, 22, 
будеть: 
ам Е + фа 


{2 -— уз) -—газсовд- |2 — жа адеови и -в)и-—узеов» (12) 


Это уравеше (14) $ 433. 


Такъ какъ дв системы координатф связаны между собою линейны- 
ми уравнен!ями, то преобразоване координать не можеть ни повысить, 
ни повизить степень. уравненя поверхности. 


$ 495. Полярныя координаты. Опредбляють также положеше точки 
въ пространствз, ея разстоящемъ оть начала координатъ и углами, кото- 
рые это разстояне состанляеть съ координатными осями. 


Пусть х будеть это разстояне, пусть о,В, у будуть углы, которые 
это разетояще составляетъ съ осями Х, Уи 2, то, очевидно, будемъ 
имты . 

2а=ро0вЯ '› у=7608В , нех 6081 . (13) 


углы а, В, { связаны уравнешемь: 
605 -- е0578 Е с08у =1 . (14) 


Педетавяяя въ уравпен!е ловерхноети выфето 2, у, 2 эти величины, най- 
демъ уравнене поверхности въ координатахь, которыа называются по- 
лярными. ы 

Замфтимъ, что уголъ т есть функщя условъ хи В, волфдотви зави“ 
симости (14), 


$496. Сферическя координаты. Опрехвляютъ еще ноложеше точки 
въ пространствв, ея разстоящшемъ г оть начала координатъ, угломъ {, ио- 
торый это разетояще составляеть съ 0еью Я и угломъ ф, который про- 
зЕщя г на плоскости (ОХ, ОУ) составляеть съ осью Х (фиг. 160): 
Фиг. 160, 


ОМ=т , ОМ 
ДА0М=Ф ‚ ДМОВ=ф 
ОА=х , МА=у , 0В 


Очевидно, имфемъ; 
= реф’, уярашф о, 2=7008ф р. 


но; 
р==ташф 
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слЪдовательно: 
д==7005ф5тф , у=узтфешф , 1=7608ф (15) 
т, фи ф называются сферическими координатами. 
Сравкивая выражен!я для л, у и 2 (15) съ (13), найдем: 
60а == 05 фзтф , сов =штувшф , в05т==005ф (16) 


Это есть зависимость между сферическими и полярными координатами. 


Преобразоваые плоскостныхь координатъ. 


8 497. Цоемотримъ теперь, кавъ преобразуютен координаты плоскости; 
когда переноеится тольво начало координать, когда измЪняетея только 
ихъ направлен и когда `дфлаетея и то и другое. 

- Случай 1. Мы выше видфли ($460), что если х,у,2 суть воордина- 
ты точки, то ея уравнеше будеть: 


«ти 10 т) 


леренесемь начало координать въ точку (а,р,с), нензмВняя направлевя 
осей; для этого положимъ ($ 483): 


ая , ужо-у , а=е-х 
подставляя эти выражешя въ уравиене (17), найдемъ: 


а-я ин -1=0 


, 5 , и , В 
Зерна "арын Г1=° 09 


вели #,4', © будуть новыя координаты изоскоети, то: 


= 


5 ч. ы в $ 3) 
а-Нинна-Н › аё-Няа-НЕ ани 
откуда: 

е Ы = ы —- 0 
ая ›* «ее * ыы 


тавовы формулы для преобразоваяя координать плоскости, когда перено- 
сится только начало координатъ. 

Знаменатель въ выражешяхь (19), приравненный нулю, есть, оче- 
видно, уравнен!е новаго начала; 


Е &--1=0 
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а’ —1=0 


есть уравненюе старато начала относительно новыхъ осей. 


Олучай 2. Если, оставивъ начало, измЪникъ направленше осей, то мы 
должны въ уравненю (17), поставить вмёсто 2, у,2 выражены (6), что 
даеть; 


(2/08 м -+ Усова, -- дов аз) Е -|- (20088, | усов В, 205) Е 
+ сов Е усов - голд --1=0 [© 1) 
или: В . 
Е сова: 46088, - 5603311) - у сова + псов Вь - Со05уа) 
2 (сова; -|-- 908 ь -- Ссов уз) -- 1==0 , (22) 


означимъ черезъ 2,1,’ новыя координаты плоскости, то будемъ нить: 


Я соб аа | 1608 В | 66091 
Я == Е 00а; - 1008 В, -- 56051 (23) 
ф-= 008 в -- 1008 Вз - $60573 


откуда: 
Е == 2 сов: -- 608 аз -- 7 605 @з 


Ч == Ё 08 В -- ч' 08 В; -- 57608 В (24) 
$ = Е сов Е 608 а -- $60813 


Изъ этихъ ныражешй видно, что онф ничфиъ не отличны отъ формулъ, 
служащихь для преобразовашя координатъ точки (4) н (6). 

{ Случай 3. Перенесене начала и измЪнене направленя осей дается 
выражениями (8), которыя подетавяяя въ уравнеше (17), найдемъ: 


{@- 27608 в + у’оваь - ов аз) 5 - ®- сов, { у’ сова - “еозв)ч-[- 


Не-а вов, -- у’ совчь Е я 608) 6-1 =0 

откуда: 
2 (Е соза, -- чсо8в -- $ совм} [У (608 0-91 005 № 
+ 2С воз оз + 10$ В; -- 005 уз) +- а -- 59 - & 


сов) 
1 


} 
т 
} 
т 


раздвлия на: 


-ы а -ь: 
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н означая черезь #,7,С новыя координаты, найдемъ: 


весов Е лов 69 
_ вы-Н&-1 
‚вова + пеоьба Е бооеть 
— Ча -1 (25) 
;_—_ооваз - я совб, | обв 
"___ фи! 


откуда легко опредвлить Ё 1,5 въ функши новыхъ координатъ &', ’, С. 

Изь выраженй для преобразовавя воординать плоскости видимъ, 
что он не инфють той формы и характера, который низють формулы, 
служешуя для преобразовашя координать точки; это, опять повторяемъ, 
происходить отъ того, что система координатъ Декарта есть только частный 
сяучай боле общей системы, которую мы и изложимъ тенерь. 


Тетраздричесная система коордянатъ. 
$ 498. Возьмемь уравневм четырехъ плоскостей ие пересфкающихся 
въ одной точкЪ, образующихь тетраэдръ. Пусть эти уравнешя будуть: 
1) ше вуфа + а=0 
2) ах Бу -Е ем -|- &=0 
8) ая Е &зу Еее -Е &==0 
4) ие у ее - &=0 


Такъ какъ, по условю; эти четыре нлоскости не пересвкаются въ одной 
ТОЧЕЖ, 10: 


(36) 


ча 
аа № 6 
^= а В в 4 =о #7) 
и а & 
Означимъ черезь А, А... В\, В... миноры, соотвётетвующие эдемен- 
тамъ и, ао... Ыб... опредёлителя (27). 
` Уравнешя вершинъ тетраэдра (3 465, 31) будуть: 


(2,3, МЕ ВЕ В =0 
(1,3,4) АЕ Вл-- ОК р, =0 
(1,2,4) А-В Е СИЕ 0, =0 
(1,2,3) АЕ--Ви-- СИ 1, =0 


(28) 
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Символы (2,3,4), (1,3,4),... означаютъ кая изъ плоскостей (26) пере- 
сфкаютея въ этой точкБ. 

Въ тетраздрической системь координать положеве точки относится 
къ четыренъ плоскоетямъ (26), а положеше плоекоети къ четыремь точ- 
камъ (28). Этоть тетраэдръ назызается координатнымь. 

Означимь черезъ 1, рз, 2,4 разстояня, какой нибудь точки (т, у, 2) 
отъ четырехъ граней тетраэдра; эти четыре элемента, очевидно, находатся 
въ извъетной зависимости между собою, такъ какъ похожее точки 
вполн% опредфляется ея разстоянями отъ трехъ плоскостей, слёдователь- 
но эти четыре элемента будуть равносильны тремъ, если будемъ прини- 
мать не ихъ величины, & ихъ отношеня. Такъ какъ тетраэдръ данъ, 
то веегда можно опредфлить и числовую ведичину четырехъ элемен- 
товь р. 2,2з,Р, НО въ тетраэдрической системЪ координать въ этомъ 
ить надобности, даже вифсто разетоянй, для большей общности, можно 
брать разстояя точки (7,у,2} въ извЪстныхь направленяхь, т. е. 
помножить ру, ра, 2,4 на постоянные коэфищенты, наприифръ, на #, А», 
№. Озвачимъ черезь 2:22, 2,2, ташя величины, которыя бы удовлетво- 
ряли уравнен!я: 


а=рй , и-рм , р-р, Арии (29) 


ТДЬ р есть коэфишенть пропорнюнальности, Эти величины хи, 2, 5, 24 
примемъ ва координаты точки (2,у,2) относительно координатиаго те- 
траэдра. СлЖдовательно, координатами точки, въ этой снстемЪ, мы будемь 
называть четыре чиела, имююция между’ собою отношения равныя отно- 
лщенчямь разстоянй точки оть зраней тстразйра помноженныхь, каждое, 
на постоянный хоэфищенть, т. 6. отсчитываемыя въ извьстномь на- 
правлени, 
Легко видфть, что уравневя граней тетраэдра будуть: 


2=0 , ж2=0 , ж=0 , л.=0 . (30) 


а уравнешя его реберъ: 


и =0 я =0 д =0 ав: =0 Е о в =0 
, , , ‚ , (31) 
1 =0 3 == 0 =0 д: =0 2. =0 в: =0 


а координаты его вершинтъ: 
ь и =0 и =0 2 = 0 2; =0 
2=0 , 4:=0 , Ж2=0 , 2=0 (32) 
3=0 д=0 2=20 . 2,=0 
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- 8 499. Точно тавже мы опредёлимъ тетраздрическя координаты 
плосности. Пусть @, 42, 4, 4: будуть разстоявя плоскости, данной ко- 
ординатами: ($, 4,5), еть вершинъ тетраэдра, данныхь уравненями (28); 
пусть эти. разстонвя будуть отечитыватея, не по’ периендикулярнымт на- 
правлещаямъ, & въ извфстныхь, опредфхенныхъ, но произвольныхь; для 
ЭтотО @1, 4, 0з, 44 множатся из коэфищенты №, 3, №, М и черезь &, в, №, & 
означаютея величины, которыя удовлетворяють уравнен!ямъ: 

Аа, = Ь , Ве , М (33) 
тд ”о есть коэфищенть пропорцюнальноети. ` 
Числа $, 6, 6, & пазываютъ хоординатами плоскости, елдовательно 
координаты плоскости суть четыре числа, имиющйя между собою отно- 
щеня равныя отношенмь разстолньй плоскости отьвершинь тетриздра, 
казепое разстонще помножено на произзольный, на постоянный коэфииенть; 
т. в. ‘отенитивается это разстояюе 8ъ произвольноме, но постоянному 
назравленй. 
` Очевидно, уравнешя вершинъ тетраэдра суть: 


0, 6-0 , в =0 , в=0 . : (89) 
уравненя его реберъ: 
&=0 &=0 &=0 &=0 &=0 & 


‚ , .. ‚ , (35) 
в=0 В=0 &=0 в-=0 &=0 &=0 
& координаты его граней будуть: 
& =0 & =0 а & =0 


ь=0 , 6=0 , &=0 , 6 =0 (36) 
в=0  ц=0 =  В=0 ` 


$ 500. Еели напишемъ уравиенйя (26) и (28) въ нормальной форм®, 
то найденъ: - 


АВ, 
ра = р = о = №4, == м и 
Я. 
ре, = р = у т | од = № — 
й 
о АВ -НТЬ 
ВА -Ь у о АА Вувеяня 
ах Ну о-в, м = Вы -НО5-Рь 


РИ уда, РУВНЕНЯ 
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Такъ накъ Ёи \ суть величины совершенно произнольныя, то мо- 
жемъ ихъ выбрать тавъ, чтобы: 


Ве бу ба = у и 1 (37) 
т, е. чтобы уравненёя плоскости и точки предстаплялиеь 'в® форм: 


ва Е ль а ра ==0 - = (88) 


& для этого положинъ: 


в = Ум, +, {я ‚ ыы о, 
№ = , 

Уз , 
№=2, . 


введя общёй дфлитель УР--- въ коэфищенть пропорцюнальности с, 
найдем; 


фа = ве уе -+& ‚вы = А Вл НОЕ НВ, 
ы-= 454 Вы +- 65 + В, 
ра, = аа -- Бу ее & в) [3 Е Н.В + 5 в) 
т, = а Рау ри -- 4 чё: = 45 + Ву + 0% НР, : 
би -= це у ее в 4 =А& + Ва + 05 НТ 


Таковы формулы, служащ/я для переходя оть тетраэдрическихь коорди- 
нать къ декартовымъ. Если эти уравненя р®зшимьъ относительно х, у, 2. 
то найдемь формулы для обратнато перехода, т. е. оть декартовыхь къ 
тетраздрическимъ: 


_ дед БАн Аи _ а ыы а а 
= ря Ру Вии Л 
— Вова (до) ВВ о) 
Ра Вы Батя Е Г 4 Ба 
Се бь ба би ее Наб тов 
"Руа рьь бы РР < к РАБА а 


Легко видЪть теперь, перемноживъ уравиевя (39), что будемъ имфть: 
ом Е а  ы)= А беру 
Слёдовательно уравненше: 


Бад - Ба -- Вуду -- Вим == 0 (41). 
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будеть представлять плоскость, коей координаты суть &,Ё», в, & и точку, 
коей координаты суть х, 5», Жн, а. 


Изь всего предъидущаго сяФдуеть, что въ тетраэдрической систен% 
координать существуеть полная соотвфтетвеняость. 

Позожеше точки опредфляетея от- Положеше плоекости опредфляетен. 
посительно координатнаго тетраздра ея | относительно вершинъ коордипатнаго те- 
разстоящями оть его граней, отсчитывае- | траэдра ея разетоашями отъ его вершинъ, 
мымн въ опредфленномь напрандеши, отечитываемыни въ опредфяенномь на- 

правлев1и. . 

Поэтому формулы для преобразовавя координать въ обфихь сиете- 

махъ тождественны по форы%. 


$ 501. Остаетея похазать, какъ выше замфтили, что система коорди- 
нать Декарта есть только частный случай системы тетраэдрической. 

Для этого преобразуемъ координатный тетраздръ въ другой, кото- 
раго бы три грани 2. ==0,2,==0 и х. =0 были перпендикулярны между 
вобою. Пусть х,у,# будуть разстолнйя, какой нибудь, точки оть плоско- 
стей 2в==0 , 2.==0, жэ=0; пусть р будеть ен разетояне оть четвер- 
той плоскости х; =0, которой разотояые отъ пересфчешя трехъ нлоско- 
стей п=0,х.=0, 2:=0, означимъ черезь 4. Очевидио, будемъ 
иыВть: 

ра== Ве , ра ==Ъу , рая , ра = р 


полагая: 


= -Ь 1 , & 
найдемъ: 


бах , Ну , 04-7 , = 


Если плоскость 2. =0 отодвинемъ на безконечноеть, то р== оо ид ==00; 


ся$довательно т —1, откуда: 


Е ‚› оеу , щи , и =1 (42) 


Изь этого видимъ, что въ декартовой систем координать четвертая коор- 
динзтная плоскость иаходитея на безконечности и переходъ оть тетраэдри- 
ческой системы въ декартовой дфлается съ помощью уравненй (42). 
$ 502. Одно изъ самыхъ замчательныхь уравненй плоскости, ееть 
‘уравненю: 
Ла + Риз Е Ры Е Ру, -=0 (43) 


полученное, приравнявъ нулю знаменатель въ уравненяхъ (40). 
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Для вефхь точевъ этой плоскости х=есо, у==со и д==со, елфдовательно 
на этой плоекоети находятся всф безконечно - удаленныя точки. Мы эту 
плоскость будемъ называть безконечно - удаленною. Ниже увидимъ, какую 
важную роль играетъ эта илосвость во воъхь изелфдоваяхь свойствъ по- 
верхностей. 

Мы видли въ первой части ($ 185), что вс№ безконечно-удаленныя 
точки на плоскости, лежать на одной прямой, здЪеь-же видимъ, что во 
безконечно-удаленныя точки пространства находятся ва одной плоскости, 

Отсюда видимь, что плоскость можно разематривать, какъ площадь 
круга, коего окружность находится на безконечности, а простравство— 
какь замкнутый шарь, коего поверхность находится на безконечноети. 


8 503. Остается показать, какъ преобразуется одна тетраэдрическая 
система координать въ другую, тоже тетраэдрическую. 


Пусть #.2,2,2, будуть координаты точки, а $, Ъ, &, & коорди- 
наты плоскости въ одной системЪ, а у. у, Уха И У, чь, Из, а КоОрди- 
ваты точки и плоскости въ другой систем%. 


Уравнене плоскости въ первой систем будеть: 
бал -- ла Ваз -- Нал =0 (44) 
а уравнене той-же плоскости въ другой систем%: 


зи -Е луз Е вуз -- я = 0 (45) 


Координаты ул, уз, Уз, Уз Второй спетемы будуть линейныя фунещи коор- 
динать первой системы; пуеть овф будуть: 


рут == вил -- бтата -[- бизяа -- ата 
РУз == аз -- азза + алзть -- ана в) 
руз == анал -|- вать -[ @вза -|- аз 
рул == аи, -- аа Заз 4 бы 


Если эти выраженя подетавимь въ (45) и еравнимъ съ (44), то найдемъ: 


96 == а азы -- аз би 
93 == 131 -- @за\а -- дама -- ана ат) 
ва == альт -[ азуть два + баз 


о = 4%, - дзен -Ё ван - они 
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Соетавимъ опредфлитель: 
а 2 ЯЗ @х 
би 063 033 ба 
А= (48) 
ба @з2 @33  @з . 


би @2 @43 @и 


который не должень быть равенъ нулю, такъ какь въ противномь случа», 
второй тетраэдръь обращается въ точку. ели черозь Аз; назовемъ ми- 
норъ, соотвътетвующйй элементу а; въ Д, то изъ уравнешй (46) и (47), 
пайдемъ: 


а == Ар -- Ану: + Ашуз -- Аи 


и = А + Ану -- Азуз -- Ао . 
(49) 


вез == Ау | Аозуь -- Ави -Р Ааа 
ве: = Ану | Ану Г Аыуз-- Ан 
и: | 
У = Анё -- Аз + Аз -- Ацы 
ув = Ави 4 Аз, -- Аза + Ян 
{50) 
Ув == Аз + Аза - Аз -Н Аа 


У Ан -- Ань Аза Ан 


Изь уравненй (46), (47), (49) и (50) ясно видно значеше коэфищентовъ. 
ах и Аы. Уравненя: 


и =0 ‚ №20 ; у=0 , у =0 


. {51) 
#=0 , %=0 , =0 , 4,20 


представляють еторопы и вершины втораго тётраздра относительно пер- 
ваго, Эти уравненйя суть: 


урани: вершины: 
во, Ч анть + вла, ант -=0 Аб, + Ан, 4 Ав ААН О 
диз, + ды, 4 авт, - дит -= 0 а В 
пы, он они, фьли тв © | дьб Ань 4 ль едино 6 


быт, - вату + авт, виа = 0 Ань + об $ Аьь + Ацц=0 
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откуда видимъ, что координаты: 


новых граней: мовыхь верщинъ; 
бы бы ба бл Ак Ав Ан Ац 
бы бл ав в Ан Ав Ав Ан 
(53) (58°) 
бы бы @з @л Ан Аз Аз Аш 
аи аз бы @ы Аи Ам Ан Аш 


Уравненшя сторонъ и вершин стараго координатнаго тетраэдра, отнесен- 
ных кь новому, будуть: 


п 2=0 ‚, 2==0 , 4:20 , х,=0 
(54) 
&=0 , &=0 , в=0, & 
старыя грани: старыя вершины: 
Ану Е Ану, Е Ау + Аи», =0 а, + аа, {- арт, Ч вить =0 
Ау, + Ану» Ану, - Аиу, =0 чим: аз \ь - вуз - аа = 0 657 
(55) 
Ану, + Аззуь ++ Аннуз -- Ау = 0 ана -- аз,  азть + выи =0 
Ау: 1 Ану, Ану Аи = | ан\, + вы \ь | выть Рам =0 
Откуда видимь, что координаты: 
старыхь граней: егарыхь вершит: 
Аб Чи Ам Аи Ча ба бы аи 
А Аж Аз Аа аа ба ан ба 
(56) 56°) 
Аз Ав Ав Ав Ча @н ба ба 
Ан Ав Ам Аи Чи би бы @и 


Тетраэдрическая система координать въ особенности прилагаетея удобно 
хь предложенамь отвосительно положеня, тд не входатъ числовыя 
значеня величинъ. 


$ 504. Рьшимъ еще слфдующую задачу: 


Задача. Написать уравнеше плос- Задача. Написать уравнен!е точки, 
ности, проходящей через три точкн: лежащей на трехъ иаоскостахт: 
рае), тат"), Би), ИНЬ"), 
етаитвьтау") ии) 


Пусть искомое уравнеше плоскости бу- | Пуеть уравнене точки будеть: 
деть: 
а м м Е На: ==0 (67) аа ыы Ва =о (57) 
Такъ какъ координаты давиыхъ точекъ | Такъ накъ плоскости проходять черезъ 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРТЯ, а 
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дояжны удовлетворять уравневе л0с- 
кости, то имфемт: 


а 
ани На фа" 0 (68) 
льет 


исключая изъ уравнешй (57) к (58) 
фЬ, Ь, Ё, найдены: 


од 
в | в) 
ходи ам а 
2 дут аще шин 


Легко видфть, что 


ГЛАВА ХХ. — ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТЪ. 


искомую точку, то ихъкоординаты должны 
удовлетворять уравнеше точки и мы 
имфенъ: 


аи аи зи + ее 0 
а 
а а 


исключая изъ уравновй (57) к (58') 
2, 2» Хы 2, найдемъ: 


вььы 

о 
СВЕ 

И 


коордннаты плоскости и координаты точки будуть 


даны минорами. прехъидущихъ опредзлителей, соотвфтетвующихъ элемен- 


тамъ 2, 2, ла, та, в, В, Ц. 


Изъ уравиенй (59} и (59'), найдемъ: 


рта чеки" Ев ра 
раза Ед" дл" 
реа мы 4кы" 
р = ве Аи" вау" 


= На 
вы Но р" 
об =" А" рб 
абы Ме в" 


Еели уравнешя днухЪ плоскостей будуть: 


Ба Бла В Бз  Ч=0, 


Вл быль + Ръь Е Ри =50 


то уравнеше плоскоети, проходящей черезь пересфчене этихъ двух, 


будеть: 


Ба Е ль + ва + аа Е А + Фила -- биз - Фин) ==0 


или: 


УЕ я + В + №5)» -- & 5 № а 5 Род =0 


Слфдовательно координаты этой плоскости будуть: 


аж, 


я-а На цы =0 , 


+, 


Если уравнен!х двухь точекь будуть: 


ВМ, Ц 


дб аа + дз 24 ==0 
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то уравнене точки на прямой, соединяющей эти дв точки, будетЪ: 
де а ав аа аль а а) =0 
откуда координаты этой точки будуть: 
| дм, ам , вмз, ам 


$ 505. Тетраэдрическая система координать вытекаеть изъ. того 
свойетва, что уравнеще велкой плоскоети можно выразить съ помощью 
четырехъь данных плоскостей не пересекающихся въ одной точь», а 
уразнене каждой точки можно выразить сь помощью четырехъ ханныхь 
точекъ, не лежащихь въ одной плоскости. 

Пусть уравненя четьрехь данныхь плоскостей будуть 


ша Ру Ра Е & =0. 
ат Ну ия -- 9: =0 
азт Руса -- 4 =0 
вл Бу чё + &=0 
требуется съ помощью этихъ уравнев! выразить уравневе плоекоети: 
ав -- Фу ее-- 4=0 


Для этого помножимъ предъидуния ураввевнн на \, ,у, ри сложивъ при“ 
равияемъ коофищенты при х, у, ё возфищентамъ а, 6, с, @, то найдемъ: 


Ха -{- ваз + заз- ра =ва 
Хы + ыы Ув» + = 
Хе; -- рез + ус Е её == 6 

За -[- ва, - уз | ра, == 9 

изъ этихъ четырехь уравненй, найдемъ искомыя коэфищенты Х, в, у, р. 
Если уравнешя четырехь точевъ будут: 

А+ В" САР, =0 
АЕ -- Вл + О Г: ==0 
А -- Ва + ОК 0ь=0 


А-В + бК-- р. =0 
р 
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то уравнене пятой точки: 
Жар 


можеть быть выражено съ помощью предъидущихь уравнений. 

Для этого помножимъ ихь ва коэфищенты №, р,у.р и сложивъ при- 
равнлемъ коэфищенты хоэфищентамь послёдняго уравненя, что даеть 
сафдующуя уравненя для опредёленя Х, , у, ©: 


АХ Ак Ау-- Ав =А 
В+ Ви В» + Вр=В 
СА-- бр бу = 0 
РА-Рь-+ р Рь=р 


изъ коихъ опредфлимъ \,в,у,р, если четыре, давзыя уравнешами, точки 
не лежать ив одной плоскости, 


ГЛАВА ХХХН. 
Общуя свойства поверхностей втораго порядка. 


} 506. Геометрическое мфсто точекъ, координаты которыхь удовле- 
творяють уравненю второй степени: 


Роу, в) == аа? Е у? 4? -- Зазуг +- Эхе + злу -- 
27 - 265у | Эсза -- ® =0 а) 


называется доверхностиюо вторто порядка. 

Какъ видно изъ формы уравневя оно содержить десять членовъ, 
сзфдовательно десять коэфищентовъ, при: 27, у*, 2, уг, т, лу, 2. у,2,1. Изъ 
этихь десяти числовыхъ коэфищентовь, не нарушая общности уревне- 
ия (1), можно одинъ едфлать равнымъ единиц®, наирим8ръ №, раздфлая 
на него вс остальные девять коэфищентовъ. 

Такимъ образом, въ уравневше поверхности войдуть линейно только 
девять козфищевтовь, жоихъ числовыя величины опредфляютъ форму и 
свойства поверхаости, 

Этя девять коэфищентовъ будуть состоять въ линейной зависижоети, 
если поверхность должна проходить черезъ данную точку. Эта линейная 
зависимость между коэфищентами получитея, вставивЪ въ уравнен:е по- 
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верхности координаты данной точки. Если поверхность должна. проходить 
я черезь другую, данную воордиватами точку, то мы будемь имЪть между 
девятью козфищентами и другую линейную зависимость, слФдовалельно, 
чтобы всё девять коэфищентовъ, & выЪет® съ тиь и поверхность, впольЪ 
опредфлились, необходимо имфть девять такихъ линейвыхъь уравнешй, 
т. е. девять давныхъ точекъ, черезь которыя должна проходить поверх- 
ность. Но. ве каждыл девять точекь опредфляють поверхность, такъ 
какъ положеше точекъ можеть быть таково, что изъ девяти ливейныхь 
уравнен одно или ифеколько могуть вытекать изЪ остальныхъ; въ этомь 
случа мы не имЪемъ достаточнаго числа уравненй ддя опредфлешя де- 
вяти коэфищентовъ. 

Сльдовательно восемь данныхь точекъ не опредфлаютъ вполн% 1по- 
верхность. Между девятью коэфищентами мы буденъ имфть только восень 
липейныхь уравненй, изъ которыхъ восемь коэфищентовь опредфляются 
линейно черезъ девятый; если этотъ девятый назовемъ черезъ Х, который 
остаетея совершенно произвольнымт, то, очевидно, восемь остальныхь коз 
фищентовъ будуть ныть форму «-- В, тд® а и Ъ суть фувещи коорди- 
нать данныхь восьми точекъ. Подставляя восемь коэфищентов, выра- 
жеиныхь линейно черезь девятый }, нь уравненю (1) и собирая члены 
независимые отъ \ н члены, инфюзе козфищентомъ \, найдемъ: 


Рау) =@еуд— ауд =0 (2) 


Въ этомь ураввени съ произвольнымь коэфищентомъ Х заключаются 
вс поверхности втораго порядка, проходянйя черезъ восемь данныхъ 
точекъ. Произвольный козэфищенть опредфлитея, если будеть дана девя- 
тая точка, зерезъ которую поверхность, проходящан уже черезъь восемь 
точекъ, должна пройти. 

Уравненя: ` 
фу, =0 , фуд =0 (3) 
полученныя, полагая \=0 и }==<о, предетавляють двф поверхноети 
втораго порядка, каждая изъ коихъ проходить черезЪ восемь данных 
точекъ. Эти двЪ поверхноети пересфкаются по кривой, которая также 
проходить черезь восемь данныхЪ точект. Эта кривая, проходя черезь 
восемь точекъ, проходить еще черезъ безчислевное множество другихъ, 
которыя всф. ханными восьмю точками, опредфляютея и которыя ве 
лежать ыа общей поверхности, проходящей черезь восемь давныхь 
точевъ. 

Слёдовалельво всф поверхности этораго порядка, которыл проходять 
черезь восемь произвольно выбранныхь точекъ въ пространствВ, прохо- 
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датъ по кривой, которая опредЬляетея взятыми восьмью точками, черезь 
которую проходять и поверхности (3). 

Изь сказаннаго слёдуетъ, что для того, чтобы поверхность втораго 
порядка девятью точками вполв® опредфлилась надобно, чтобы эти точки 
не лежали всЪ на кривой пересфченн поверхностей (3). И въ саиомъ 
ДЬлЬ, кривая опредфляется восьмю точками, а координаты каждой, ле- 
жащей на ней точки, обрищають въ нуль ф(ж,у,#) и (ху, 2), сядо- 
вательно девятою точкою на кривой, Х изъ уравнений (3) неопредфляется. 

:8 507. Особенный случай поверхноети втораго порядка представля- 
ютъ дв плоскости, если уравнене (1) разлагается ва два линейные 
множителя: 

Е(а,у,)=А.В==0 (4) 
гдз: 
А-=аж-Р Ру --с#--а', В=ах уе’ (5) 


очевидно, что координаты точекъ, лежащихь какъ на одной, такъ и на 
другой изъ плоскостей: 
` ^ 4=0 и В=0 (6) 


удовяетворяють уравнев!ю втораго порядка (4). 

Если дв плоскоети ‘перескають, какую нибудь, поверхность втораго 
порядка /(т,у,2)=0 по двумъ нлоскимъ кривымъ, то всф поверхности 
втораго порядка, проходяния по обфимъ этимъ вривымъ, могуть быть 
нредетавлены въ форм: 


Рау) —\А.В=0 (т) 


тавъ, что если Д(т,у,#)==0 есть, какая нибудь, поверхность втораго 

порядка, проходящая по двумь плоскимъ кривымъ, то Хи р можно такъ 

опредфлить, что: , 
Ру.) АА. Вееьй(я, у, я) (8) 


Еели-же будуть даны только поверхность {=0 и плоскость А==0, то 
уравнене (7) будеть содержать четыре проязвольные коэфищента въ 
плоскости \В==0 и мы покажемъ, что. вв воверхноети вторето порядка, 
проходянИя черезь пересфчене {==0 съ А==0, представляютея урав- 
нешемы 

Ре, ч,) —\А.В-=0 (9) 


Заыфтимь сначале, что перасфчене поверхности втораго порядка съ 
плоскостью есть одно изъ коническихь сфченшй. Въ самомъ дЪлЬ, пола- 
тая въ уравнении (1) 2==0, или у=0, или х==0, найдемъ пересфчене 
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поверхности съ плоскостями (ОХ, ОУ), (0Х,02), (07,02), воторыа, оче- 
видно, суть коничесыя сфченя. . 

Но такъ хакъ каждую плоскость можно едфлать, преобразованемъ 
координатъ, которое неизмнаетъ поверхности, одною изъ воординатныхь 
плоскостей, то изъ этого вытекаеть сдфланное выше заключене. 

Возвратимея къ нашему предложеню. Предложен состоитъ въ томъ, 
что всякая поверхность, проходящая черезъ пересфчене {==0 и :А =0, 
т. е. черезъ коническое сЪчеше, можеть быть представлена въ формф (9). 
Если поверхность ф==0 проходить черезь пересфчене. поверхностей 
{=0и А =0, то она должна удовлетворять пяти. условамъ, такъ. какъ 
хоническое сБчене опредфляется пятью точками, слёдовательно поверх- 
воть ф==0 завлючаеть еще только четыре произвольных коэфищента, 
въ линейной форм, а этому условю удовдетворяеть и уравнене (9). 
СлЬдовательно если /=0 и ф-=0 суть уравнешя двухъ какихъ-нибудь, 
поверхностей втораго порядка, которыя пересфкаются по плоской кривой, 
лежащей въ плоскости А==0, то можно всегда такъ опредфлить четыре 
козфищента въ \В==0 и еще множитель и, что будемъ имфть тождество: 


1— ир=АА. В . . {10) 


а это даеть слфдующее свойство: 

Если двф поверхности втораго порядка пересфкаются по одной 
плоской кривой, то онЪ зъ тоже время пересфкаются и по другой плое- 
кой кривой. 

$ 508. Если будуть даны только семь точекъ, черезь Ноторыя должна, 
проходить поверхность эторато порядка, то между деся1ью’ коэфищентами 
въ ураввенш поверхяости, будемъ имфть только семь линейныхь урав- 
ненй, съ помощью которыхь семь козфищентовь опредфлятсн линейно че- 
резъ два Х и |, которые останутся совершенно произвольными. Форма семи 


хоэфищентовъ будеть: 
+ 


которые если ветавимъ въ уравнеше (1), то ово сифлается: 
фи, у, 2) -- № фа (х, у, ®) Ни фь (2, у, = 0 а 


Это уравневе съ двумя произвольными коэфищевтани } и д предетав- 
лнеть цфлую систему поверхностей, которыя вс проходять черезъ семь 
данныхь точекъ. Между этими поверхностями находатея и поверхности 
втораго порядка: у 


фуд), фуд, ву. 2) (12) 
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хоторыя соотвётетвують звачетамт: 


А=0, во ; в=О , Хо ; }=0 , джо 

Такъ вавкъ онф отораго порядка, то он пересбкаютея въ восьми точках, 
слЪдовательно вез поверхности втораго порядка, проходянйя черезъ семь 
данныхь точекъ, вроходять въ тоже время и черезъ восьмую, которая 
опредфляется семью данными. . 

Изь этого слфдуетъ, что для опредёленя кривой въ пространств, 
по которой пересЪкаются поверхности втораго порядка, проходящая че- 
резь восемь точекъ, восьмая точка не должна быть та, которая опредф- 
ляется семью данными или, что веф восемь точекъ не должны быть т, 
по которымъ переефкаются поверхности (12). 

$ 509. Возьмемъ координатный тетраэдръ, пусть уравнея его гра- 


ней будуть: 
шару аа =0 


ах | Бу тер & =0 
аз -- Бу -- сз -[ 4: ==0 
ай --у сле -- 4. =0 


{13) 


Если черезь 2, 2, 2. д. означимъ теграэдричесыя координаты, то де- 
картовскя х,9,# выразятея въ этихъ послёднихь уравленями ($ 500, 40). 
Если эти выраженя подставимь выЪсто х, у, = въ уравнене (1), то поел% 
вевхъ приведен й оно приметь форму: 


ал давала ране --2а я, Зале тз-|- 
ЗЕана-ааьтьть- нить Заза == 0 (14) 


Это уравнане можно изписать въ символической форм%, какъ было по- 
казано въ $ 199 (9): 
Рае (пил, Е выть + авть -- а) = 0 (5) 


$ 510. Задича. Найти точки переефченя прямой, проходящей черезъ 
дВЪ двнныя точки, съ поверхностью втораго порядка? 
Рьшене. Пусть данныя точки будуть: 


„блуи) , (ааа 


Венкая точка на прямой, соединяющей эти двЪ точки, будеть дана урэв- 
неннми ($ 437): 


ея НМА, раз = уь Заз ‚ раз == Ра, рии Ра (16) 
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Есди точка (лихого. находится на поверхноети, то предъидущя вырё- 
жешя должны удовлетворять ураввевшямь (14) и (15), 
Подставляя въ (15), найдемъ: | 
и - азуь - азуз аи Е (ал Е ах + озаз | ца) о (17) 
откуда, развертывая, найдемъ: 
В? 29 -- Р=о {18) 
тдЪ: у 
Рез (аул - вуз азуз -- ау 
В= (ща -азеь + вез | аа (19) 
= (вии Рау Назуа-Гону (аа -Разиз Назло Роцал) 


Очевидно, что первыя два выраженя (19) суть ничто иное, какь урав- 
нен!е (14), въ которое змЪсто эл, 2, 2з, т, ПОодеТавили У, Уо, Уз, Уа И 
21, #3, 28, #4, Т, ©: 


Р= ууу) ‚ Ва) (20) 
& 9. очевидно, ееть: 
1/4 Г Ой 9) 11 97 Г 
а а а = (и +. 9. 9. а) (21) 
Рьшая уравнеше (18), найдемъ: 
—_9=У-РВ 
_\= В {22} 


Подставляя выфето » его выражене въ (16), найдемъ: 
ри = Ви —(@-=И0'—РЮл 
22, = Вь (9,9 РВ 
раз — Низ —(9=У9-РЮь 
раз == Аул — (9-Е И 9*— РЕ) 


(23) 


Откуда видно, что прямая встрЪчаеть поверхность втораго порадка всегда 
въ двухъ точкахъ дЪйствительныхь, мнимыхъ или совпадающихъ. Обиий 
знаменатель В вошелъ въ составь коэфищента пропорщональности. 


Такимъ образомъ на данной прямой будемъ имфть четыре точки: 
дв данныя и двЪ точки пересфчена поверхности съ прямою. Вели че 
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резъь № и }, означимь корни уравненя (18), то ангармоничесвое отно- 


й , и Ю 
шеше этихъ четырехъ точекъ будеть или № или х 
2 у 


чимъ черезь а:, в второе через а», то будемь имть: 


. Если первое озна- 


но \ и)» еуть корни уравнен!я (18), елфдовательно: 


2 Р 


+= . А - 


откуда: 


НО ца» ==1, елФдовательно ® и в; суть корни уравнен!я: 


а РЕ 1 =0 (24) 
ли: ы . 
@&-- 1 РЕ-- 40% =0 (25) 


Корви этого уравнешя даютъ непосредственно ангарионическое отноше- 
н!е четырехъ точекъ. 


Еели теперь дадимъ въ уравнении (25) антармоническому отноше- 
1ю < опредфленное числовое значеше ‘и, неизиЪняя положен!я точки 
(уз узу:), будемъ двигать точну (2 222:74) такъ, чтобы ея координаты 
удовлетворяли постоянно уравненю (25), то это уравнеше будеть пред- 
ставлять поверхность втораго порядка, которая будетъ геометрическим 
ыфетомъ точекъ, коихь ангармоническое отношеше съ точкою (у; уз уз У) 
и съ двуня точками переефченя прямой, проходящей черезъ эту точку, 
съ поверхностью, будеть имфть опредзленное зиачене. Давая ангармони- 
ческому отношению © различныя величины получинъ безчисленное ино- 
жество поверхностей, связаванхь съ точкою (у узузи.). Между этой сие- 
темою поверхностей будеть одна, соотвфтетвующая значеню я==— 1, 
которая играеть весьма важную роль въ изсл®доваи поверхностей вто- 
раго порядка. Уравнен!е этой поверхноети есть: | 


9=0 или 9=0 (26) 
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такъ какъ © первой степени относительно перемфиныхь хоординать 
Я, 23, 23,24: у 


и о 7) 


то это ееть плоскость. Эта плоскость называется полярной плоскостью 
точки (уу уз у:`, которая, по отношению къ плоевости (27), называется 
полюсомь, 

Очевидно, полярная плоскость есть геометрическое исто гармони- 
ческихь точекъ къ тремъ точкамъ: (у, уз узу:} и въ двумъ точкамъ пере- 
сфченя прямыхъ, проходящихь черезъ точку (у, уз Уз уз) СЪ поверхностью. 
Означимъ черезь &,,&,Ё координаты полярной плоскости, то будемъ 
нмфть: 


1% (1 ТЕ 1 | 
=1 —1 =1 = 28 
68 = Зди ' 6-2 Эду: е Эдуз ' 64 ду {28) 


или: . 
6 == мии -- 915 -- 98 -- а 


682 = ан + ааа -- аззуз -- а 
(29) 


93 — авг -- азауз | аззуз + Ч 
9 ==арии -- ау -[ бзуз -- ау 


тдВ иА==еы. Откуда видимъ, что каждая точка въ пространствв иметь 
полярную плоскоеть, 

Этими уравнешами выражаются координаты полярной. плоскости 
черезь координаты полюса и, обратно, координаты полюса выразятся че- 
резъ координаты иолярной плоскости уравненхии: 


ру = Ана -- А - Ань -- Ана 
руз = Аз -- Аз + Аз -- Ар 
фз == Азаб, + Аз ++ Аб -- Ав 
уз = А + Ан -- Аыё - Ацы 


(30) 


если только опредфлитель: 


Чт 2 @з Ч 
р 2 08 @4: 


А= 0 81 
аа @а @в @м |< 81 


бр ар а 
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Но такъ какъ координаты &, 8, &, & полярной плоскоети могутъ быть 
совершенно произвольныя величины, то кождая произвольная плоскоеть 
вЪ прострапств\» можеть быть полярной плоскостью полюса, коего коор- 
динаты опредфляются уравненями (30): 

$ 511, Мы видфли, что уравнене полярной плоскости можеть быть 
ванисано въ двухъ формахь: 


(32) 


изъ которых видимъ, что если возьмемъ на полярной плоскости, какую 
нибудь, точку, то полярная плоскость этой точки пройдетъ черезь полюсъ 
полярной плоскости. 

Откуда вытекаеть сл®дующее весьиа важное предложен: 

Предложете 1.’ ели точка скользить по данной плоскости, то ло- 
лярная плоскоеть этой точки вращаетея около полюса данной плоскоети. 

Изь этого предложешя вытекаеть слфдующее: 

Предложене 2. Если точка скользить по прямой пересфченя двухъ 
данныхь плоскостей, то полярная плоскость, скользящей точки, вралкает- 
ся около прямой, проходащей черезъ полюсы данныхъ плоскостей. 

Эти двБ прямыя тавъ связаны между собою, что полярная илоскоеть 
точки ва одпой изъ этихъ прямыхъ проходить во другой. Такая пара 
прямыхъь лин называется взаимными полярами поверхности вторато по- 
рядка и легко видфть, что произвольно изнтая прямая въ пространетвь 
иметь свою взаимную поляру. 

Легко доказать слёдующия обратиыя предложен двумъ предъ- 
идущимь: 

ИПредложеще 3. Если плоскость вращается около данной точки, то 
ея полюсъ скользить по полярной плоскости дачиой точки. 

Предложеще 4. Вели плоскость вращается около данной прямой, 
о ея полюсъ скользить во взаимной волярБ данной прямой. 


$ 512. Смотря по положено полюса отиосительно поверхности, онъ 
лежитъ, то ближе, то дальше отъ своей полярной плоскости; овъ лежитъ 
и ва свмой полярной плоекости. 

Чтобы полюесъ (у уз уз у) находился на своей ‘полярной поверхности: 


9 
С ВЕ (88) 
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надобно, чтобы координаты у;, у», уз», 4 полюса удовлетворяли предъиду- 
щему уравненю, т. е. чтобы: 


и Ни" о (34) 


но это уравнене есть ничто иное какъ: 


Ру) = 


т. е, полюсь есть точка на поверхности; слфдовательно, если полюсъ 
есть точка на поверхности, то онъ лежить въ своей полярной плоскоети. 


Въ этомъ случаф, полярная илоскоеть имфетъ замфчательныя свой- 
ства. 

Возьмемъ, кавую нибудь, точку на полярной илоскости, коей полюеъ 
находится на поверхности, соединимъ эту точку съ полюсомъ, то по 
свойству полюса и полярной плоскости эти двЪ точки будуть сопряженно- 
тармоническия еъ точками пересфчетя, проведенной прямой съ поверх- 
ностью; но полюсъ совпадаеть еъ одною изъ точекъ пересфчешя прямой 
съ поверхностью, а иотому и вторзя точка переефченя совпадаеть съ 
полюсомь. (Слфдовательно прямах, соединающая, какую нибудь, точву 
полярной плоскости съ ея полюсом», лежащимъ на поверхности, пересв- 
каеть поверхность въ двухь воввадающихь точкахъ. Такая прямая назы- 
вается касательной къ поверхности ВЪ ТОЧЕВ (ул уз Уз уз). Слёдовательно 
полярная плоскость точки (у уз уз у) на поверхности, есть геометрическое 
ифето касательныхь иъ воверхности вЪ точкв (у Уз Уз Уз). Въ этоиь слу- 
ча, полярняя плоскость называется касательной плоскостью къ поверх- 
ности, коей полюсъ есть точка касаня, 


Слёдовательно: 


9% 9! 8! — 
Е # Е # =0 35) 
1 ди ми В из + В ду +45 Е (35) 
будеть уравкене касательной плоскости, если точка (у; уз уз \4) лежитъ 
на поверхности, 

$ 513. Есяи, какая-нибудь, плоскость А, коей полюсъ есть Р, ие- 
реефкаеть поверхность втораго порядка, то касательная плоскость БКЪ 
поверхноети въ точкЬ 0, взятой на кривой пересфченя пхоскоети 4 съ 
поверхностью, пройдегь черезъ точку Р, такъ какъ касательная нлоекость 
есть поларная точки 0, слФдовательно прямая РО насается поверхности, 
Откуда имфемъ слёдующее предхожеше, 
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Предложенше. Если полюсъ, какой-нибудь, плоскости соединимь иря- 
мою линей съ какой-нибудь, точкой кривой пересфченя плоскости еъ по- 
верхностью, то эта прямая будеть касательная къ позерхности. 

Слёдовательно, всЪ прямыя, соединяющая, какую-нибудь точку съ 
точками кривой пересфчевя полярной плоскости взятой точки съ поверх- 
ностью втораго порядка, суть касательныя къ поверхности. Геометричее- 
хое мфето этихъ касательныхь есть, очевидно, конусъ, который назы- 
вается кисательнымь конусомь къ поверхности, Сл»дозательно касательный 
конусъ касается поверхности по кривой, по которой полярная плоскость 
его верутины, перееЪкаетел сь поверхностью. 

$ 514. Касательная плоскость. Мы выше видфли, что если точка 
(уузузуа) находится на поверхности, то уравнеше касательной будеть: 


А. 


Если веноннамъ,. что: 


+ аи р 0 


9] 
та + Е + и = Эбзиний —0 


то, вычитал это уравнене изъ предъидущаго, найдемъ: 


4! 
д: 


Чтобы, перейти отъ тетраэдрической системы координать къ декартовой, 
выдфли` выше {$ 501), что надобно сдвхать: 


ыы ил 


ра ==т ‚ рачу , рая , ра =1 


Руд, = $, Рз=А , ри=1 
что даеть: 


ое о 88) 


Е Я 


Это уравненю касательной плоскости въ точкф (лу) къ поверхности 


втораго порядка: 
. Гауд=0 


$ 515, Еасательная плоскость къ поверхности втораго порядка {0 
ВЪ ТОЧЕВ (тия) есть: 


ео +0); ой -о (7) 
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слёдовательно косинусы угловъ, которые перпендияулаяръ къ касательной 
плоскости составляетъ съ координатныхи осями, будуть ($ 441): 


и. й 
& = А, те 
— У У 
-4. 
9 


вв у — Е ИТ 
у (#) = () +) 
Уразненше перпендикуляра къ касательной плоскости ‘въ точеЁ (му) 


будетъ ($457, зад. 4): 


(@—я) _ ии) „ва 
Е 91. 97 (39) 
9% ду 94 


Этоть периекдикуларъ называется ‘нормалью къ поверхности въ точ» 
(аи). 

$516. Мы выше видЪхи ($ 510), что коордикаты полярной плоскости & 
и координаты ея полюса у связаны уравненми: 


р 19 

9 == ал, -- @13уз —- “1 - 44 = р 
г9 

а — ани -[ @зуз -- @нуз -- ад == р ы 

(40) 

1% 

вв = ад -- @ззуз -{- аззуз -- ава = 2% 
` 19 

о аи | аазуз Е азиз Е вау: == р РА 


уравнене той-же полярной плоскости будеть: 


На-На -- 6 + 6 ==0 (41) 


Если полюсъ будеть на поверхности, то полярная нлоскобть, вакъ мы 
зихЪли ($ 511), бужеть касательная въ поверхности и еа уравнене будеть: 


ый -РЫыв Рыл -- Ми =0 (42) 


Исключая изъ уравневй (40) и (42) у; уз, Ув, у, найдемъ услоше, которому 
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должны удовлетворать координаты & плоскости, чтобы она, во везхъ сво- 
ихъ положешяхь, касалась поверхноети втораго порядка (1). Это усло- 
зе есть: 


[ап ба 
а: @1 
Я @з О РЩЬЬЫ) (43) 
2 бе 
Ы ы 


$ 517. Если при этихь услов!яхъ, т. е. полагая точку (муз уз уг) на 
новерхности, исключимь НЫ изъ уравненй (30) и (42), то найденъ 
уравнеше поверхности втораго порядка, выраженное въ форнф опредфли- 
тедя: 
Ак Аз Аз Аа 
Ан Аз Аз Аж 2 
Ан Ам Аз Ам дз) == 0 == [Г (тт) (44) 
Ак Ар Аз Ан 
Е Е ЕВЕ о 


тАЪ поставлены вмфето у, накъ перемфнныя, координаты =. 


Уравнен я (43) и (44) предетавляютъ поверхности втораго порядка, 
второе въ декартовыхъ координатахъ, & первое въ плоскостныхъ. 


ГЛАВА ХХхХШ. 
Общи свойства поверхностей втораго порядка въ плосностныхь ноординатахъ. 


$ 518. Въ предъидущей глав% ($516, 43) мы нашли уравнее иежду 
плоскостными координатами, которое выражаетъ, что плоскость, коей коор- 
дилаты удовлетворяють этому уравненю, касается поверхности втораго 
порздка. Это уравнеше можеть служить аналитическимь представленемъ 
поверхности, которая и можеть быть изелЁдована съ этой точви зря. 


Пусть это уравнене будетъ: 


БЫ Ы) = 0 а) 
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Оно имЪеть такую же форму относительно координать {, накъ и уравне- 
нЕ (6509, 14) отноеительно координать 2, именно: 


= Ане да, А Аи + 
ЕАО АА 2 АА 2 Ан ==0 (2) 


вь немъ десять членовь, слёдовательно и деслть воэфищентовь. Нели по- 
лоЖжимъЪ: 


ба==Ё , оу , об , 9 =1 


то оно преобразуется въ форму, соотвфтетвующую формЪ уравнешя въ 
декартовыхь координатахь: 
Ел, © =0 (6 


Въ этой ‘формВ мы сначала и изсяфдуемь общия свойства новерхности. 

Одинъ изъ десяти коэфищентовь зъ уравнени (3) можно сдЪлать 
равнымь единнл», разхфливь на него всф остальные; слёдовательно, урав- 
нене будеть содержать девять коэфищентовь, зходащихь въ него хиней- 
но, которыхь чиеловыя значешя опредфлять свойства и образъ поверх- 
ности. 

$ 519. Если поверхность вторато порядка касаетея плоскости, дам- 
ной координатами, то девять коэфищентовъ уравненя поверхности должны 
удовлетворать линейному уравнению, которое получится, если координаты 
данной плоскости вставить въ уравнеше поверхности. Девять такихъ 
услоый дадуть девать линейныхь уравненй между коэфищентами урав- 
неншя поверхности, изь которыхъ опред®лнтея веф девять коэфищентовъ. 

ОлЪдовалельно, поверхность втораго порядка девятью, произвольно 
выбранными, кесательными излоскостями вполнё опредфляетея. Восемь ка- 
сательныхъ плоскостей къ поверхности втораго порядка не вполнф ее опре- 
дёляютъ, тавъ нань между девятью коэфищентами будеть существовать, 
въ этомъ случаф, только восемь линейныхъ уравневй, изъ которыхь восемь 
коэфищентовь опредфлятся черезъ девятый, который останется совершенно 
произвольнымь. Пусть этотъ девятый козфищенть будетъ », то форма вефхь 
остальныхь будеть «-Е ВА. Подетаваяя это выражене восьми возфищен- 
товъ въ уравнеше (3), найдемъ общую фориу уравненя всфхъ поверхно- 
стей втораго порядка, которыя касаются восьми данныхь илосностей. Форма 
эта, очевидно, есть: 


Ф (18) — (19 =0 @) 
Между этими поверхностями находлтея и поверхности: 
ФИО =0 , $15) =«0 (5) 


когда А =0 и = оо. 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТГВОМЕТР!Я, 
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06бЪ новерхности (5) имфютъ безчиеленное иножество общихъ хаеа- 
тельныхь плоскостей, коихъ координаты, одновременно, удовлетворяютъ 
оба уравнен!я (5). Но тавъ какъ плоскостныя коордикаты, удовлетворяющ{я 
оба уравненя (5), удовлетворяютъ и уравнеше (4), то имфемъ слёдующее 
предложен: 

Предложене. Вс% поверхности вторато порядка, васаюц!яся восьми 
данныхь плоскостей, будуть ЕАСАТЬСЯ зефхъ общихъ касательныхь плое- 
костей къ двумъ поверхностям (5}. 

СлЪдовательно, если поверхность втораго порядка должна опредлятея 
девятью касательными плоскостями, то онЪ не должны касаться одновре- 
менно поверхностей (5). 

Частный случай поверхности втораго порядка есть пара точекъ или 
поверхность въ вид отрзна прямой между парою точекъ. И въ самом 
дЪдЪ, если: 


, (в) 
суть уравненя двухъ точекъ, то: 
А.В=0 р . (7) 
будеть второй степени и предетавляеть поверхность втораго порядка, 
Если: 
Е (1 =0 (8) 


будегь уравнене въ плоскостныхь коордипатахь, данной поверхности, то 
общее уравненНе вофхъ поверхноетей втораго порядка, къ которымъ ка- 
саютея всф касательныя плоскости къ поверхности (8), проходящ/я черезъ 
одну или черезъ другую изь точекъ (6), есть: 


Е—АА.В=0 . @) 


Другими словами, уравнеше (9), съ произвольнымъ коэфишевтомъ Х, пред- 
ставляеть всевозможныя поверхности втораго порядка, которыя кругомъ 
обвертывають оба касательныя конуса къ поверхноети 2, коихъ вертины 
маходятся вь точкахъ (5). Поэтому, если Ф==0, ееть уравнен!е поверх- 
ности втораго порядка, которая кругомъ обвертываеть каждый изъ выше 
упомянутыхь кокусовь, то можно всегда опредфлить два коэфищента 
Лир такъ, чтобы: 

Е—\.АБВЕБФ (10) 
Если положипь, чт Ри А даны, то уравневе (9} съ четырьмя произ- 
вольными воэфищентами въ ^.В представляеть поверхность втораго по- 
рядка, которая касается касательнаго конуса къ поверхности Ё == 0, коего 
вершина находится вь точкЪ А==0, 
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Ниже мы увидимъ, что касательный конусъ въ поверхности тораго 
порядка, исходящ изъ, какой-нибудь, точки, опредвляется волн пятью 
ега касательными плоскостями. 

Поэтому, если будеть дана точка А =0 и поверхность #=0, то 
касвтельный конусъ къ поверхности Р==0, исходящИЙ изъ точки А==0, 
пятью касательными къ нему плоскостями, а слфдовательно и къ поверх- 
ности, внолнв опредвлается. Но поверхность И==0 этими пятью каса- 
тельными плоскостями вполн% не опредфляется, 8 пять касательныхъ 
плоскоетей даютъ пять линейвыхъ уравнешй между коэфищентами урав- 
нешя поверхисети, а слфдовательно въ этомъ уравнени будеть еще со- 
держатея четыре произвольные коэфищента въ линейной форм. 


Въ уравнени: 
ЕАА.В=0 . (11) 


пять коэфищентовь удовлетворяють пяти линейнымъ уравненаямъ, а че- 
тыре въ }.В еще остаются произвольными; слФдовательно оно представ- 
ляеть вов поверхности втораго порядка, въ которымь касается конусъ, 
вызюцИй вершину въ точкё А==0 и касающёйея поверхности И==0. 


Если теперь будуть уравнен!я: 
Е=0 , Ф=0 


двухъ поверхностей втораго поридка, которыя нифють обнИЙ касатедьный 
хонусъ, исходяний изъ точви А=О, то всегда можно опредфлить ци 
четыре коэфищента въ А, В танъ, чтобы: 


Е—вФ=4.В (12) 


откуда вытекаеть слёдующее предложен: 

Прейложете. Если дВЁ поверхности втораго порядка обвернуты од- 
нимъ касательнымь конусомъ, то он будуть обвернуты еще и другимъ 
конусомъ. 

$ 520, Если даны, координатами, семь касательных плоскостей къ 
поверхности втораго порядка Е==0, то будемъ выфть семь линейныхъ 
уравнен!й между девлтью его козфищентами, слЪдовательно эти семь мо- 
туть быть выражены линейно двумя произвольными, которые. иазовемъ че- 
резъ Х и р. Общая форма коэфищентовъ будеть в -- 26 -- ре, подетавляя 
ихъ выраженя вь уравнене данной поверхности, найдемъ самую общую 
фориу поверхности втораго порядка, которая касается семин данныхъ илос- 
костей: 

ФМ, в: =0 (13) 


35* 
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Это. ураннен!е` составлено’ .изЪ уравненй трехъ поверхностей втораго по- 


`рядка: 
Ф=0 , Ф=0 „-Фу=о (14) 


и будещр удовлетворятся каждой. системой плосноетныхь координать, 
удовлетворяющихь предъидуния три уравнеяя, т.е. обийя касательныя 
плоскости въ тремъ поверхностямъ (14) будуть касаться и поверхиости (13). 

 Тажъ вакъ уравнешя (14), каждое второй степени, то существуеть 
восежь‘виетемъ илоскостныхЪ координать, удовлетворяющихь эти уранне- 
вин, -слфдовательно существуеть восемь общихь касательныхь къ поверх- 
ностяиъ (14), Откуда вытехаеть слЪдующее‘‘предложене:, 

Предложене. ВеЪ поверхности втораго порядка;:: касающаяся семи 
дэнныхь плоскостей, каезются @ще’`и восьмой, которая опредЪляется 
семью данными. 

Сльдовательно если дано восемь такихъ плоскостей,, для построешя 
поверхности втораго порадка, то онф равносильны только семи изъ нихъ, 

$ 521; `Отнесемъ теперь ‘поверхноеть. втораго порядка, выраженную 
въ плоскоетныхь координатахь, къ вершинамъ тетраэдра, коего. грани 
суть ($498, 26), а вершины ($ 498, 28). 

Дая этого мы должны положить (9 500; 40') въ уравнени (3) $ 518: 
а боб + об а ° 
Ч + 66 + + ро 
— 6 - 


— ааа 
ав р саба р оба реа 


ФБ + Ч + а 
откуда, послВ вевхъ ‘преобразован, найдемт: 


ВБ) == АН -|- Азы Аба -- Ан? 
Ч а а РА Роии 0 (16) 


$ = 


иля въ, сихводичеекой фориЪ: 
ВББЬЫ) = (в А 44 -- 4) 0 и 


8 522, Задача. Найти касательных нлоскоети къ поверхности вто- 
раго порядка, проходящёя черезь пересчене двухъ данныхь, координа: 
тами, плоскостей? 
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Рьшене. Пусть координаты двухъ данныхь плоскостей будуть: 
(ив), ВЫ) (18) 


Координаты, какой нибудь, плоскости, проходящей черезъ пересВчене 
данвыхь двухъ плоскостей, будуть ($ 504): 


== №, = Е № , =, , бя М (19) 


Если плоскость, коей координаты суть (18), касается поверхности 9) 
или (17), то выраженя (19) должны Удовлетворить уравнению (17); ел 
довательно будемъ имфть: 


{ Аль -- ола Язь дом АС а а аАКОР =0 


откуда: 
ВА А-РНО . (20) 


тдЪ: 
Р—= (Ат -- Азы Е. Аз Ари 
= (4 - 4 + Аб + Аи (20 
== (4% Аль АРА) [6:14 ара) 


т, в. Ви Р еуть значешя функщи (16), когда въ нев подотавили: коор- 
динаты данныхь плоскостей, а; 


9= (ах ых, сы ие) = 
(22) 


= (8 чо ыы +6). 


Такъ какъ \ опредъляется квадратнымъ ураввенемъ. (20), то черезъ пе- 
ресвчеше двухв данныхь плоскостей можно провести: диф касательных 
плоскости къ поверхвости, дёйствительныя или инимы. 


Оипредёляя Х изъ’ уравневя (20), и вставляя: въ (19), найдемъ" 
% = —0=И@-РЕ)% 
< = В, —9=1И9=_РЕ)% 
%=№ —@-У-РЕ) 
= Вн—@=У@-РЕ) Ц 


Ангармоническое отношене четырехъ плоскостей; двухъ Давзыхъ и двухъ 


(23) 
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х 
найденныхь касательныхь къ поверхности, будетъ или = или м, если 


* т 
У и» суть корки уравнешя (20). 
Положим: 
Щи. №. 
м ; м 
то буденъ инёть: в 
2 
+ =-9 ‚ = 
откуда: 
ЖА 40: 2РЕ 
+ =7 = 9 РВ  ' “= 
Слфдовательно а: и о; будуть корнями уравненя: 
49 —2РВ 
о Пи ьыы = 
а ВЕ “+1 =0 (24) 
или; 
. («+12 РВ — 40% =0 (25) 


Корни этого уравненя дадутъ ангармоническое отношен® четырехъ плос- 
костей. 

Если въ уравнене (25) дадимъ ангармоническоиу отношен!ю < опре- 
д»ленное числовое значене, сдёлаемъ координаты одной изъ двухъ дан- 
ныхъ плоскостей, напримфръ ул, а, Пз, ”з, постоянными, а координаты 
$, 6, в, 4 другой будемъ такъ изыфнять, чтобы он постоянно удовле- 
творяли уравнене (25), то оно будеть предетавлять поверхность втораго 
порядка, такъ какъ уравнен!е (25), относительно координатъ $, второй 
степени. Такимт образомъ, изыфняя а, получимъ систему поверхностей вто- 
раго порядка, связанныхЪъ извфстнымь образомъ съ данною поверхностью 
и съ данною плоскостью. Самая замзчательная изъ этой системы поверх- 
ностей та, которая соотвЪтетвуеть значеню «== — 1, т.е., когда четыре, 
выше опредвленныя, нлоскости, суть гарконическяя., 

При этоиъ значени © уравнене (25) обращаетеа въ: 


0°=0 или 9=0 
или: 


97 „ОЕ, „0, „0, 
— — р С = 26 
бо бд, Код, Ид о (26) 
воторое можно написать въ форм: 


де 
9 


де 9Е 9Е 
тя | ъ д, Нд, Нм о (27) 
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Вь этомъ уравнен!н координаты суть постоянных, & $ перемфнныя, и 
закъ это уравнеше относительно { и у первой степени, ‘го оно представ- 
дяеть точку, воей координаты суть: 


197 102 10Р 
= М - › он. = 28 
о ° о › 5, › = (28) 
или: 
ру: = Ант + Ао + 415 + Ан 
руз = Ант, -- Чите Е Ань + Азы 9) 
руз == Ан + Азим +- 43% + Аи 
ру = Ант +- Ант: + Ав -- Ан 
откуда, обратно: 
у 671 = аи: + ва -- а уз -Ё 0494 
67: = 139. - азиз Е @зауа -- б4зу+ 0 
673 = @нзит -[- @99з -- аззуз Е база 
674 = аа + ауз + омуз Е аул 
тдЪ А.„ суть миноры опредфлителя: 
би @з 8 ба 
- а, 
2: ба @3 @м =А (81) 


ал ба 8 @м 


а бр биз @ц 


если Е есть выражен (43) $516. Опредвлитель А 20. 

Ураввен!е (26) показываеть, что всё плоскости четвертыя гармови- 
чесвя къ данной плоекости и къ двумъ касательнымь плоскостямъ, про- 
ходать черезь одну точку, воей координаты даны уравнезями (29). Дан- 
ная координатами % плоскость, называется полярной плоскостью точки у, 
а точка, данная координатами у, называется зюлюсомь плоскости *. Урав- 
неня (29) и (30) показываютъ, что плоскость у и точка у еуть полярная 
плоскость и ея полюсъ, свойства которыхъ ны уже частью разсиотрёли 
въ $ 510-513. у 

Откуда инземъ слфдующее предложеше: 

Предложене. Плоскость четвертая гариокическая данной плоекости, 
относительно поверхности втораго порядка, проходить черезъь волюсъ 
давной подярной рлоскости, 2. 
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Изь уравненй (26) и (27) видимъ, что полюбъ одной изъ двух 
тармоническихь плоскостей, лежить въ хругой, Пара такихъ плоскостей 
называется полярными зармоническими плоскостями. 

Изь уравненйй (26), (27) и (29), (30) слвдуеть: 

Что полюеы пары гармоническихь плоскостей суть гармоничесыя 
полюсы поверхмостей втораго порядка, а полярныя илоскости пары гар- 
моничесвихь полюсовъ суть гармоничесыя полярмыя плоскости поверх- 
ности втораго порядка. 

$ 523, Если координаты полюса, выраженныя координатами поляр- 
ной плоскости (26), поверхиости втораго порядка: 


19е 197 107 , 197 
р\ а ' 29 — 0, › р 20% ’ ру 0, 


вставить въ уравнене другой новерхноств втораго порядка: 


Фблузв) = 


то нодучимъ третью поверхность втораго порядка въ плоскоетныхь коор- 
динатахъ, 
19 ое 19е 19Е 
20 *’ 20 ' 20 ' 20 


=0 


Если же, обратно, мы въ уравнеши поверхности втораго порадка вЪ плос- 
востныхь координатахь: 
ФЕБьн)=0 


вотавинъ ихъ выраженя въ координатахь полюса (30): 


1 


1% 
За › 


202: ' 


19! 


Ё 19 
2 0жз ’ 


2 0х; 


ы ы & & 


то получинъ трегее уравнен!е поверхности втораго порядка, въ тетраодри- 
ческихъ координатахъ: 


1 1% 14 И о 


20% ’ 20%, *° Эдж’ Эд 
Откуда вытекаетъ слёдующее предложен; 

Предложено. Если полюбъ данной поверхности втораго порядка пе- 
ремфщаетея по другой поверхности, также вторато порядка, то его во- 
лярвая плоекость касаетен третьей поверхности втораго порядка, и, об- 
ратно, если полярная плоскость данной поверхности втораго порядка, ва- 
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сается другой поверхности втораго порядка, то ея полюбь переизщаетея 
шо третьей поверхности вторато порядка. . 


Вторая и третяя поверхность совпадають съ данною, если полюеъ 
перем щается по данной поверхности, или если полярная плоскость ея 
касаетея. ‘ 

Изъ предъидущаго непосредственно слфдують еще слфдуюния` пред- 
ложен: 

Предложене 1, Ангарконическое отношеве четырахъ точекъ на 
одной прямой лин, равно ангарионическому отношеню ихь нолчрныхь, 
плоскостей. 

Предложене 2. Антармоническое отношеше четырюхьъ плоскостей, 
воторыя пересфнаютея по одной прямой лиши, равно ангарионичеекому 
отношевю ихъ полюсовъ. 

Предложене 3. Цолярныя илоскости гармоническихь  точекъ суть 
тармоничны. 

Предложене 4. Полюсы четырехъ гармоническихь илоскоетей, гар 
моничны. 

Иредложене 5. Полярныя илоскоети, трехь паръ инволющюнныхь 
точекъ, составляють инволюц!ю. 

Предложене 6. Полюсы трехъ варъ инволющонныхь плоскостей, 
составляють инволюцю. 


$ 524. Изь свойства взаниныхь поляръ ($511) поверхности втораго 
порядка вытекаютъ елфдуюцщия предложеня: 

Иредложене 1. Всякая прямая лин!я, пересвкающая двЪ взаимных 
поляры поверхности втораго порядка, встрёчаеть поверхность въ двухъ 
точкахъ гармоническихь съ точками ея ветрёчи съ взаииными полярами. 

Такъ какъ полярныя плоекости, веЪхь точекъ, ‘находящихея зЪ 
одной плоекоети, пересвкаются въ полюс этой послЬдней плоскости, то 
полярная плоекоеть точки, находящейся на пересфчени двухъ прямыхъ 
въ данной плоскости, проходить черезь полюеъ этой плоскости. Откуда 
сафдуегы - 

ТИредложеме 2. Еели двВ прямыя лин въ пространств перее- 
каются, то пересфезются и ихъ взаимныя поляры въ точь, которая 
есть полюсъ плоскости двухъ даиныхь пряныхъ и обратно, точна пере- 
сБченя двухъ данныхь прямыхъ есть полюсъ плоскости, въ ноторей на- 
ходятея ихъ взаимвыя поляры. 

Предложене 3. Если прямая лия овисываеть, вакимъ-бы то ние 
было образом, плоскость, то ел взаныная поляра вращается около по- 
люса, описываемой прямою плоскости, 
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Предложене 4. Еели прямая зращается около одной точки, то ея 
эзаимная поляра описываетъ плоскость, которой данная точка есть полюсъ. 

Предложене 5. Если прямая лия въ одной плоскости вращается 
охоло одной точки, то ея взаимная полара вращается около полюса пер- 
вой въ полярной плоскости точки врелценя первой прамой. 


$ 525. Тавъ какъ взаимная полара данной прямой лин находитея 
въ полярной плоскоети, какой нибудь, точки даиной праной ($ 511), 10 
взаниная поляра касательной къ поверхности втораго порядка, лежнть 
вЪ касательной плоскости, проведенной въ точк® касая касательной. 
Слёдовательно, взаимная поляра касательной къ поверхности втораго по- 
рядка есть также касательная въ поверхности въ той-же точк®. 

Изъ выше сказаннато и изъ предъидущихь предложешй вытекають 
слздующя: у 

Предложеще 1, Если прямая лишя движется, касзясь илоской кри- 
вой на поверхности втораго порядка, то ел взаимная поляра опишеть 
конус, который обвертываеть поверхность, касаясь ея по плоской кри- 
вой, и обратно, если прямая, касаясь поверхности ‘втораго порядва опи- 
сываеть конусъ, то ея взаимная полара каезется плоской кривой, по ко- 
торой конусъ соприкасается съ поверхностью. 

Предложенще 2. Ееди прямая ливя движется, касаясь поверхности 
втораго порядка, отличной отъ основной поверхности, то ея взаимная по- 
ляра, неремвщаясь, касается третьей поверхности втораго порядка, кото- 
рой касаются полярныя плоскости точекъ второй поверхности. 

Если полюсъ описываеть вторую поверхность втораго порядка, то его 
полярная плоскость васается третьей поверхности втораго порядка ($ 523). 


Касательная лия ко второй поверхности есть линёя, соединяющая 
дв безконечно близв{н точки на поверхности, ихъ полярныя плоскости, 
которыя касаются третьей поверхпости, лежать также безконечно близко 
и мересЪкаются по касательной къ поверхности, Эта касательная есть 
взаимная поляра, вышеупомянутой касательной ко второй поверхности. 


$ 526. Методь взаимныть поляръ. Изъ свойствъ полюса и полярной 
илоекости отноеительно поверхности втораго порадка вытокаеть методЪ 
изолфдовашя вривыхъ поверхностей втораго порядка, который ‘извветенъ 
подЪ именемъ метода взаимности или метода взаимнихь полярь, 

Ояъ состоить въ слвдующемъ: 

Веякая фигура въ пространствЪ, состоящая изъ точекъ, прякыхъ ли- 
н, кривыхь, плоскостей и поверхностей кожетъ быть образована точкою 
или плоскостью. Если выбёремъ точку, какъ элемеять образовал фи- 
гуръ то каждая фигура есть собраще точект, которын на ней находятся. 
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Еели выберемь плоскость, какъ олементь обрезовав!я фигур, то точка 
ееть собраше плоскостей, черезь нее проходящихь; прямая линЁя есть 
собрав вефхъ плоскостей, по ней переефкающихея: кривая есть собране 
плоскостей, пересфкающихся по ея касательнымь, наконець, поверхность 
есть собранйе веБхЪ васательныхъ къ ней плоскостей, 

Возьмемъ, какую-нибудь, поверхность втораго порядка и назовем 
её дыректрисой и буденъ разематривать каждую точку данной фитуры въ 
пространств, какъ полюсъ нъкоторой плоскости, относительно директрисы, 
в каждую плоевоеть, какъ полярную плоскость, нзкоторой точки относи- 
тельно той-же директрисы. Такимъ образомъ, каждой точкВ данной фи- 
гуры будеть соотвфтетвовать плоскость, а каждой плоскости будеть соот- 
вфтетвовать точка. Эти соотвЪтетвенныя плоскости и точки образуютъ 
вторую фигуру, которая называетел взаимной данной, отноентельно дирек- 
трисы. Слдовалельно каждой точкЪ данной фигуры соотвфтетвуеть п2об- 
коеть взаимной фигуры; каждой плоскости данной фигуры соотв®тетвуеть 
точка взаимной, каждой прямой, данной фигуры, соотвЪтствуеть прямая, 
ззаинной; каждой кривой данной фигуры соотвфтствуетъ кривая взаимной, 
и наконець, каждой поверхности данной фигуры соотьвтствуеть поверх- 
ность взаимной, 

Обратно, каждой точк® взаимной фигуры, соотвЪтетвуеть плоскоеть 
данной; каждой плоскости взаимной соотвЪтетвуеть точка данной; каждой 
прямой ливм вззимной фигуры, соотвфтетвуеть прямая данной фигуры; 
каждой кривой взаимной, соотвфтетвуеть кризая данной фигуры и вако- 
нець, каждой поверхности взаимной фигуры соотвфтетвуеть поверхность 
данной, т. е. данная фигура есть взаимная ея взвимной. Такимъ обра- 
зомъ, каждое свойство данной фигуры, относительно положешя ея состав- 
ныхъ частей, обусловливаеть соотвфтственное свойство взаимной фигуры. 
Однимъ словомь, изь каждаго предложен!я относительно положеня частей 
данной фигуры слЪдуеть предложен относительно соотвётетвенныхъ час- 
тей взаимной фигуры. 

Пояснимъ это вачало простымъ прим ромъ; зыберенъ для этого саЪ- 
дующее предложене: три поверхности втораго порядка пересфкаются въ 
зосьми точкахъ. 

Тремъ поверхноетямь втораго порядка данной фигуры, соответ 
ствуютъ три поверхности втораго порядка взаимной фигуры. Каждой точеВ 
одной изъ данныхъ поверхностей соотвЪтетвуетъ касательная плоскость 
ззаимной поверхности, Каждой точь», лежащей на вевхъ трехъ данныхъ 
тюверхностяхъ, соотв тетвуеть плоскость, которая касается веБхъ трехъ 
взаимныхь поверхностей, СлЪдовательно число точекъ пересёчен!я трехъ 
даиныхь поверхностей равно числу общихь васательныхь плоскостей вЪ 
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тремъ эзаимнымъ поверхностямъ. Еели бы три вааимныя поверхности иили 
еще и ‘девятую общую касательную плоскость, то’мы, обратно, заключи- 
ли-бы, что данныя поверхности пересфкаютея еще и въ деватой точёв. 
Слфдовательно ‘три’ поверхности втораго порядка имфють восемь общихъ 
кзезтельныхь плоскостей. 

Легко видфть, что методь взаинныхъ поляръ есть только частный 
случай двойственности, гдф точка опредфляетея разъ координатаии, & дру 
тей разъ уравпененкъ также какъ и плоскость, ` 

Переходъ оть‘даннаго продложеня въ взаимному, дЪлаетея зам щан 
сяова: точка, прямая, ‘плоскость, еловами: плоскость прямая, точка. 


Пояснииъ сказанное выше простыми примфрами: 


`Предложеще 1. Если пара, точекъ Лредложене Г, Бел лара пдоеко- 
есть пара тармоническихь полюсовъ въ | стей есть пара гармовическихь идоско- 
каждой изъ двухъ давныхтъ поверхностей | стей къ каждой изъ двухъ. занныхь по- 
втораго порядка, тб эта пара будеть зара’ | верхностей втораго порядка, то эта нара 
тармоническияь полюсовъ, относниельно | будегь гармоническая и къ каждой по- 
вофхъ поверхностей втораго порядка; | верхности втораго порядка, которая ка- 
проходящихь черезъ кривую дересфчен!я. | саетсн всёхъ общнхь насатезьныхь ило- 
двухъ данныхъ поверхностей, скостей къ ханнымъ двумъ поверхностямъ, 

Это предложене можно доказать у 
на основанш $ 177, 

Нредложеще Я. Всякая прямая ли- Предложен 2", Если черезъ, какую 
я пересфкаеть три исверхноети вторато | нибудь прямую тиню нроведены васа- 
порядка, изъ конхъ одна проходить че- тельныя плоскости въ тремъ иоверхно- 
резъ кривую пересфченя двухъ другихъ | стямъ вторзго порядыа, изъ коихъ одна 
въ шести точкахъ, которыя составляють ; касается вофхъ общихъ касательных 
инполющонный ралъ. Это преххожене не- | плоскостей, къ другныъ двумъ, то шесть 
пооредетвенио слфтуеть изъ предъидуща- | плоскоетей составаяють ннполющонную 
го и изъ 8 178, связку, 

Предложете 3. .ВеВ полярныя илос- Предложене: 3. Ве полюсы дан- 
кости данной точки относительно енсте- | ной плоскоети, относительно системы по- 
мы поверхностей втораго порядка, про- | верхностей вторато порядка, касающихся 
ходящихь черезь восемь данпыхъ точекь | восьми данныхь плоскостей, лежать на 
въ проетранетеЪ, пересфкаются ио одвой одной прямой лини. 
прямой. 

Это нрехложене сябдуеть изъ 6 506. 

Предложено 4, ВЕБ полярных нлос- Лредложене +. Веф полюсы дан 
кости ханной точки, относитедьно сиете- | ной идоскости, относительно системы 1о- 
мы поверхностей втораго порядка, про- | верхностей втораго порадка, касающихся 
ходящихь черезь семь данвыхь точекъь ‚ семи данныхь плоекоетсй, лежать на од- 
въ пространств$, иересфкаются въодной | ной илоскости. 7 
точ. 
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-РЛАВА ХХХ. 
Реды позерхностей втораго порядка и первоначальный ихъ свойства. 


$ 527. Уравнене поверхности втораго порядка вЪ тетраэдрическихь 
координатахъ, какъ видЪли выше, есть; 


Пали) == а? Е ватой | ааа? Рана? 
ль -- Заз 2а--За ту аа-|“Завеез-|Зантоии--ацаан=0 (1) 


а тоже уравнене въ плоскостныхъ тетраздрическихь координатахъ будетъ 
6 516, 43): | . 
ВЫ) = Ааа? + Даб? - Аааа? -- Ан? + 

НА а о РАНЫ Ы | Азова ЗА, РА == 0 (2) 


тдЪ А.: суть миноры опредёлителя ($ 510, 81). 
Если у, уф, У» СУТЬ координаты полюса, то уравнене полярной 
плоскоети будеть ($ 510): 


+8 д, ® 0 (8) 


"Если полюсъ находитея на поверхноети, то ул, у, Уз, \; должны удовлет- 
ворять уравнен!е (1) поверхности, 

Координаты полярной или касательной плоскос?и опредфляются урав- 
нен1ями: . 

Л И Я АЯ 
аби “Ти ’ 3 20% ’ “2 
ели \:, в, Ча, 1; суть координаты полярной плоскости, то уравнене по- 
люса ($ 522) будеть: 


де, Е РР. 
бобы бд Тм, — 


(4) 


©) 


Если плоскость (4, Уз, Ч ти) будёть касательная къ поверхности, т. е. 9 
будеть удовлетворять уравкене (2), то (5) будеть уравневе точки на по- 
верхности, а ея координаты опредфляются выраженями: 


о ‚ло пою 
де 192 _ © 


я = бт , ар , Зо , 


52| = 


$ 528. Плоекоеть, лежащая на безконечности ($ 502), можеть пере- - 
скать, коснуться и непересЬкать поверхность втораго порядка. Въ пер- 
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зомъ в во второмъ случаяхъ поверхность будетъ незамкнутая, полы ея 
будуть простиратьея въ безконечноеть, гдФ овЪ вотрёчаются съ безконеч- 
но удаленною плоскостью. Таковы: ` 

1. Гиперболоиды: однополый и двуполый, 

2. Параболоиды: эллиптичеенй и гиперболичесяй. , 

Въ третьемъ случаЪ безконечно удаленная плоскость не встрёчаеть 
поверхноеть; всЪ ея точки находятся въ конечномъ разстоян1и-—поверх- 
ность будеть замкнутая, Таковы: 

3. Эллипеондъ, 

Фо всемъ сказанномъ мы полагаемъ, чко опредфлитель, который на- 
зывается опредълителемь яовертности втораю порядка: 


а @ @з аа 


а @22 03 бы 
^= =о ‚ @ 
аз @32 @33  @м 


Ч @а 43 бл 


$ 529. Та же безконечно-удаленная плоскость, разсматриваемая, какъ 
полярная поверхность втораго порядка, имфетъ своимъ полюсомъ весьма 
замфчательную точку. 

Въ самомъ дьль, черезъ полюсъ безконечно-удаленной плоевости про- 
ведемъ, какую-нибудь, еЪкущую; эта сЪкущая встрЬчаеть поверхность въ 
двухъ точкахъ сопряженно-гармоническихъь съ полюсомъ и Точкой ветрфчи 
сфвущей съ безконечно-удаленной полярной плоскостью ($ 510). Такъ какъ 
эта послёдияя точка лежить на безконечноети, то ея сопряжевная, т, е, 
полюеъ, дВлить разстонне повполанъ между точками встрёчи, проведенной 
прямой еъ поверхностью, Прямая была проведена въ произвольномь на- 
правлени, слдовательно веф хорды, проходящёя черезъ полюсъ, безко- 
нечно-удаленной плоскости, дёлятся въ некъ пополамъ. Эту точку назы- 
вають центромь поверхности втораго порядва, Безконечно-удаленная плос- 
кость, какъ мы выше предположили, можеть касаться поверхности, въ 
этомъ елучаВ полюсъ лежитъ на полярной плоскости ($ 512); слЪдовательно 
‹центръь поверхности находитея на безконечности, Поэтому поверхности 
втораго порядка дфлятся на два рода; чемиральныя и не инюющёя центра 
или лучше сказать, коихъ центрь находитея на безконечности. 

1. Центральныя: эллипсоиды, гиперболоилы-—однополые и двуполые. 

2. Не имвюнИя центра: парабодоиды- эллиптичесве и гиперболи- 
чесвще. 

Ниже увидииъ, что есть еще два рода поверхностей втораго порядка, 
имфющихь безчислеиное иножество центровъ, которые въ одн®хъ поверх- 
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востяхъ всф лежать на одной прямой лин, а въ другихъ на плоскости. 
Зь этихъ поверхноетяхь опредфлитель (7) А =0, 

$ 530. Изь этого опредфленя центра поверхности втораго порядка 
имфемъ елдующёя предложеня: 

Пуредложешще 1. Геометрическое мФсто центровъ поверхностей втораго 
порядна, касающихся ‘восьми данныхъ плоскостей, есть прамая линя. 

Предложеше 2, Геометрическое мЪсто центровъ поверхностей втораго 
порядка касающихея семи данныхъ плоскостей, есть плоскоеть. 

$531. Опред»лить центръ поверхности вторато порядка аналитически 
можно или координатами или уразнешемъ, 

Пусть 

Калуа) =0 

будетъ уравнене поверхности втораго порядка, Мы видзаи выше ($ 515), 
что если координаты полярной плоскости будуть &, &, в, &, координаты 
лолЮса 2, а, 24,24, ТО: 


19 19% 1% __ Е 
зд › 9% ы 2 5, ’ Зи ь (8) 
или: 
9 = ал -+- ©1324 | биз -- ааа 
о. = ааа, -- аз + аз -- аа 6) 
оз == ав, -Р азиз -- азубь -|- вата 
вы == аа + аааха Е база + би 
откуда: 
ра == АнН + Аа Е АыЬ-- Аш 
фл == Аз -- Ааа + Аа + Аа 0) 


раз == Аз Ань Ан Ан 
рта = Ана + Ань А Е Ань 


Полагая одну изъ координатныхь плоскостей на безконечности, т, е. ие- 
реходя къ декартовымъ координатамъ, иы должны положить ($ 501); 


ар , Ну ‚ 0-8, = 


в =Ё , быещ ‚ 05 , 9 =1 
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въ силу чего уравнев!я (9) и (10) сдЪлаются: 


5 == аня ау + @зё + ва 


64 = вара Е @ззу -- в337 -- аз 
(11) 
5$ == вая - авзу -- @взй -- вы 


9 = вах -- @азу + зе Рам 


ря == А1Ё-|- Ала 48 + Аи 
ру== Аз - Чай - Аб -- Ао 
фа == АззЕ | 4азч -- Аззб - Аз 
р = АЕ Аня -[ А -- Чи 


{12) 


Если полярная плоскость находится на безконечности, то: 


откуда: 
7=Ан , У Ан , 984 , б=Ац 


изъ этихъ послфднихъ уравненй, найдемъ координаты центра: 
да а, а аз) 


Чтобы поверхность инфла центръ, необходимо мыть Ант о, въ против- 
номъ случа» центръ будетъ находитьея на безконечности и поверхность 
не будеть имёть центра. 

Во второмъ случа, когда центръ поверхностей опредфляетея урав- 
нешенъ, пусть поверхность вторато порядха въ плоскоетныхь координа- 
тахъ будеты 

ЕНЬЬЫ) =0 (14) 
Фехи координаты полярпой плоскости будутЪ чи, 4, 1», Ч, то уравнене 
полюса будетъ: 


де 9Р де 9Е 
ё Ё В | =0 15 
о Нд К о ГИ (15) 
Если одна изъ координатныхь плоскостей будеть ва безконечности, то 
мы должны положить; 
=, был , $, 9, =1 


чи = , = , = , м1 
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Въ силу этого уравнеше полюса: 


дЕ де 9Е 
Жт г 9ы Но = (16) 


едвлаетсл: 


(17) 


тлф выраженю ‚ овиачаеть, что поелф дифференнированя нужно сдЪ- 


9% = 
лать с. ==1. Если полярная плоскость на безконечности, то ея полюсъ 
сеть цеятръ; при этом; & =0, %, =0,.5 ==0; откуда уравнеше центра 
будеть: 


(18) 


или; 
Аа Аня + Аб -Г Ан =0 (19) 


у 
Это уравнене можно было написать, зная, что координаты центра суть 
выражен (13). Если въ уравнени (19) 4. =0, то точка, выраженная 
этимъ уравненемъ, находится на безконечности, такъ какъ это уравяене 
вЪ этомъ случаВ, удовлетворяется координатами: 


$50 , 1=0 , $=0 


$ 532, Если центръ поверхности втораго порядка находитея въ на- 
чалф координать, то изъ уравневй (11) и (13) видимъ, что: 


@4=0 ; а4=0 , @=0 

А4=0 , Ан=0 , А, =0 

что показывасть, что въ уравнешяхь поверхностей: 
ауд , РУ =о 


недостаеть чденовъь цервой степени относительно перемфиныхъ: ‚у, 2 


я б%Ё 
” СлЬдовательно форма уразнен! поверхностей вторато порядка, въ 
объфихъ системахъ координать, коихъ начало понфщено въ центр, есть: 


127 -- ау? -{- аз? -- 2 зу -- 2 ив -- 2 алвуг -- ац 0 
Ан -- Ат? | Аза + 2 РАК Ат А 0 
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(20) 
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. Копусъ. 


$ 533. Особеннаго внимая заслуживаегь поверхность втораго по- 
рядка, въ которой центръ находится на самой поверхности, 


Уравнеше поверхности въ координатахъ Декарта: 
р ый -- аазу? - аи? -- 
2-2 зте--Зазуг Рае 2ану--2ае--а = 0 (21) 


можно написать въ форм; 


ор ЕР аи Нани вый аи 0 (22), 


Но мы видёли (11) и (13), что координаты центра удовлетворяють урав- 
неня: 
Яо, Жо, Жо 9) 
слфдовательно уравнене (22) для координать центра, сдвлается: 
а + ацу -- аа -- ви ==0 (24) 


Откуда видимъ, что коордиваты центра должны удовлетворять и урав- 
нене (24), т. е, уравнен!я (23) и (24) должны удовлетворятся координа- 
тами центра. 


Но эти уравненя суть: 

ана -- ау -- из - а4 =0 

але -Разу | аззё - ан =0 
(25) 
азия - авзу -- азьа - аи ==0 


виз -Нацзу аз - аи ==0 


Откуда видимъ, что коэфищенты въ уравнени пвозерхности втораго по- 
рядка, которой центръ находится на самой поверхности, должны удовле- 
творять уравнеше; 


А = =0 (26) 


Я ба 3 бы 
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Изь сказаннаго видимъ, что если поверхность, коей центрь находится 
на ней самой, выражена въ тетраздрическихь координатахъ, то есть си- 
стемь перемённыхь д.71. которыя удевлетворяють совокуппо че- 
тыре уравнен!я: 


% _ 9Ё - _ 9% _ , 
до дас г дб * щ = (7) 


изъ воихъ вытекаеть характериетическое свойство такой поверхности, 
выраженное уравнешемъ (26). 

Первое харавтеристическое свойство такой поверхности есть то, что 
полярная плоскость относительно ея, какой нибудь, точки въ простран- 
етвЪ, проходить всегда черезь центрь и что вс точки, находяи{ася на 
прямой, проходящей черезъ центрь и данную точку, имвють вез одну н 
туже полярную плоскость. 

Пусть у. У, У». будуть координаты данной точки, то подярная ея 


плоскость будетъ: . 
9 9 9 
о и о 9) 
или: | 
РА, 9% | 
бо ди, Ри. Ни. 0 (29) 


но мы видфли выше, что всегда есть система координат, которая удовле- 
творяеть уравненя (27); слЪдовательно эта система удовлетворяеть и урав- 
ненЕ (28) полярной плоскости, произвольно взятой въ пространствф, точеи у, 
Если означииъ черезъ 21,22,2:,# координаты центра, то координаты, 
какой-нибудь, точки на прямой, соединающей точки ри у будуть: 


ям › 2 , в, 5-м (30) 


полярная плоскость этой точки будеть 


с Е ев) бы М-Н 0 


ый ыыы) 0 


2 
дд Г ды 
Но первый членъ этого уравнешя, нанисанный въ форм: 


аа вы 


86* 
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Потому ЧТО &, го, 2а, #4, будучи коордипатами центра, удовлетворнютт, урав- 
неня: 


9 9; 9 8 
9 ‚й , % Ве Го 6) 
94 925 92: 9 

Сл»довательно полярная плоскоетк точки (30) будетъ (29), т. е, тоже что 
и точки (урузузу а). 

Очевидно, что полярная плоскость центра неопредфленная, такъ 
какъ въ силу (31) каждый ея членъ обращается въ нуль. 

Изъ сказаниаго заключаемъ, что только тв плоскости инфютъ по- 
люсъ, относительно этой поверхности, которыя проходять черезъ центръ. 


$ 534. Второе замфчательно свойство разематриваемой поверхности 
есть еще то, что прямая, соединяющая центръ ©ь какою-нибудь точкою 
поверхности, вся лежить па поверхности, Въ самомъ дАлЬ, пусть 2, 2, Хз, 24 
будуть координаты центра, а и, У», Уз, у: координаты, какой-нибудь, 
точки на поверхноети. Координаты, какой-нибудь, точки на прямой, сое- 
диняющей точни и у, будуть: 


дм, эм , в, М 


\.есть произвольный коэфищенть. Подетавляя эти выраженя въ урав- 
пене поверхности, найдемъ {$ 510, 18): 


4-20. + РО 


тд 
Ра аа) , В= (у фу 
9! #1, 9% # 
20=я РР +в де, | Е ди, + д 


Но такъ вавъ точки хи у находятся на поверхности, т В=0и Р=0, 
& 0—0, потому что х суть координаты центра, & слФдовахельно удовлет- 
воряютъ уравкешлиъ (27), 

Изъ этого видимъ, что уравнеше поверхности удовлетворяется не- 
зависимо оть ), 

Поверхность эта есть комусь, коего вершина есть и его центръ, & 
характеристическое свойство ето выражается уравкешемъ (26). 

СлЪхдовательно уравяеве конуса отличается отъ уравненя поверх- 
вости вторато порядка: 


Е=ан2” - ау? - аз? 
Е 2 злу -- За, зта -- Заззуе + Зал -- Зану- Эаца +- ав ==0 (32) 
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тольво тЬмъ, что коэфищенть ам въ уравнени конуса опреджляется 
уравненшемь (26), 

$ 535. Мы зидБли, что еели начало координатъ находится въ центр 
поверхности, то ея уравнене есть; 


а12? -- базу? | ава? -|- Зара —- Зацзие -- Зазвуе + ав = 0 (33) 


Но еели эта поверхность будеть конусъ, то центръ, т. е. начало коор- 
дивать, находится на поверхности, слфдовательно ея уравнеше должно 
удовлетворятея координатами начала: ` 


#=0 у=0 , 2=0 


, 


& для этого необходимо имфть въ уравнени (33) ил 
Слфдоватедьно уравнене хонуса, коего вершина находится въ на- 
чалЪ координать, будегь: 


ва -- ау? | ава | Зал эту -- За за -- Заздуе == 0 (34) 


Изъ формы этого уравневя видимъ, что если ему удовлетворяють коор- 
динаты 2, у,А, 10 ему удовлетворнють и координаты‘ №, Хи, №, тд № 
есть произвольный коэфищенть. Изъ этого заключаемъ, что вс точки 
прямой, проходящей черезь начало и точву (21 у; д) удовлетворяютъ урав- 
нене поверхности, т, е. эта прямая вся находитея на поверхности. 

Мы выше видЪли, что полярная плоскость конуса, какой-нибудь, 
точни въ проетранств®, проходить всегда черезь его вершину, во каса- 
тельная плоскость сеть полярная, точки на цозерхности, слЖдовательно 
касательная плоскость, какой-нибудь, точки па конус», проходить черезъ 
его вершину и касаетея поверхности по всей праной, проходящей черезъ 
его вершику и черезъ точку касаня, 

$ 536, Мы видфли въ $ 534, что уравнеше поверхности втораго 
поридка: 

= мы ау ай -- 
иду 20, заа-Заззуе-Е Заая-Е2ану--2аз4ё Нац=0 (35) 


отличаетел отъ конуса только тВмЪ, что въ конуеЪ коофищенть аа свя- 
занъ съ другими коэфищентами уравнения уравнененъ (26), слёдователь- 
но координаты центра поверхяе ли (35) и ковуса той же формы опредЪ- 
ляются одвини н тёми же уравнешани. 
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Слфховательно ихъ центры совпадають, т. е. вершина конуса, коего 
уравнене есть (35} совнадаеть съ центромъ поверхности, коей уравнен® 
есть также (35). Въ уравнея?и конуса а. обусловлено уравнещемъ (26). 

Наконець система величинъ для координать х,у,2 не можеть созо- 
купно удовлетворять оба уравненя, т. е. поверхности и конуса; един- 
ственная система, которая удовлетворяеть оба уравнешя, это = о, 
= 0, 2==09; изъ этого заключаем, что поверхность (35) и конуеъ (35) 
вотрёчаются на безконечности, & поэтому этотъ конусъ называется ассими- 
тотическимь. Слёдовательно ассимптотическй конусъ центральной по- 
верхности втораго порядка, коей уравнеше есть (35), получится, если. 
зъ этомъ уравнени вмЪфето ам иоставимъ его величину, полученную изъ 
уравнения (26). 

Ассижитотичесвй конусъ касается поверхности втораго порядка по 
кривой пересфчензя поверхности съ безконечно-удаленною плоскостью. 

Если нвчало координатъ находится въ пентрф поверхности вторато 
порядка, то ея уравнев!е есть (33), а уравнен!е ассимптотическаго конуса 
будетъ (34). 

$537. Уравнене конуса въ форм (34) содержить шесть козфищен- 
товъ, & по раздфлеви уравненя на одинъ изъ нихъ, оно будеть содер- 
жать только пать, слфховатедено поверхность конуса вполнв опредфляет- 
ея пятью данными точнами или, что тоже, пятью даниымм прамыми, 
исходящими изъ его вершины, или изъ начала координать. 

Такъ вакъ начало координать можно всегда перенести въ вершиву 
конуса, то общему уравненно (33) этой поверхности можно всегда дать 
форму (34), & сл®довательно поверхность веякаго конуса вполн® опред*- 
яяется пятью прямыми, проходящими черезъ его вершину. 


$ 538. Такъ вакъ въ уравнени конуса козфищенты связаны урав- 
нещемъ (26), то координаты точви на поверхности не могуть быть выра- 
жены въ воординалахь касательной плоскости изъ уравнений ($ 531, 9, 10), 
& сяфдовательно и коническая поверхность не можеть быть выражена 
уравнешемъ въ плоскостныхь координатахъ, а выражается двумя уравне- 
зимы: уравнешемь поверхноети втораго порядка и уравнешемъ точки— 
его вершины: 


ЕЕч)==0 ; дит Раб 1=0 


$ 539. Если: 
1=0 н ф=0 


суть уравнен!я двухъ поверхностей втораго порядка, т0: 


Гр =0 
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будеть уравнеше вефхъ поверхностей втораго порядка, проходящихь че- 
резъ пересчене двухъ данныхь поверхностей: 


1=0 и $=0 
Если поверхность: 
ф=0 


будеть произведене двухъ линейныхь выраженй Ди В, т, е. $ есть 
пара плоскостей: 
А=0 м В=0 
‘то: 
Уд. В-=0 (36) 


будеть уравнен!е вефхъ поверхностей, проходящихь черезъ пересфченя 
поверхности {=0 съ плоскостями: 


А=0 и В=о 


Положниъ, что А и В суть полярныя илоскости точекъ (у узузуч), (за) 
отноентельно поверхности /, то имфемъ: 


Е (37) 
Ва 97 ыы о (38) 


Ол довательно уравнене (36), въ этомь случа, будетъ представлять веъ 
поверхности, проходяния черезъ пересфчен!е поверхности: 


[0 


еъ двумя полярными плоскостями точекъ у и 2. 

Чтобы поперхноеть (36) вполнф опредфлилась падобно дать точку, 
съ помощью которой можно бы было опредфлить Х. Выберехь для этого 
полюс» (у: у: 5334) и подставинь эти координаты въ уравнеше (36); опре- 
дёлимъ изъ этого уравненя Х и вставимь въ уравнене (36), то буденъ 
имфть: 


ореол! и 


И 4 Е г № 2 
р за; 9 2] а На в о д = и ==0 (39) 
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уравнене поверхности втораго порядка, которая, проходя черезъ кривыя 
пересфчен!я поверхности: 

7=0 
съ полярными плоскоетями (37) и (38\, проходить и черезъ полюсъ плос- 
кости (87). 

Такъ какъ уравнене неизмфняетея, изм®няя у на 2, то изъ этого 
слфдуеть, что поверхность (39) проходить. и черезъ полюеъ (21 21 28 24) 
второй плоскости (38). 

Если 06% полярныя плоскости (37) и (38) совпадаютъ, то совпадуть 
и ихъ полюсы и мы получимъ поверхность втораго порядка, которая, про- 
ходя черезь пересфчеше поверхности. {= 0 еъ плоскостью (37), проходить 
и черезь полюсь этой плоскости; | 


А Раллитьть) Рлузузуе) ая + 2:5, я. и + 28. + 2 бу и = © (410) 


Легко зидЪть, что эта поверхность есть понусъ, такъ какъ ея четыре 
производныя, но 21, а, 2, х., удовлетворяются координаты полюса (ур узузу 4), 
который слфдовательно есть вершина конуеа, 

Слфдовательно ураннеше (40) представляеть касательный конуеъ, 
иехоляшИй изъ произвольно взятой точки (уузузуа) къ поверхности вто- 
раго порядка /==0. Его освовае есть пересфчене поверхности { съ про- 
извольно взятой плоскостью (37). Изъ этого слфдуеть, что пересченю 
новерхности втораго порядка съ, хакою-нибудь, плоекостью есть хони- 
ческое съчеше. 

Если полюсь (/1/5узу4} будоть на поворхноети Ё то первый членъ 
уравненя (40) разешь нулю и коническая поверхность превращается въ 
хаедтельную плоскость. 


ели уравнен!е (40) предотавииь въ форм: 
"Зал има На) 
АЖ у 
(. РМ +5 д: +5 би +25 м) 0 (41) 


и перецесемь полюсъ (у; узузу:) въ центрь поверхноети втораго порндка 
и затЬмъ перейдемъ въ координатамь Декарта, полагая: 


а—х , изу › феа , р =1 


ри=я ‚, =и , =а , и =1 
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то найдемь: 


эивуз (в и. . ды “у у. НА да Ра) 


4 44 1.9 _\ 
-(- да и + а) = 


Во дла координатъ центра имфемъ: 


= ` би ’ д = 


Слфдовательно будемъ имЪть: 


маи; 


ео 9) 


Легко видЪть, что это аесимитотичесый конуеъ. Въ вамомъ дл: 


14 
3 ду, =1 


ани -Рани ава Ран 


Сл®лдовательно уравнене (43) сдфлается: 
112? -- аззу? -- азьй? -- Залзму - Залзая -[- Заззуг Е Знай -- 
Е 2ану + 2а42— (изя, - ани + ви) = 0 (43) 


Но координаты центра суть: 


4 Ан 4 


#1 = = = 
ыы ты 


Сльдовательно послёдый членъ уравненя (43} будеть: 


аа Ан ан Аз 
4 


Но это есть ничто иное, какъ оц, опредфленное изъ опредфлителя (26), 
з это есть признавъ, что уравнене (43) представляеть ассимитотичесый 
хонуеъ къ новерхмости: 

Иа у, я) =0 
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ГЛАВА ХХХУ, 


Приведене поверхностей втораго порядна къ канонической фориф. 


$ 540. Пусть данная поверхность втораго порядка будетъ: 


Реза? 4 азии? Е азаль? ани? + 
дао Заза Заатть- Зацтии Ганя = 0 (1) 


Возьмемь, какую нибудь, точку А; внЪ этой поверхности (фиг. 161), 
поетроимъ ея полярную плоскость, нь этой плоскости возьмемъ, какую 
мибудь, точку 4», построинъ ея полярную плоскость, которая пройдеть 
черезь точку 4:; ма пересфчени двухъ построенныхь полярныхъ плоско- 
стей возьмемъ опять, какую нибудь, точку Аз и построимъ ея полярную 

Фиг. 161. плоскость, которая пройдеть черезъ точки А; и 45; 
три построенныя полярныя плоскоеги пересфкут- 
ся въ точкЪ А.. 

Тавимъ построешемъ образовался тетраздръ, 
коего вершины суть Д:, Д,, 4, 4; этоть тетра- 
эдръ называется полярнимь, такъ какъ каждая 
изъ его вершинъ есть полюсъ противуположной 
трави. 


Такихь тетраэдровъ, относительно поверх- 
ности втораго порядка, есть, очевидно, безконечное множество— шесть 
разъ безконечное число. 


Свойства полярнаго тетраэдра. 


8 541. 1. Каждая изъ вершинъ Ат, До, Аз, Аз (фит. 161) есть полюсъ 
иротивуположной грани. 

2. Каждая пара противуположныхь реберь А. Аз и 4.4;; А, А. и 
Аз ЧА: м А.А, суть взаниныя поляры относительно поверхности 
втораго порядка ($ 540). 

8. Пара смежныхь граней и пара касательныхь плоскостей, прове- 
денныхь черезь перееВчене граней къ поверхности, составляють гармо 
ническую евязку. 

4. Двф каезтельныя плоскости, проведенных къ поверхности черезь 
какую-нибудь прямую а, лежащую въ грани (42 Аз 4,), плоскость прове- 
деннан черезь туже нрямую аф и противуположный полюсъ 4, и гравь 
(Аз Ау Аз), составляють гарпоничесвую свазку, 
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5. Опредьлеме. Дв№ плоскости, у которыхъ полюеъ одной находится 
ма другой, вазываютея сопряженными плоскостями, и ихъ полюсы вопря- 
женными помосами. 


$ 542. Положимъ теперь, что грань (Аз Аз А.) полярнато тетраэдра, 
отодвинута на безконечность, т, е. вершина А, есть полюсъ плоскости, 
лежащей на безконечноети. 

Мы выше видёли ($ 528), что полюсъ 4, будетт, центръ поверхности. 
Слёдовательно одка изъ вершинъ полярнаго тетраздра находится въ цен- 
тр, а три остальныя на безконечно-удаленной плоскости. Изъ этого по- 
ложен!я полярзаго тетраэдра слфдуеть: 

1. Что веф хорды, проходяпия черезъ вершину А1, дфлятся въ ней 
поверхностью пополамъ, таЕъ какъ Л, есть цевтръ поверхности ($ 528). 

2. Такъ какъ каждая изъ остальныхь трехъ граней (А, Аа Аз), 
(АА, Аз) и (4 Аз Ау) суть нолярныя плоскости точекъ, лежащих на без- 
конечно-удаленной плоскоети, то изъ этого елфдуеть, что каждая изъ этихъ 
траней дфлитъ пополамъ ве хорды поверхности, проведенной параллельно 
пересфчен двухъ остальныхь граней. 

3. Опредьленме, Плоскость, дВлящая пополамъ хорды поверхности 
втораго порядка, проведевныя параллельно извфствому направлевю, мазы- 
зается Озаметральною плоскостью, & направлене хордъ называется сопря- 
эженнымь направлешемь даметральной плоскоети. 

4. Изъ предъидущаго слфдуетъ, что каждая изъ трехъ граней, пе- 
ресфкающихея въ центр поверхности, суть Фаметральныя плоскости, 
КОИХЪ сопряженное направлене есть переефчен!е двухъ другихь граней, 

5. Таюь вавъ каждой точкЪф, лежащей на безконечно- удаленной 
плоскости, соотвЪтетвуеть полярная плоскость, т, е. даметральная, то изъ 
этого заключаемь, что каждому направлению есть сопряженная дламет- 
ральная плоскость. Слфдовательно каждая плоскость, проходящая черезъ 
центръ, есть даметральная. 

$ 543, Отнесемъ теперь уравнеше поверхности втораго порядка къ 
произвольно построенному полярному тетраэдру. 

Пусть этотъ тетраздръ будеть (А! А. Аз 44), а уравнене поверхности, 
отнесенной въ нему, пусть будеть: 


1127, -|- ааа? Е авы - аца, + 
аз за оз - ааа аозати Е Заатиы аа == 0 (2) 


Уравненя граней полярнаго тетраздра будуть: 


д=0 , ж=0 , ж=0 , щ=0 
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Если въ уравнении (2) сдфлаемъ: 
2 =0 
то найдемъ уравнеше: 


дя, Е вуза, -- ааа? Е Зала, > Зарзлиха | Заниьжа-=0 (3) 


кривой пересфчешя илоскоети 1+ =0 съ поверхностью. 

Такъ какъ грань (А. А, Аз) или х.==0 есть, очевидно, полирный 
треугольникь относительно хконическаго сфчевя (3), къ которому оно 
отнесено, то его уравнене должно имЪть форму: 


ай, {- 65%, + ал —=0 
какъ видфли въ 8 241; слёдовалельно должны имёть: 
@:=0 , @з=0 , аз=0 


Разсуждан подобнымъ образомъ относительно каждой изъ граной, пайдемъ, 
что въ уравнени (2), если оно отнесено кЪ полярному тетраздру: 


@2=0 , @з=0 ‚ @.=0 , Чв=0 , ан=0 , иы=0 


откуда уравнеше поверхности, отнесенной къ полярному тетраэдру, будеть: 
аля Е аолйа Е ааа -- ант =0 (4) 


Такъ вакъ переходь оть тетраэдра, къ которому отвесено уравнеше .по- 
верхноети, къ полярному тетраэдру дБлается линейнымъ преобразованемъ 
тетраэдричеевихь координать, какъ показано въ $ 502, то изъ этого ви- 
димы, что четверичной однородной форм (2), линейнымъ преобразован!- 
емъ, можно дать форму (4) и иритомъ безчисленнымь ичожествомъ ено- 
собовъ, такъ какъ поверхность, отнесенная въ важдому изъ полярныхь тег“ 
раэдровъ, имфеть форму (4). 

Это самая простан форма уравнешя новерхноети втораго порядка, 
которая называет?я канонической. 


Центральные поверхности. 


$ 544. Если поверхность будеть центральнал, го полагая въ урав- 
нени (4): 


ра = , 2 =у › за , ра, =1 
найдемъ: 
вай Е аззу? -[ ааа? -- ан ==0 (5) 
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самую простую форму центральной кояерхности, которая отнесена къ 
тремъ деметральнымъь сопряженнымь плоскостямъ. Неудобство только 
соетоить въ томъ, что эти три дМаметральныя сопраженныя плоскости, 
ЕЪ которымЪ теперь отнесено уравненше (5), какъ координатиымь, непер- 
пендикулярны. 

Въ уравнещи (5) коэфищенть а; можно всегда сдфлать отрица- 
тельнымъ; въ этомъ предположенм козфищенты ит, @2з, @зз могуть быты 

1. Всё три положительны: 

Новерхность будетъ заикнутая— эллиясоидь. 

2. Два положительныхь и оданъ отрицательный: 

Поверхность будеть однополый зиперболоидь, 

8. Одинъ положительный и два отрицательныхь: 

Поверхность будеть двуполый зиперболондь. 

4. Веф три отрицательные: 

Поверхность будетъ мнимая. 

$ 545. Оетаетея р%ашить вопросъ: Есть-ли такое направлене парал- 
лельныхь хордъ, въ центральной поверхяости втораго порядка, къ которому 
ему сопряженная деметральная плоскость перпендикулярна? 


Уравнеше поларной плоскости точки (хидй) есть: 


9/. М 
о Ри Рад Род (6) 


или: 
ха аз Нова -а-Е 


ум Рави ава Рав) Е 
{2 (ал + азау, Е ава ава) + 


+ аа -Р ил Е ова аи) =0 


т 


Чтобы полярная плоскость точки (ау) была ламетральная, пеобходимо, 
чтобы ея полюсъ лежаль на безконечно-удаленной плоскости. 
Положимъ: 


2 == 608% ; ия 0088 ; АЕ! 6081 (8) 


Еели полюсъ (хиие1), коего направлене дается углами е,В,1, находитея 
на безконечноети, то #, = с2. Слфдовательно, чтобы найти уравнеше да- 
метральной плоскости, сопряженной направлению а, В, т, надобно въ урав 
зеши (7) вставить выфсто 21, ,2» выравешя (8) и одфлать г, == со. Такая 
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операщя даеть елфдующее уравнене даметральной плоскости сопражен- 


мой направлению а, В, 5: 
2 (вт 60а -|- 9136038 - виз 6087) -- 
+ у (ал 603 & -- аз 608 В -- аз 60817) -- 
З 2 (ах с0за -|- ада 608 В - азз 6051) -- 


++ (а воза - ео В + ваз 605] =0 
иди: 
и _ 


97 Ч возв 4% 97 
а обв, +15, 


'Изъ этого уравненя видимъ, что уравиеня: 


ВИК 


= ‚ до ——=0 


(9) 


(10) 


(18) 


суть даметральныя плоскости, сопряженныя ваправленянъ координат- 


НЫХЪ 0бей 2, 9,2 


$ 546. Если дмаметральная плоскость (9) будеть пернендикулярна 


своему сопряженному направлен, то мы должны имфть: 


11 с03й-- 411 6038 - дз 608 == 6084 
@а1 608 & -- алз с0зВ - доз 031 == 6088 


ва 008 д -- азз 609 В -|- @зз 603 = 6081 
или: 
(1 — №) с0за + ма 0088 + @з0051==0 
ат 608 и -|- (аз — №) с0$ В -{ азз 6081 =0 
ал 608 а -|- ава 008 В -- (азз — %) с0зт=0 
откуда имфемъ: 


‘16 —* @а баз 
ел @з—Х @з =0 
ба баз аа —\ 


развертывая опред®литель, майдемъ: 


(2) 


(3) 


(4) 


(би ан ев — Мы — ан) — ой аль 


4-2 93 ав == 0 


+ 
@5) 
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ли: 
3 . 

38 — (био Нииз) № + (лаз алавз Рана -ай ой ва) 
ата -Раой заза — в @озазз- 9 зала 50 (16) 

Это уравнеше третьей степени, слфловательно инфетъ всегда хоть одинъ 

дфйствительный корень, но мы ниже покажемъ, что оно всегда иметь 

три дфйствительные корня, каве бы коэфищенты въ уравнешя поверх- 

ности ни были. Слфловательно всегда сущеетвуеть по крайней мфрЪ три 


направлена, которыя перпендикулярны къ своимъ сопряженнымь даме- 
тральнымъ плоскостямъ. 


$541. Покажемь теперь, что всф три корня уравненя (16) дЪйстви- 
тельны. Мы приведемь здЪеь два доказательства. Первое принадлежять 
Коши (Салеу), а второе послужить къ выводу нфкоторыхъ слфдетый, о- 
торыя намъ будуть необходимы въ лальнзйшемь изслфдовани свойствъ 
поверхностей втораго порядка. 


Напишемъ уравнение (16) въ форм: 
0—1) О—ан) О—ав)-аы аи) ой вы) а9 3 -—шы) — 
— 2 иьаз ==0 @7 
а это полёднее можно написать так: 
0—0 {б— а) (— ваз) ай) ай 3 — ви) — аз) — 

— 2 из аз ==0 (18) 

Означимъ черезъ № и ^' корни уравнен!я: 
0 — а) О — аз) — 3 =0 {19) 


Очевидио, одинъ изъ корней, наприизръ №, больше аз и аз, & другой \" 
меньше этихъ количеетвъ. 
Еели подставимъ въ уравнене (18) выфето Х корель Х', то найдемъ: 


— {© аз) аз 20а ваза + 0 — аз) ой а} (20) 
Но такъ какъ мы имфемъ (19): 
0" — аз) (№ — аз) = ай 


то выражемще (20), въ скобкахъ, есть полный нвадрать, слЪдовательно ве- 
лизина отрицательная, 
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Нели въ уравнене (18) вставимъ другой корень \" уравнены (19), 
то будемъ имфты 


(3 — И) а? — 2912 з аз (аз: — №) ай 


полный хвадратъ и притомъ величина положительная. 


Если тенерь въ уравнене (18) вставимъ, послдовательно, вето ^ 
‚величины: -- со, \', \", — со, то найдемь розультаты: 


+-+- 
а это похазываеть, сто между: 
© и, ХиХх, Ки 


находится по одному корню хЪйствительному. 

Итакъ зидимъ, что всё три ворня уравиевм (17) еуть величины 
дВйствительныя. 

$ 548. Призедемъ второе доказательство, что три кория уравневя (15) 
всегда дЪйствительны, изъ котораго намь будуть необходимы пфкоторыя 
слЪдетвя. 

Возъмемъ первое изъ уравнения (13) 8 546 и напишемъ его въ фори®: 


08 603 сова 

с} + т = 0 —в1) 
из @ 1 ЯЗ 

05а 

—— и сд®лаемъ съ ос- 

@2з 

зальными двумя уравненями (13) $ 546, подобное же преобразоваше, то 


‘прибавимъ къ объимъ частямъ этото ураваеня по 


найдем»: 
6084 ‚ 605, 6081 0058 А ба 3 
= —@ 
ав + биз + из и Я 
6084, 6058 | с08т _ 608й ( аиз@аъ 
=——- а. => 21 
бл + @ 3 + в 91223 = + @з ет) 
603%, 20858 ‚ 6081 _ 6087 ) оз 
. в с аиа8. 
ба + 13 + аз в в + биз 
положим: 
6084, с088 , 6031 
ЕТ 
@зз Я з п 
баз 912933 @ зао 
[и “= ; @, а у —— 22 
0 ан т; бе аз 2; @з Ри з (22) 


ГЛАВА ХХХУ. ПРИВЮД. ПОВЕРХИ. ВОР. ПОР. 6% БАНОНИЧ. Фаьмь. 577 
зелфдетне чего уравнешя (21) дадут: 


Ваза 


050 — ‚ 6081 =. 


—@ 


РаядЪлимь эти уравпеня на 92, @}з, 1з, сЛОЖимЪ и сократимъ на Х, то 
пайдент: 
__ биз _ 91308 | зв _ 9 


чз — м} аз -а) ‘а А-а) 


или: 
1 1 
ай} "3 — а 


1 1 
3—0) бо баз Ча 


=0 (25) 


Откуда видимъ, что уравненю (25) жожно дать сллующую форму: 


0—4) 0—)0—м _@—@—в) 


ба @1 3 923 . аз 


(26) 


боя оо 


@йз Физ 


Положимъ, что в < Заз. Кромф этого произнедеще и; из азз можеть 
быть и положительнымь и отрицательнымь. Положинъ 41:4: 4: 30 и 
подставимъ въ уравиеше (26) вифото » значешя: — со, и:, аз, ав. Резуль- 
талы подстановлевнй будуть: 


) ) 
4, —@- ое чз) (© ат 43) __ (6 о 44) (от) 


Знаки этихъ величинъ будуть: 
+-+- 


Слёдовательно ‘уравнене (26} или (17) будеть имфть три дёйствительные 
корня, заключенные между числами: 


—©сиа , щие ‚, № Иа 


Если произведене аз из азз > 0, то мы подотавимъ въ уравнене (26) ко- 
личества ©, @з, аз, -- со. Результаты подстановхемя дадуть знаки: 


-+-+ 


Слёдовательно опять три корня дЪйствительные. 


АНАЛИТИЧЕСНАЯ ТЕОМЕТРУЯ, я 
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Давая уравненю (17) $ 647 форму (28), мы неявно предположили, 
что воэфищенты а1э, @з, @2з не равны нулю. Положимъ теперь, что одинъ 
изъ. нихъ, напримфрь а. =0. 

Тогда уравиеше (17) едфлается: 


о бы) ба) — ма аи — №) 9. (28) 


полагая а > аи и подставзяя послфдовательно -— со, ит, @з, + 65, 
знаки результатовъ подстановленй будуть: 


+-+- 
СлФдовательно корни дфйствительные и будуть заключаться между —— со 
и ар, в И аз, ав и о: 
Наконект, можеть елучитея, что в =, И 6; ==0, ВЪ этомъ елу- 
чаф уравцеше ед®лаетея: 


{аи —) (аз —)(@в — № — зай —№=0 


‘ (р - № [(а» №) (аа — №) — 93} =0 (29) 


Одинъ изъ корней очевидно есть 1, а друге два дЪйствительпые. Сл%- 
довательно во вефхь случаяхъ уравнене (17) имфеть всегда не три 
корня“ дйетвительные. 

х 8549. Мы предположили, что всф три корня уравкевя. (26) или 
{17} различвы; положимъ теперь, что это’ уравнеше имфеть два равные . 
корня. Мы видфли выше, что корни заключены между предфлами — оо, 
еп, а@з или между а, ао, @з, - <, смотря по тому будетъ-ли произведе- 
ше азаз отрицательнымь или положительнымь, Но еели два корня 
сдфлаютея равными, то необходимо, двойной корень совиадеть съ однимь 
изъ предфловъ ау, аз, аз. . 

Если положимъ, что двойной корень есть а, то уравнене (26) холжно 
имфть множителемъ (»— а, }?, что влечеть за собой равенство а аз. 
„. Обратно, евли и ==а; ==аз, то уравневе (26) будеть иыфть множи- 
тель (/—и) и и будеть двойной корень. Олфдовательно услове, необхо- 
димое и достаточнее, чтобы уравневя (26) или (16} имфли два равные 
корня, есть: . 


или: 


с, 91 с, 189 (30) 
@з3 из в : 


Легко видфть, что есля два корня уравнешя равны нулю, то: 


а “а а 
21218 0 ‚ ав 28 С , ав — 3 8 0 


Я . 
933 виз а 
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и, обратно, если эти уравпеня имфютт. м®ето, то два корня ураввевин (17) 
равяы яулю, ибо посдфдейЙ членъ и коэфищенть при Х обращиютея въ 
нуль при этихъ значен!ахъ. 


Если наконець’ уравнене будеть` им%ть тройной кореяъ, то очевидно, 
необходимо, чтобы: 


@з=@ 3 =а37=0 ‚ @, =а = аз . 80 


$ 550. Легко показать теперь, что три направлен, соотвьфтетву- 
ющя дфйствительнымъ корнямъ уравнены (17), перпендикулярны между 
вобою. 

Пусть №,» ^в будуть эти корни уравненя (16). Еели эти корни 
подотавимь послфдовательно въ уравневя (13), то для каждаго найдемъ 
соотвфгетвенное направлен: для \, направлен о, в,» для 2. направ- 
леше о, В,,Та, для Х, направлене оз, Вз, уз. 

Эти направленя пазываютел злавными. Подставииь въ уравиешя (12) 
№ и углы соотвётетаенные этому корню ВТ» затфиъ подезталимъ ко- 
рень зи соотвтетвенные углы 4х, Вы, и то найдены: 


911608 241 -- 2 с08 В -|- @1 3608 И == 24 608% 
93 608 @ -- аа 608 В Е (оз 6081 = 608 в, (32) 


231 608 2 -- @вз 608 ® - ааа 608, == № 608 


9608 9з Раз 605 В -- @1з 208 а == 2 05а 


ал 608 2% -- @за 608 Ва | @аз 608 12 == № с08 В {33) 
аз 608 23 -|- @зз 608 Вь -|- @зз 608 73 ==, 208 


Умножимъ тсперь уравнен!я (32) на со5а;, ся Ва, 081», а уравнешя (28) 
на ©0536, с0з В: е05, и-сложивъ, первыя между собою, вторыя между си- 
бою, пычтемь эти суммы, найдены: 


(% — 2.) (сова, соз о, -- в05 В 05% "208 608 12) ==0 
полагая корни № и ®, веравными, найдемъ: 
605 в 605 а; -- 508 608 в» -|- 608 083 = 0 


а это показывает, что направленя в, В, И И бо, Во, Че. перпендикулярны. — 
.. Точно также можно показать, что и: натразлевя а, `й И ав, в, Ча» 
в, в.а И в. в,1з перпендикулярны. 
81* 
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Если въ уравнеши л]аметральной плоскости (9) подетавимь выфсто 
о, 8,5 послЬдовательно углы 01,8, : 2,Вь,\а: @з, в, а, соотибтегвуюние 
корнянъ №,^,, 3 и замфетимъ коэфищенты при 7,у,2 ихъ величинами 
изь (32), то найдемь уравненя даметральныхь плоскостей перпендику- 
лярныхъ къ паправлеямъ © $, 1; ©, во, То; оз, Вз, Та: 


№ (ясоза -- усоз® - 26031, ) -- ал 60891 -|- @з4 608 В, -|- аз; 6081 =0 


№ (аеозе, - усов -- 2 608 11) ал 608 о -- аз 608 В -- аз 05а = 0 (34) 


а (добу аз - ус08 65 -- 2608 7} -- @14 608 жа -|- 4 608 Ва -- @зз 603-13 == 0 


Ни одинъь изь корней уравнения (16) че можеть быть равенъ нулю, 
такъ какъ его нослёдай членъ есть Аз, а въ центральной понорхности 
А не можеть быть равно нулю. 


$ 551. Итавъ видныь, что въ цевтральныхт поверхностяхь ееть 
три направлещя, перпевдикулярвыя между собою, коихъ сопряженныя 
даметральныя олоекости къ нимъ перпендикулярны. Перенесемъ начало 
координать въ центръ, то уравнеше поверхности ед\№лается: 


= ва | зу? -Разяе? -- За, оу -Ё Заззия -- Зазвуе = о (35) 
+ 


такое перенесене дфдаетел, замфщая 2, у,р через гл, уНи, Ра 
и опредфляя 2, у,2 изъ уравненй: 


То, Жыо, о {36) 


Полатая — Ан, величина Н онредЪлится уравненемт: 
44 


Н—_м «Аа аь Ан ан Аы-ГанАн А 
А А 


Возьмемь за новых координатных оси три периендикулярныя между с0- 
бою”направлен1я, коихъ сопряженных даметрельных плоскости къ нимъ 
перпендикулярны, то уравневе (35) сдЪлается: 


А-В’ бА=Н 


такъ какъ координатнымъ тетраэдромъ будеть полярный тетраэдръ, коего 
одна грань находится на безконечности. Остается только слфлать это 
преобразован е на самомъ дфль, 
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Для этого, означая новыя координаты черезъ 2, ул’ мы должны по- 


ложить: 


= 603, -- у вова, -- #0084 
у=яеоз р у 605 в, -- 2 005 5 {37) 
= 608 Ру" 60511 2 60518 


Если эти выражешя нодетавимь въ (35), то первый членъ этого уравне- 
Я преобразуется въ: 


Фе бу би - 26 ау" Зы -- бу 


А 
а -—- неизифняется, слЪдовательно будемь имЪть: 


Ан 


ва? -- аззу? | ааа? -- Зараку -- Зааие | изу == 
5 базе бы бы ьгу" | 26 ее Е алут 


тд д суть функщи отъ воза, 6058, 605. 


Такъ канъ всегда существуеть зависимость: 


аа 


то предъидущее уравненше можно нацисать въ фориф: 


21122 -|- ау? -|- аз? -|- Зазату + Злата + Заззуз -- (28 у? -|- 22) = 
= а -- уз -|- базе? Е 26 зу | 26 зи --26у (Ру? 27) 


или: 


а К - ав — ЮР 2 му -- За -- Зазуя = 


бы — №9 -- фи Му ба — 022 -- 2Багу Зиг Зву? 


гдф » есть количество произвольное. 
Если возьмемъь инваравть этой формы, который называется ириз- 
хачною или дискримининтоль и замЪтимъ, что модуль преобразован!я: 


0052, 50502 с05аз| 
сов соб 605 Ва =1 


|бов’и 60548 608 | 


ры ‚ ба . в 
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или; 


№ миа ела Нал азиоа- оз але 
алой -- азза а — Фаза — Зараз 22 
= о, На-На баба НЫ ИИА | 
яз -Нбь — быв: — Зв 3выз 
Тажъ какъ это уравнеше должно существовать для произвольнаго значешя 
}, то буденъ имфты 
о, ыы аз Раз 


бабы ГИ ба Выбв — В — И — И 


р Е 
= @1,3 -- @ лиза - аз — аз — 9 — 93 


Оба -- быв з - баб — В убъзбьз — 26) эб,збаз == 


= аа -- ааа з - дз з — @пазайзз — Зарзбзазь 


Но если за новых оси взяты три нанравленя, нонхъ сопряженныя д- 
метральныя плоскости кз нимъ нерпендикулярны, то: 


6: = 


откуда: 


ыы + @ На + 0 


ов» а, НЫ == ила а ааа +- ааа — аз — 63 


Образ = у азаеца-|- За бизаз — ви 033 — за — ава 


Вторыя части этихъ уравнеый извфетны, а первыя суть сумма количествъ 
$ 1,553 63, сумна ихъ различныхъ соединешй по два, и ихъ произведеше, 
слфдовательно. онё суть корни кубическаго ураннешя: 


№ — (питера) -- (але -Ралеза Нара аи} — 


(38) 


2. 2 
— база Заиь оз — впайз — бб — ной 3) 


Рушивъ это уравнене, котоцнио ве№ корни дфйствительные ($ 547), будемъ 
имфть корни 6:1, 55., 638 и наше уравнеше одфлается: 


Ви Бы -о (39) 


В -Н + =И . (40) 
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$ 559. Легко показать: невоередетвенно, что если а, В, 1; 2585, у 
а, В, а СУТЬ ТЬ направлен, которых опредфляются изъ (12) или (13), 
соотиБственио наждому изъ трехъ ворней %,),, уравненя (16), то 
коэфищенты при ту, 22 и ул будуть равны нулю. 

Вь самомъ длЪ посл подстановленя выражен (37) въ уравие- 
нЕ (35) коэфищенть, нанримфръ, при уг будеты: 

аатбозазеовоь [а еоквеовВз-[“азаеонтеову-РЗазз(созвзеовуа-еоввзсову:}- > 
+21 (608930913 -с0вазо05ть) ЧЕ „(еоварсозВз-|- совязоовВа) 

Но мы имфемъ (33): 


61605 9 -}- 13.605 Ва. аз 608 а. == А, 605 бу 
@р1 008 из -|- дал 608 В -|- @зз С05 те 2544 605 Ву 
431 005 0% -- @зз 408 Вы -- аз 0081: =5 , Сова 


Если эти уравнейя умножамъ, нослфдовательно, на 605 0%, 608 Вз, с05 13 и 
сложимъ, то найдемъ; 


@з1е0заасобиз-НазасозВыеов в, -Разз6081:60813--24э(е058609: --с0836031,)-- 
- аз (совоосова-Нсовазс0зт} Зила(созвывозва- совазеов В) == 
==^6039260393-|-6058560583--603260515) 


Но такъ хакъ направленя а, В», 12 и яз,Вз,\1в периендивудярны между 
собою, то вторая часть предъидущаго уравнен1я равна вулю. 
Слфловалельно коэфищенть при уг такимъ преобразовашемъ унич- 
тожается, точно также можно показать, что уничтожален коэфищенты 
при: хуи 52. 
$ 553. Три корня уравнены (38) суть коэфищенты при х, у и 2 въ 
преобразованиомъ уравнени; 


т: (41) 
Случай 1. Веб три кория положительные. Полагая: 


и 
е: > фы * 6 


в? 


(42) 
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Полагая, послфзовательно, въ этомъ уравнене: 


у=0 ,; 3=0 ; 4=0 , 4=0 ; 220 ‚ у=о 


найденъ: 
я=-а =: 


о у 


Слфдовательно а,Ъ,с суть разетояня начала координать или центра по- 
верхности отъ точекъ ветрфяи поверхности съ координатными ослми. Эти 
разстоящя вазываются злавными осями поверхности, 

Если а >, то а называетея большюю, Ф—среднею, & с-— маю 
осью. 

Легко видфть изъ формы уравнешя, что это иоверхпость замкнутая, 
такъ канъ ни одна изъ координать въ уравнени не можеть быть равна оо, 
Она называется элиисоидомь. 


Случай 2. Два корня положительные, одинъ отрицательный, Уравне- 
не (41) будеть: 


6122 -- 65: у? — 6: = Н {48} 
Полагая: 
НИ В И _„. Н 
ра Г . --- 2 
В: “ | в © 


эр д 


найдемъ: 


т. е. ихиу вотрёчають поверхность, -й ось 2 ее ве ветрЬчаетъ, по.- 
томуаи Ъ вазывается д»Ъйствительными осями поверхности, а с инимою 
осью. 

Если сдЪзаемъ 


0, то будемь имфты 
= 1 (44) 
т, е. пересфчеше плоскости УЙ съ поверхностью есть типербола, поэтому 


поверхность имфетъ точки на безконечности, а слфдовательно незамкиута: 
Это однополый зиперболоидь. 
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Случай 3. Олинъ корень положительный, а два отрицательные, 
Уравнене будетъ: 


$121 — Ву щи =И 
дфлая: 
° Н Н 
2 У 2 
#, вы и, 55 с 


оно сдфлается: 
(45) 


Полагая, поелфдовательно: 


уУ=0 , д=0 ; 120 , #=0 ; 


найдем: 


х 4,4 и о ся 


откуда видимъ, что ось Х встр6чаеть поверхность, а оси Уи Деев не- 
ветрфчають, поэтому и называется дЪйствительною осью поверхности, & 
фи с мнимыми осяни. 

Если сдфлаенъ у=0 или 2==0, то получимъ: 


Ци 
в @ я в 


дв гиперболы, какъ пересфчене плоскостей (ХИ) и (ХУ) съ поверх- 
ноетью. Откуда заключаемъ, что это поверхность незамкнутая. Легко ви- 
дЪть, что она двуполач. 

Въ самомь дБлЪ, если сдфлать х==0, то вайдемъ мнимую кривую: 


Слёдовательво плоскость {УЙ) не ветрфчаеть поверхность, т. е. одна ея 
пола лещитъ но одну сторону плоскости х=0, а другая по другую. Это 
двуполий зиперболоидь. 


Поверхности ив чмфющя центра: 


$ 554. Если поверхность втораго порядка ие имфетъ центра, т. е. 
какъ мы видфли, центръ находится на безконечности, то координаты 
центра ($ 581); 


— Ан = ЕВ а Аз 


х О . 
Ач 7 Ян Ац 
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равны безконечносети, т.е. 4.10: Но въ уравнени (16) послфдей членъ 
есть, очевидно, А, едЪдовательно одинъ изъ корней этого. уравненя 
равенъ нулю. 

Еели поворотимь координатныя оси паралельно тлавнымъ надрав- 
ленямъ, т. е. преобразуемъ уравнеше линейнымъ нодетановленннъ (37), 
то уравнеше: ` 


ааа? -Раззу? Риз" --2 зеу--24 за -- Заззуз-|- 24 пе оану Зи =0 
сдфлается: 


Зуи сова РанеозВ, Разаво8 НЗ жеовеы-[-аноовва Е 
-| аз 60814) -- 22 (414 608 6 - 924 605 ь + аз ‘0$ уз-- Н=о (46) 
Если теверь иеренесемъ начало координать въ точву (2 ул), т. е. ед&- 
лаемъ подстановлене х-- 2, угу, #Ра, то вообще ножно такъ опре- 


эЪлить я, и,2, что коэфищенты при #,у и величина Н исчезнуть, и 
уравневше (46) сдфлается: 


уе Ааа? 2 (из 6089 -- 4 605 -- аи 60811) =0 (41) 


Если коэфищенть при 2 неравенъ нулю, то означая его черезъ — $, предъ- 
идущее уравнеше будеть: 


Зи = 20 (48) 


Корни № и №: ногуть имёть одинаковые знаки и могуть имфть разные. 


Случай 1. Корни №) и № оба положительные или оба отрицательные; 
въ обоихь случаяхъ, полагая; 


найдем: 


(49) 


смотря потому будуть-ли корни оба положительные или оба отрицатель- 
ные, Поверхность эта есть юраболдидь эллиптический. 


Случай 2. Если корни имфютъ разные знави, то будемъ инфть: 


Поверхность ота есть нараболондь зиперболическай, 
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Эго и веЪ поверхности не инъющя центра, 


Двметральныя плоскости въ этомъ елучаЪ будуть: 


9136085: -- в 603 В: -- аз 608 = 0 


3, (доза, у соч 35 260315) -- бд созаз - ил 603 В | аз 60311 =0 
й (50) 
23 (тооза; -- у 00$ В: -|- 260813) -- чл 606 аз -|- аз 603 В аа 603 13 = 0 


изъ коихь первах находитея на безконечноети, 


Поверхности имфющя безконечное число центровъ. 


. Выше ны предположили, что козфищенть при х въ уравне- 
нм (16) не равень пулю. Ноложимъ теперь, что: 


#4 6081 Е ао 603 В, - ава 608 =0 


Вь этомъ елуча® уразнене (46) не содержить =. Начало координать но- 
зжемъ перенести въ точку (у, 2) на плоекоети (УЙ) и выбрать у, и а 
такъ, чтобы коэфишенты при у и 2 нечезли и уравнене (46) сдфлаетен: 


У: (51) 


Это будеть, очевидно цилиндрическая поверхность, коей ось есть 0% Х. 
Цилиндрь будеть эллинтичесей или гиперболическй, емотря потому бу- 
дутъ-ли корни ); и»; еъ одинаковыми знаками или съ разныни. Если Н 
будетъ’ величина положительная, а корни отрицательные, то поверхность 
будеть инимая. Центры такой поверхности вс лежать на ея оси Х. 

Вь этомъ случаЪ, первая изъ даметральныхь плоскостей (50) 0=0 
неопредфлениая, а перееъчене двухь поедЪднихь дадугь ось цилиидра 
или геометрическое мфето центровъ. 

$ 556. Положимъ теперь, что одинъ изъ корней ^,,»; равенъ нулю, 
напринфрь \,. Вь этомъ случаЪ уравнон! (46) ед#лается; 


№2" 2.ха, зови  ааеовв, Назуеозт )- 2у(аи «сова, -Назсовва-Разаеовт,)-- 
4 22а сова азлеовВз-Назиовщь) + Н=0 (52) 
Можно направлеше а, 8», уз такъ выбрать, чтобы: 


о `В ва -- вл 605 Вы - авы 608: =50 
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Въ этомь случаВ уравнене (52) едфлается: 


№2 -- 22 (46084 -- ал 608 В, | аз 08) 8) 
-- 22 (4 603 -|- ааа 608 В | азз 60813) Н=0 


Можеть случитьея, что коэфищенть при х равенъ также нулю, въ этомъ 
случа уравнене (53) будеть: 


№22 22 (914 603 3 | ан 08 Вз -|- да 08-3) И = 


Неренося координаты параллельно еамимъ себЪ, уравнешямъ (52) и (53), 
можно дать фориу: 


8-2 (а, сова, -|- а вов В, -[- ааа 608) = 0 {54) 
а К-0 (55) 


Первое есть параболичеека цилиндрь, & второе дв параллельных илое- 
кости. К есть постоянная величина. 

Въ первомъ случа одна изъ даметральныхь плоскостей, сопряжен- 
вая направленно &,8,\ находится на безконечности, а сопряженная 
направлен 95,8,» неопредфленная. Во второмъ случаЪ ипервыя деЪ 
даметральныя плоскости неопредвленны, а послЖдняя есть геометрическое 
иЪсто дентровь иоверхности. 

Но когда два корня уравневя (17) равны нулю, то имфемъ: 


аз 21223 913933 
о Я = 93 7 
@2з @з аз 
Подставлия эти выраженя въ уравненя (12) найдемь, что оиВ слива- 
ютея въ одно: 


@обз сова - оу зазз 608 В |- @лзшоз 6087 == 0 
СлЪфдовательно есть безчисленное нножество главныхь направлений, со0т- 
вЪтетвующихъ корнямъь равнымъ пулю въ соприженной направленю 
9з, В, 4з даметральной плоскости, 
Это и в поверхности, которыл представляегь уравнене второй 
степени нежлу тремя координатами. 
Если бы мы имыфли въ одно время: 


виз + аа | 3 ==0 
таз -- @лазз + @зазз — оз — Ч з-д == 0 


2, 2 = 
боль - азиз бзмба — @цаззана — Залива = 0 
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то три корня уравненя (17) равны нулю. Возвысимъ первое изъ этихъ 
уравнешй зъ квадрать и складывая ео вторымъ, умноживЪ его сначала 
на 2, вайдемъ: 


а? аз -- абв -- або -- 299.3 -- 29 = 


что можеть быть только тотда, когда: 


аи =0 , ав=0 , @а=0 , а2=0 , аз=0 , ав=0 


но въ этомъ случав уравнене поверхностн не будетъ второй степени. 
СлЬдовательно невозможно, чтобы три корня №, №, № были въ одно время 
равны нулю. Изъ этого заключаемъ, что въ поверхности втораго порядка, 
существуеть, покрайней иЪрЪ, хоть одна даметральная плоскость въ ко- 
нечяомъ разстоян!и, 


Поверхности вращени. 


$ 557. Поверхность вращеня, около извёстной прямой называемой 
осью вращешл, есть такая поверхность, которой пересёчене съ плоскостью 
перпендикулярной къ оеи вращенйя есть всегда кругъ, коего дентръ на- 
ходится на оси. 

Если уравнене второй степени, выраженное въ пряноугольныхь 
координатахь, можеть быть преобразовано въ форму: 


алла -|- озу? -- ааа? - 2х -- Зану + ана | ви =0 (56) 


въ когорой два коэфищента при перенфнныхь въ квадрат» раввы, то это 
есть поверхность‘ вратеня. Пусть напримЪръ: | ==... Полагая 2=} 
пересфкаемъ поверхность плоскостью периендикуларною въ оси Я и про- 
экщя этого пересфченя на плоскоети (ХУ) будеть: 


ал (уе 22) + 2аце + Зану + дай? -- За - ви ==0 (57) 
Очевидно, что это есть кругь, коего координаты центра 


4. _ 
, 
“1 и 


независять оть № слФдовательно поресБчен!я поверхности съ плоскостью, 
которая перемфщается параллельно плоскости (ХУ), суть круги, коихъ 
центры находятея на пряной параллельной оси Я и ое координаты 


; [2 
точвя пересфченя съ плоскостью (ХУ), вуть:— 1% * . Слфдователь- 
р а, д 


= 
во ось врашешя поверхности есть эта прямая, 


590 ГЛАВА ххху.-ПРИВИД. ПОВАРХИ, РТОР. ПОГ, КЪ КАПОНИЧ. ФОРМ, 


Обратно, если общее уразнене второй етелени представляеть по-> 
верхность вращения, то ему можно дать форму (56). Въ самомъ дЪль, 
возьменъ за ось Й прямую параллельную оси вращеня, в за хругя дэ 
оси периендикулярныя прямыя. Пусть въ этомъ предположени уравнеще 
поверхности будетъ: 


212-| аозу? Рае" Зал ату- 20 зтя-|- Заззуа-Н 20 ат-- Зану- 2аца-На==0 


Проэкц!я кривой пересфчешя этой поверхности съ плоскоетью 2==# па 
плоекости (ХУ) будеть: 


вай Розу? 2 ажу-Н2 аз ве-2аову- ааа За - Нац! --ац2=0, 
чтобы это уравнеше пре детавляло кругъ необходимо: 
аи = 8, з=0 


Если & будеть перенфнное, то предъидущее уразневме должно предотав- 
лять круги, коихъ центры находятся на одной и той-же. прямой; во ко- 
ординаты центра вуть: 

аз ба раы, 


, 
“пт т 


Олфдовательно мы должны имфть а:=0, аз =0. Таким образбмь въ 
уравнени нфть членовъь ху, ул, 22, & коэфищенты при 2?.и у? рапны, 
слдовательно оно имфеть форму {57). 

8 558. Мы видфли, что уравнене поверхности. втораго порядка... 
отнесенное къ прямоугольной систенф координатъ:, 


ви 2? -- @зз у? -| аз 2? -|- 
+ 2азму--2азае-- Зазвуя-- Зах +2ану--2ана-а == 0 (58) 


подстановлещями вмфето х,у,2 выражен: 


д вова: -- усова» -- 26086, 
дев й -}-- ус0з Вы -- 2605 (59) 
2 сов, -|- у 2084» -- 2 60813 


тд ,В, ТП; бо, Ва, а; оз, в, 18 Суть направлен!я. елавныхь осей; преобрам. 
зуетея въ: 


у 24-1 Зану | ана Рац =0. (60) 
гл 11, №, суть корни уравнешя (16). 


ТЛАВА ХХХУ,- ПРИВЕД. ПОВЕРХН. ВТОР. ПОР. КЪ КАНОНИЧ. ФОРМ. 591 


Если теперь корни № и № будуть равны, то уравнеше (60) будеть 
иредетанлать позерхность вращетя, какъ мы показали въ $ 557. 


Но если уравнене (16) иифеть двойной корень, то имфемъ (30): 


ап Физ аз 1223 аз 213 @33 (61) 
9 аз 3 

слфдовательно это есть услове, необходимое и достаточное, чтобы урав- 

нея!е (58) предетавляло поверхность. вращеня. Мы видЪфли ($ 557), что 

одинъ изъ двухъ равныхъ корней, напримфръ, №, равенъ выражен!ямъ (61), 

слфдовательно инфемъ: 


@з Ч 3 баз бз @23 
ап =, А = ‚ п = 38 (60 
0 , @— № . 33 — М ан (62) 


подставляя эти выражен!я въ уравнен!я (13), вайдемъ, что эти три урав- 
нея:я тождественны: 


во биз с05 0 - во 0 603 8 -- из @2з 6081 =0 . (63) 


Откуда видикъ, что глазныхь направлен, еоотвтствующихь двойному 
корню, веть безчисленяое иножеетво и вс» ой, очевидно находятея въ 
плоскости: 
аз @з 2 -+- бла зу зав # =0 (64) 
или: . 
2 # 
У 0 (65) 
@3 Я  @р 
Ве эти направлены перпеидикулярны къ направленю @», Ва, \з опред#- 
ленному третьимъ корнемъ а. 
Сопряженная направлению ол, а,» Даметральная“ плоскость, какъ 
мы видЪли есть (34): 


№ (тео + 088; - #60513) + а асоваз @24с08в5 - ввасояв = (66) 


которая едфлается, если вмфето сова», соз Ву, 60813 подетавинъ выраже- 
ия (23): 


№ (алая -- залу -- @избьвя) - зая + озаззан -- база == 0 (67) 


или: 


ии о 8 


биз 98 ба ба 
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слфдовательно оеь вращеня будеть перпевдикулярна къ этой плоскоети. 
Еели поверхность будетъ центральная, то координаты центра удовлетво- 
ряютъ уравнеялыт: 


в: -- взу  азе- а4==0 
` вла - ау аа Раз =0 
аз - аззу Е азай + ак 
подставляя вмфсто @з1, @ро, @зз ИХЪ выраженя (62), найдемъ: 
азвл ат - алзалзу -|- 1 збозе | аз ме Ра) =0 
аропузя -- арзазву + @изйлза | аз Оу -- ал) =0 (69) 
взбуья Е аоазау -|- @азазае Г аз (№2 | а} = 0 


Слфдовательно координаты центра удовлетворяють уравнентяыт: 
азз (2 -- 4) = аз му -- ан) = аз (ая - аз) (70) 


которыя представляютъ прямую, проходящую черезь центръ и перпенди- 

куляркую къ даметральной плоекости, сопряженной направлен я оз, Вз, Та. 

Услошя (61) невозможны, если какой-нибудь изъ коэфищентовъ а1з, 

б1з, @з равенъ нулю, но еели два изъ этихъ коэфищентовъь равны нулю, 
наприн$ръ #1. =0, из ==0, то уравненю (15) едЪлается: 

(аи — № { (@в— № (@з — №) — а?) =0 (71) 


Одинъ изъ корией этаго уравнешя есть в: и если онъ удовлетворить и 


уравнен!е: 
(ав — №) (ав — № — Я = (172) 


то онъ будеть двойной корень; поверхность будеть поверхностью враще- 
ня, если при услошяхь а1:==0, из==0 имфемъ: 
ав = (1, — аа2) (ви — 9) 


Второй корень квадратнаго уравневл (72) будеть: 


Яуза -- аз3 —@1 


подставляя его въ уравневм (12), найдемъ уравнены для опредъленя 
направленя оси вращен!я: 
воз В с081 
608& =0 = 0 
’ алан 93 
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$ 559. Еели поверхность будеть полерхлостью вращеня, то всякая 
плоскость перпендикулярная къ оси врещешя, пересфкаеть ее по кругу. 
Если въ круг проведемъ, какую-нибудь хорду, то плоскость, проходящая 
черезъ ось вращеня и середину хорды, пернендикулярна къ хорлф, елё- 
довательно каждую плоскость, проходящую черезъ.ось вращеня, можно 
разсматривать, какъ злавную. Это замфчаню сейчасъ даетъ услове (61). 
Въ самомъ дфлЬ, выражая, что уравненл (13) $ 546 тождественны, такъ 
какъ есть безконечное Число злавныхь направлен, будемъ инзть: 


и ба _ 3 ап —® 2 @13 
ба ав —\ аз ' @з @8 ав —А 
откуда: 
аз 12423 @13@23 
а —^ ‚› ба А = М, ава 
. 23 “3 в 
исключая Х, найдемъ условя (61): 
@12а @ за. @ 30: 
а а 0123 и баз 
@23 @з 12 


$ 560. Такъ какъ кубическое уравнене (16) $ 546 имфетъ веегда 
три корня дЪйествительные, то можно судить о род поверхности по зна- 
камъ его членовъ, 

1. Если вс члены въ уравнешя положительны, то всё его корни 
будуть отрицательны, если же знаки идуть по перемфино, то веб его 
хорни будуть положительные (теорема Декарта), Въ обоихъ случаялхЪ по- 
верхность будетъ или дёйствительный или мнимый эллинсоцдь, 


2. Есди знаки расположены ‘не въ вышесказанномъ порядкв, то 
каждой перемфн соотвфтетвуеть положительный корень, а каждому пов- 
тореню знаковъ-—отрицательный. Сл®довательно въ этомъ случа поверх- 
ноеть будеть одинЪ изъ мимерболоидовъ. 

3. Если вЪ квадратномь уравнении, въ которое обращается кубиче- 
свое, зъ ненифющихь центра поверхностях, знаки членовъ одинвковы 
или идуть поперемфнно, то поверхноеть будеть, въ нервомъ сдучаЪ пара- 
болоидь эзлиптическй, а ко второмъ параболоидь зиперболичеенй. 

4. Для цилиндрическаю пораболоида кубическое уравнеше обра- 
зцается въ уравнеше первой степени, текъ какъ два его корня равны 
нулю. 

Пр. 1. Какая поверхность представляется уравнешемт: 


Тая бу бий —4ау — 42 —6=0 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 38 
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Соотвфиетвующее кубическое уравнене будеть: 
2: — 182+ 9 --162=0 


Знаки идуть поперемфнно, слёдовалельно это одняъ-нзъ элаиисовдовт. Корни этого 


авцешя суть: 
т ы №=3, №=6, №=9 


Преобралованное уравнеше будетъ; 
Зи буи = 6 
2-29? -|- 3 =9 


пли: 


эалнисоидт, коего осн суть: 


а=У8 , 6=1 , с= 


Пр. 2, Какую поверхность предетавляеть уравнене: 
1127 4 109°- 622 — 12лу  4ё — 8уг — 12 =0 
СоотьЁфтетвующее кубическое уравнеше будеть: 
м1 - 180) —84=0 
По знакамъ это одннЪ изъ оллипсондовъ, Коран этого уравненя суть: 
№ж=3, №=6 , №=18 


Преобразованное уравнене: 
аа 
эялииеондъ. 


Пр. 3. Какую поверхность представляетт, уравнеше: 
1? -— 13" 627 {- 24ту — 122 -- 12уг + 84 —=0 
`Кубическое уравневе будеть: 
№ — 343) — 2058 =0 
Корни этого уравиев!я суть: 
№=-7 ‚ №=-Н , №=+а 


Преобразованное уравненйе: 
аду? — Зи 519 


Это будеть однополый или двунолый гицерболондъ, емотря по знаку второй части. 
Пр. 4. Евкую поверхность представляеть уравнен: 
. ру аи бу ве и 80 
Кубическое уравнене будетъ: 
№ — 92—84 +20 =0 


Въ этоиъ уравнеши два корня ‘положительные и одинт отрицательный, сяфдова- 
тельно это одннъ изъ гиперболондовъ, 
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Пр. 5. Какую поверхность представляеть уравяеще: 
бий у ту бла 20 4+6 —8=0 
Кубическое уравненю будеть: 


| 9-м мА =0 
пли; 


фм) =0 


Одинъ изъ корнсй равенъ нулю, сл®довательно это одинъ изъ параболондовъ. По 
знакамъ ниадратнаго уравневя — эт параболондь гниерболичесый. Корин кубиче- 
скаго уравненя суть: 

№=0 , №=7, №=-2 


Преобразованное уравнене понерхности есть 


Та? — у? = 


у“ 


$ 561. Воть еще одно доказательство дфйствительностт корней кубическаго 
уравнен!я (16) 8 646. Пусть два его корня будуть: 


№=%4ыЫ , МЕНМ-Ы 
трет веегда дфйствительный. 


Уравнен!я (12) $ 546 далутъ, очевидно, для коенвусоят, углов глазныхт на- 
празлен Я, выраженя формы: 


сна, = и + , св =Нфой , муар 
2 = фз, фам, 609, р, — 9 
Но вт этомъ случа услове: 


208, сова; + со В, созВ; + сов 1; ‹08 = 0 
обращается въ: 
ау фо ры Ро =0 


я это возможно только при услов: 
и=0 , %=0 , %=0 , 9 =0 , р=0 , &=0 
Но при этом значени нельзя удовлетворить уравненйе: 
сов? а, + сов? В, -[ сов, =1 


Сльдовалельно невозможно, чтобы кубическое уравнеше имфло мнимые корни, 


38* 
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ГЛАВА ХХХУ1. 
Свойства центральныхь поверхностей. 


$ 562. Теперь остается изслбдовать отдфльно свойства каждой изъ 
центральныхь поверхностей и поверхностей нениЪющихи, центра. Мы ви- 
двли, что ураввен!я всЪхъ центральныхь поверхностей приводятся къ 
фори: 
Ба ру ый = Н 


Если Н есть величина постозинан, а коэфищенты № 1,652, аз будуть 
веЪ три положительные или отрицательные, то поверхноеть будетъ, въ этом 
случаЪ, эллиясоидь дъйствительный, & во второмъ эллиисондь мнамый. 

Если два изъ коэфищентовь Бы, а, ваз, каве бы то нибыло, 6у- 
дутъ положительные, а одинъ отрицательный, то поверхность будетъ одно- 
полый утерболоидъ. 

Если один изъ коэфищентовь Б,:, В», №, какой-бы то нибыло, бу- 
деть положительный, а два отрицательные, то это будеть двуполый ти 
перболоидь. 


Эллипсоид. 


$ 563. Въ 8 553 мы дали уравнению эллипеоила слфдующую форму: 


2 шт ош. 
Ня? в) 

или: 
Федя | айсзу | аа = ас (2) 


Полагая въ уразнени (1): 


Фиг, 162. найдем: 
И 
р: Еа @ ‚, УВ ‚а с 


Это суть точки Аи 4’, Ви В, Сиб’, въ 
- которых координатныя оси Х, У, Я (фиг.162) 
ветрёчають поверхность. 
Эти точки называются вершинами эллип- 
соида, при чемь 2а = АА’ называется боль- 
шею овъЮ, 2 == ВВ— среднею, а 9 == 00'—малою, ввли а >> е. 
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$ 564, Если вмфето коордиватъ 2, у, 5 подетавимь въ уравкен (1): 
&4=1р608% ‚, у==0608В , 2=р603т 


то найдемъ, заифчан, что: 


6052 - 0328 -- 60924 =1 


ел%дующее; 
1 1 
$ ры 2, 
+ - в) 9 (5 в) (3) 
; ДЕ. 1 
Такъ какъ, по условно, «> >е, то р > РАВ > Ра елЪловалельно два 


поелфдне члена второй части уравненя (3) еуть веегда положительные, 
а вторая его часть будеть найменымая, когда: 


6088 =0 и 6031=0 


т.е. когда направлен радруса вектора р совпадаеть съ осью Х. Но, 
когда вторая чаеть будеть найменьшая, то р==а будетъь найбольшее, слф- 
довательно вершины А х А’ эллиисоида суть самыл отдаленныя точки 
оть начала координать или оть центра. Легко показать, что С н С" будуть 
оаныя ближайшя точки оть центра поверхности. 

$ 565. Если въ уравненуи (1) сдБлаемъ, послфдовательно, 2=0, у==0, 
4=0, то найдемь пересфчешя поверхности съ координатными влоскос- 
тяни ХУ, ХХ, УХ 


(4) 


‘ вра= 


это суть эллишен, проходяиие черезъ вершины эллипсоида. Иолагая въ 
уравнеши (1) 2==а, найдемъ: 


или: 
(5) 


Слъдовательно пересфчене эллипеоида съ плоскостью === есть эллипоъ, 


ъоего оси суты 
в г 
“у! а ' "И ® 
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Пока а < с эллицеъ будеть дфйствительный, его оси будуть уменьшаться, 
во м рф возраетаяя а отъ нуля до с. Въ вершин эллинеъ обращается въ 
нуль, а затЪмъ для веЪхь значен# «>> с будетъ мнимый. Поверхность 
не распространяется дальше вершины С. Точно таве-же результаты по- 
лучимъ, пересекая эллинсоидъ плоскостями параллельными нлоскостямъ 
Хё и У. 


Найдемъ теперь пересфчене, какой-нибудь, плоскости: 
а=ах у --т (т) 


съ поверхностью. Подставимъ вифето х въ уравнене (1) его выраженю 
{7), то найдемъ: 


у, (бет 
а ыы 
Составачя выражен 42. . — ола» {$ 238), найдемъ: 
с? 2 1 ' 
(баны) 9 


величина веегда отрицательная, слдовательно уравнене (3) предетавляеть 
эллицсъ на плоскости ХУ, кавю бы нибыли коэфищенты а, В,у. Но этоть 
эллипеъ ееть проэкщя кривой пересфчешя плоскости (7) съ поверхностью 
(1), которая, очевидно, будеть также эллинеъ. Слфдовательно нерееЗчене 
всякой плоекоети еъ эллипсоидомъ есть эллипеъ. Откуда заключаемъ, что 
эллинсоидь ееть замкнутая поверхность. 


Занфтимьъ, что эллинеы, полученные отъ пересфчен!я поверхности 
параллельными плоскостями, подобны, такъ какъ члены второй «тенени 
въ уравнени (8) не зависять отъ 1, съ изифневемъ которако плоскость 
{7} переносится параллельно самой себЪ. Это свойство принадлежить 
вефмъ поверхностямъ втораго порядка. 


$ 566. Аруювыя сьчемя. Пересфчемтъ эллипеондь плоскостью, про- 
ходящей по средней оси Ь. Еели эта плоскость совпадеть съ плоскостью 
ХУ, то оси эллинов будуть аи В, а ебли плоскоеть совиадаеть съ плос- 
костью УХ, то оби эллииеа будуть Ви с. Ось $ остается постоянною, & 
другая будеть изыфняться съ наклоненюмъ нлоскоети сЪченя отЪ с ло а, 
слфловательно есть такое положеше сзкущей плоскости, при которомъ 
другая ось оллииса будеть равна 6, а если обЪ оси въ эалипев равны, 
то онъ будеть кругомъ. 

Итакъ видимъ, что есть такое положене офзкушей плоскости, при 
которомь пересфчеше ей съ оллиисоидомъ есть кругьь Если есть хоть од» 


ТЛАВА хХхУ1,-— СВОЙСТВА ЦЕВТРАЛЬНЫХЬ ПОВЕРХНОСТЕЙ, 599 


но положене сфкущей илоскости, которое даетъ круг, то перееБчени 
вефхъ плоскостей, параллельных этому направлен!ю илоскости, съ поверх- 
ностью, будуть круги, такъь какъ выше замфтили, что воЪ ефчешя 
параллельными влоскостями подобны. 

Убдившиеь въ этомъ, пересфчемъ эллинсоидх плоехостью, проходя- 
щей черезь ето центрь и положимъ, что это сфчеше есть кругь, коего 
радуеъ назовемъ г. Этоть кругь будетъ ваходиться на шар, коего центрь 
ваходитоея въ началЪ координать, а уравненше есть: 


дул 


. ИЛИ: 


1 
ние 


Это есть уравнене поверхноети, проходящей черезъ пересфчене эллип- 
соида съ шаромъ, а какъ оно однородное и этораго порядка, то это ко- 
нусъ, коего вершина находится зЪъ центрь. Чтобы эллицеоидь и шаръ 
инфли пересфчененъ кругь, необходимо, чтобы конусъ (10) преобразовал- 
ся въ двф плоскости, проходящия черезъ начало, а это требуетъ, чтобы 
одинъ изъ членовь уравневя конуса (10) исчезь. Одишь изъ членовъ 
исчезнеть если положимь и==0, г==Ь, г==с; при этихь положешяхъ 
уравненн конусовь сдфлаютен: 


ао 


полагая «>> с первое п третее уравненя предетавляють мвимыл 
плоскости, а второе преобразуется въ форму: 


И аз) 


которая предотавлиеть двф плоскости, ироходнния во ередней оси по- 
верхности, . 
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Если озназинъ черезъ ф наклонене этихъ плоскостей въ плоскости 
ХУ, то будемъ имфты: 


08 ф 


® елЪдовательно: 
Шр===— . {14) 


Изъ этого видимъ, что въ элливесидВ есть два ряда сЪчешй, дающихь 
кругъ. Плоекостн сфченй параллельны средней оси 6 н наклонены къ 
плоскости ХУ нодь углами (14). 

Когда плоскости круговыхъ сфченй, будуть переноситься, отхаднясь 
оть центра, параллельно самнмъ себф, то круги будуть дфлаться все мень- 
ше и меньше, наконец, когда плосьости сфченй коснутся поверхности, 
то круги обращаются въ точки, которыя называются хрумячками зллия- 
соида или омбиликами (ошБШе, рошё опбЙеа]); такихь круглячковъ на 
поверхности эллипсоида четыре, Координаты отихъ точекъ легко найти, 


Легко видфть, что круглячекъ будегь находитьен на, эялипе$: 


(15) 


въ конц даметра, сопряженнаго даметру равному $ въ эллицев (15). 
Но мы знаенъ, что: 


откуда: 


з. — |. 
я=-о = 5. ‚ у=о , (16) 
и —е 
суть коордияаты четырехъ крутлячковъ. 
$ 567. Если въ уравиеше (1} эллииесида и ==, то оно едфлаетен: 


у 


а 


с 


изъ котораго зидимь, что веЪ плоскости перпендикулярныя къ 0ви Й 
зересфкаютъ поверхность но кругамъ, слфдовательно поверхность есть 
эллипсоидь вращена около оси 2. 


Если: 


а=ф= 
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то эллипеоидь будеть шары: 
ау а? 


Если «= или корень уравневя (16) $ 546, №» =0, то эллипеоидь об- 
ращаетея въ эллиптичесый цилиндр 


2 
а 


Наконець, если и другой коревь \, =0, то будемъ имЪть двф плоскости: 
#=-а 


$ 568. Коордизаты точекъ поверхности элаипсоида заключевы въ 
предёзахь Ба, = 5, = 


Поэтому можно положить: 
&4=4.008а ‚ у=.608 , 4=6.005{ 
подстаняяя въ уравнене (1) найлемъ, что: 
60525 —|- 60538 -|- 6058; =1 


откуда видимъ, что а, 8,1 суть углы, которые составляеть съ координат- 
ными осями прямая, проходящая черезь начало, къ нифкоторой точк® но- 
перхпости. Каждой тозкф поверхности соотьфтотвуеть прямая (я,8,т) и 
обратно. Въ вершия® А, 14$ х=а, у==0, 2==0 имфемы 


с&=1 , 608=0 , 6081=0 


елфдовалельно прямая направляется по оси Х, Но это исключительвый 
случай, въ которомъ прямая проходить черезъ соотвфтетвенную точку 
на поверхноети. 


Еелн черезь центрь проведемь двф перпендикулярных прямых 
(=, В.Т), а", В.Т), то: 
608 а’ сова” -- с058' воз В" -|- сов’ 6081" =0 (17) 


а соотвтетвующия точки (2112;), (23 У #2) удовлетворяють уравнеше: 


прорыиы 9 


Обратно, если координаты двухъ точекъ на поверхности удовлетворяють 
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уравнеше (18), то соотвфтетвуюние узлы будуть удовлетворять уравне- 
и (17). Длина даметра, проходящаго черезь точку (мил), будегыь 


= + у, -- 2, = 968! -- Бон?" - сео 


о, Ви т называются умовыми координатами. 

$ 569. Ансательная плоскость. Въ 8 514, (36) мы нашли уравнене 
хасательной плоскости къ поверхности втораго порядка Г=0 въ точкь 
(ул): 


ед оф е-ю о (из) 
откуда для эалипсоида инфемь: 
а (30) 
тАЪ: 
я м2 а (1) 


Если точка (мил) не удовлетвореть уравнене (21), т. е. если она нахо- 
дитен вв или внутри поверхности, то (20) будеть уравненше полярной 
илоекости, коей полюсъ веть точка (22). 

Въ угловыхь воординатахь уравнене (20) сдфлаетел: 


Е (У 2 , 
у = 2 
903-058 6037 1 (22) 


Означинъ черезь р мерпендикуляръ, опущенный изъ начала координать 
на касательную плоскость (20). Пусть х,8,т будуть углы, которые р ‹0- 
ставллеть съ осями Х, У, Я, то уравнеше касательной плоскости можно 
написать такЪ: . 
сова -- усоз В -|- 26051 = р (23) 


Сравнивая съ (20) и (22), вайдемъ: 


2 0088 и _ 0038 2 _ 6081 ру 
р Г. . В р > в Г. 24) 
6080’ __ 6054 6088’ со5В 605" _ 60517 (25) 
а ф ” © ' се В 
откуда найлемъ: 
1. м, 2 1 со" 60528’, озу 
2 я + + с ге м +- ру + 7] (26) 
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Предложеще. Ееди изъ центра эллипсоида опустимъ пернендикуляры 
за три перпендикуляркыя между собою васательныя плоскости въ по- 
верхноети, то сумма квадратовъ этихъ перпендикуляровь будеть величина 
постоянная, 


Доказительство. Пусть м, В, 1; ба, Ва, 12; @з, В, 7 булутъ ваправ- 
леня трехъ пернендикуляровъ 2, 2», рз, то будемъ имфть (24); 


2 = 976032, | Весь, -- сео, 
273 == 676083, -- 9200898, -- воз? 
р? == а?еов?оз -- 660378, -- с2со8? уз 


складывая и замфчал, что: 


сова -{- сов?из -|- соз2аз == 1 
найдемъ; 


вр = (21) 


Ольдетье. Отсюда елфлуеть, что геометрическое мфето вершинъ 
прямоугольнаго треграннаго угла, описаннаго около элливеонда, есть 
шарь, коего ращусь еть Иа-Иа. 

$ 570. Нормальная линёя. Периендикуляръ въ касательной плоскости 


въ точкф касавя называется нормалью къ поверхноети. Его уравненя 
суть ($ 515): 


м уи ета. (28) 
= у ы 
а? Г Е 
или: 
а в ры 
О И 29 
(& 5), фе У @ =) > (29) 


Задама. Сколько можно провееть нормальныхь лин къ эллипсоиду 
черезъ данную точку выф его? 

Рьшене. Мусть координаты данной точки будутъ з’, у’, г”. Черезъ точку 
{7у7) проведемъь нормаль къ поверхности, пусть ея точка вотрёчи съ 
поверхностью будеть (2121). 

Координаты 2, у, и! будуть удовлетворять уравневйя: 


2 в 2 
‚эти-та (80) 
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Пуеть: 
м диф 

я Гл а 

а? - ро 2 
откуда, найдемъ: 

__  @х _ бу 
Я у ой ИЕ ‘ 


подставляя эти выраженя ВЪ уравнене эллипеоида, найденъ: 


622" 


ео: 


Сы 


аи 


ру? 


5 


или; 


р-он оды — 
—в (22 + 2)? (с? + #} уз — 6? (2 + 2 ($2 + $228 —0 


(31) 


(32) 


Это уравнеше шестой степени относительно Ё, оно всегда имфетъ два дЪй- 
отвительные корня, такъ кавъ, полалая послбдовательно & == — со, — а?, 


-+ <, получимъ результаты: 


+-+ 


Переноея начало координать въ точку (2'у’’), назовемъ новын коорди- 
ваты точки (я у2) черезъ и,о,ю, то уравнешя нормали сдфлаются (28): 


% — ?_ _ # 
ви оу и 
а? РО Р- 


откуда получимъ: 


в (о-Ну)_ (и и (6-2) _ ви =) 9 (#--2') _ № (е-Ру} 
Гони” ’ в ы 6 Го 

или: 

(7 — Мю = Ро — Фуц 

(67 — в?) ие ри сти 

` (2 — #ио = бур 
Умножая эти уравненя на 2’, у’, х'’ и складывая, найдемъ: 
(бп) уе бит Ы— В ш=о 
или: 
диет — ЮВ зу-=0 (33) 
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а это есть конус (84) 8 535. Слфдовательно черезъ данную точку веЪ 
эллипсоида можно провесть шесть нормальныхъь дни къ новерхноети, 
изъ коихъ двф пеегда дЪйствительны; псЪ шесть иормальныя лини ле- 
жать ив поверхности конуса, коего вершина находится въ данной точ- 
5, у, 

$ 571, Дфаметральная плоскость. Если черезь я,В,т означимъ нап- 
равлене прямой, проходящей черезь центръ эллипеоида, то уравненше 
даметральной, сопряженной этому направлению, плоскости будетъ: 


& # 
25 сова - № о - рву 0 (89) 


Пусть м и,2, будуть координаты точки встрёчи прямой (х81) съ поверх- 
ностью, то: 


я о а (35) 


откуда уравнеше (34) слфлается: 
я 86) 


Это уравнене плоскости параллельной касательной плоскости въ точк 
(ия). Слфдовательно даметральвая плоскость, сопряженная направле- 
нНо, соединяющему центрь съ точкою касашя, параллельна касательной 


плоскости. 
ели черезь р, означимъ полудаметрь, проходяний черезь точку 
(пи), то будемь имфть 


2 = 6089 , Мей , А =р608 1: 


тд а,,В,'и есть направлен! р. Подставляя эти выраженя въ уравневе 
эллинеоида будень имфть: 


1 а ов во и 

т 
я ® г (87) 
Возьмень еще два полуаметра р» И рз и положимъ, что ру,р».рв, пер- 
нендикулярны между собою. Пусть направлен!я р» и рз будуть: о, Вь, 12; 
аз, Ва, в, то будемъь иифть также слфдующее: 


1 зы ее 605? 
= = 2% ыы 


ра 
(88) 

к. © ть 6052 

5? 


1 = 
28 — 
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Складывая (37) и (38), найдемъ: 


1 1 1 1 1 1 
Га + Ре + 0 + я + 63 (89) 


Слфдовательно сумма квадратовь обратныхь величииъ трехъ перпендику- 
лярныхъ даметровъ есть величина постоянная. 


$ 572. Пусть За, З, 9, будуть длины трехъ сопряженныхь да- 
метровъ эллипсоида, т. е. такихъь даметревъ, каждый изъ которыхъ есть 
сопряженное направлене даметральной плоскости, проходящей черезъ 
два друме. 

Пусть ша), (2 у222), (23 уз #3) будуть точки встрфчи этихъ д- 
метревъ съ поверхностью. Если выразимъ, что даметральная плоскость: 


=. 2 


+ зв. += 0 
сопряженная первому даметру, заключаеть два друме, то будемь имЪть: 
т + 39. зи 221 —0 


6? 
(40) 


2х. а |. ие =. 


Точно Также, еслы даметральная плоскость сопряженная пторому д1аметру: 


Е 
я 
проходить черезь третйй, то: 


т 4+ 9%. зь. т —0 (41) 


Въ упловыхъ координатахь уравневя (40) и (41) сдфлаются: 


08 ау 608 ©; Е созВ соз Ву -|- 6081 608 ==0 
603% бов аз -|- 008 В, с08 Вз -[ сз“ 608-18 == 0 (42) 
608 а; воза; -- 03 Ва сов В; -- с08 та 608 а == 0 


такь что направления (х,8,\), соотвЪтетвующия (лида), (вуза) и (вуза), 
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трехъ сопряженныхь даметровъ, периендиктлярны между собою и мы бу- 
декъ имжть: 

во, --- 60578, + со =1 

в032а + с0578, + 60883 =1 

со5?аз - соя? | ео; =1 
а также и: 

воз? + сова, —|-- сов®аз == 1 

60528, -- сов?В; -|- ©0878: = 1 

возд + соз?уз - сов == № 


& 573. Въ 8 543 мы видфли, что веякая центральная поверхность 
будучи отнесена къ какому-нибудь полярному тетраздру, коего одна изъ 
граней находится на безконечноети, имфетъ форму: 


А- В’ бА=Н 

или: 

5? У? 2? 

Ут у 

о, Тя 
Слфдовательно уравнене поверхности имфетъь такую-же форму, только 
координатныя оси не перпендикулярны между собою. Ведичины 2и:, 2,21, 
суть длины сопряженныхь даметровъ. 


Если в, ®, в суть длины сопряженных полудаметровъ, то имфемь: 


ай, = а?еовй | 26088, | сов, 
ФА == а/совЯ о» | 62ео3Явь -- сй003? 
68 = а2005да» + БЯеов? В —|- с7со5 а 


складывая, найдемъ: 
а и +& = -НИ-е 


тавъ кожъ направленя а, В, `71; аз, в, 7; @з, в," перпендивуларны между 
собою {$ 550). Олёдовательно сумма квадратовъ трехъ сопряженныхь да- 
метровь равна сумиЪ квадратовъ осей поверхности, 


$ 514. Предложеще. Объемъ параллелепипеда, построеннаго на трехъ 
сопряженныхь даметрахь, равенъ объему параллелепипеда, построеннаго 
на осяхъ. 

Доказательство. Въ самомъ дЬлф, параллелепинедь, построенный на 
дюметрахь и, ,@ равенъ шесть разъ взатой треугольной пирамидЪ, по- 
строенный на тфхъ-же даметрахъ, ` 


608 ГЛАВА ХХХУТ,- СВОЙСТВА ЦЕНТРАЛЬНЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 
Сл®довательно объемъ 7 параллелепипеда будет: 
м и а [сов со с0571 | 
Ул № |= 6030) соз 6081 | — ав 
2 в д ©0808 со: 60313 


такъ какъ опредфлитель, составленный изъ косинуеовъ угловъ равенъ 
единицф. 
$ 575. Если три сопраженные даметра равны, то должны имфть: 


608 01 соваз -Ё с08 В, с08 Ва -- 6084; 60813 =0 ,‚ 03а, -- сов, - сов? ==1 
608 04 608 а -- с03 В, 603 Вз -- 08 60813 =0 , 6032, -{- 0978, +- с0325 ==1 


605 02 605 оз -|- 05 вх с08 Вз -|- 608% 608-78 == 0 , 6082; + с05?в%% - сов ==1 


и: 
аЯсов?а, | 520058, -- 676082. == а?сов?и» -{- БЯсов?вВ, -- с7с05?, = 
— 23с08аз Е 5200328: + со? 
Восемь уравнейй между девятью неизвестными, слФдовательно есть без- 


чиеленное множество разныхь сопряженныхь даметровъ. Пусть длина од- 
кого изъ нихь есть т, то будемъь имфть: 


ай = 960870, -- 6960828, + сео 

а. == а608?9х -- 62608285 -- сео, 

&%. = аз; + 52008: | с’сов?ь 
экладывая, найдемъ: 


307; = 


я -- <? 


Слфдовательно, концы сопряженныхь равкыхь даметровь находятся на 
нересёчеши эллипеоида съ шаромъ: 


пис чича 

$ 576. Задача, Найти оси эллинеа, пронсшедшато отъ` переефчен!я 
эллипсомда плоскостью, проходящей черезь центръ? 

Рышене. Пусть а,В,у будуть углы, которые перпендикуляръ, воз- 
втавленный изъ начала координать къ данной нлоскоети, составляеть съ 
координатными осями. Пусть р будеть длина этого пернендикуляра до пе- 
ресфченя съ поверхностью. Если черезъ в; и. означимъ оси искомаго 
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эллипса, то булемъ имфть (39) $ 571: 


деи + == ++ 


но: 
__ 60324 | 0578 | 03? 
Пао в? с? 
ел довательно: 
1,11 1 1 60а с05?8 087 
ег а+тита- я ся 
или: 
1 +1 —_ ЗИйа ‚31028, 0 
Го Гы Га 
Но ($569): 
1 в 60575. 6058 | 08? 
26 ея РОТ от аа? 
б 1 . 
лЬдовательно я и я суть ворни квадратнаго уравненя: 
11 (90а, 908, ыы о ‚6058 605 _ о 
я ве $1 $8 Таз? " а 
или: 


2%0872 |, 526088 › ©2088 
Г 


$577. Мы нашли уравнене касательной плоскости въ точи»* (2/2) 
ЕЪ ЗАлИПоОиДУ: 


22 
+ 1 1=0 


Координаты этой плоскости будуть: 


отвуда: 


‚ И=Ь , а=6% 


Такъ кавъ точка (уд) находится на поверхности эллинеоидв, то коор- 
динаты м, и,А должны удовлетворять уравкене: 


РЕ. 
0 Зыта = 
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Нодетивляя выраженя для и, и,@, найдем: 
аа ве - с =1 (43) 


Это уравнеше эллинесмдя въ плоекостныхъ координатахъ. 
Если &,, и суть координаты касательной плоскости къ эллинсоиду, 

то уравкене точки касая будетъ: 
а. 5 д-р 51 (44) 


Еели плоскоеть данная координатами &,%,,5 ие касается поверхностя, то 
уравнеше (44) будетъ, полюсъ этой плоскости, 


ФОднополый гиперболоядъ. 


$ 578. Когда два корня въ уравнеши (16) 8 546 положительные, 
то уравнеше поверхности имфетъ форму: 


(45) 


или: 
тела? -- а?е?у? — аз? — асе {46) 


Если въ уравнени (45} сдлаемъ, послёдовательно, #==0, у=0, х==0, 
то найдемъ пересвчене гиперболонда съ илоскостаяни ХУ, ХЯ, УХ 


р 2 п РВ: 
яты=! , в-а= = 


изъ коихъ первое есть эллипсъ, а два послфдн!я— гиперболы. 
ДЪлал, поелфдовательно, въ уравнеши (45) у=0, #=0; х==0, #=0; 
&#=0, у=0, найдемъь координаты точекъ 


Фиг, 163. : 
пересфчетя осей съ поверхностью: 


=-а , у=-Ь , == 


Откуда видимъ, что ось Хи 06ь У ветрЪ- 
чаютъ поверхность, & ось Я ее не ветрфчаеть; 
мы будемъ предполатать, что « > В > с. Точки 
встрчи осей Х и У ев поверхностью обозна- 
ченвых черезъ 4, 4'; В, В (фиг. 163) назы- 
ВАЮТЬ вершинами зиперболоида. ОнЪ лежать 
въ вершинахъ эллипса: - 


2 у 
яты 


и 


который называется зорловымь эллиясоме, 
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Чтобы составить яеное иредотавлеше о форм этой повоерхности, 
пересфчемъ ве плоскостями параллельными плоскости ХУ. Для этого по- 
ложимъ 2==41, то найдемъ: 


или: 


9—1 (47) 


Олфдовательно проэкщя сфченя есть эллипеъ, коего оси суть: 


И: ‚ И т+Ё 


По мЁрБ удалевшя плоскости 2==5, какъ съ положительной стороны 
плоскости ХУ, такъ и еъ отрицательной, оси эллипса (47) возрастають 
неопредфленно, начиная съ горловаго эдлинез, который соотвЪтетвуетъ 
значеню 1=0. 

Пересфчемъ поверхность плоскостями параллельными плоскости ХА, 
полагая у==В. Кривая пересчешя будетъ: 


{48) 
или: 


(49) 


‘У: , ‘У :-8 {50) 


Начиная съ В=0 до В=ф оси гиперболы уменьшаются и при В==5 
‘уравнене (48) дЁлается: 


или: 


39* 
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дв прамыя. Слфдонательно пересчене плоскости у-=ЗЬ съ гипербо- 
лоидомь есть дБ прамыя лини. Изъ этого видимъ, что однополый ги- 
перболоидь есть такая поверхность, на которой помфщается и безконеч- 
ная прямая. 

Когда В еджлается больше 5, то квадраты осей (50) гиперболы пе- 
ремфнаяютъ знаки, Гиперболы поворачиваются, т, е. сдЪлаются сопряжен- 
ными гиперболамъ (49), и ихъ оси возрастаютъ неопредфленио. 

Тоже самое можно сказать и относительно пересфченя гиперболои- 
да еъ плоскостями х==. Плоскость «==0 даетъ гиперболу: 

ры 
РУ 


ЗатЪиъ, по мёрБ возрастаня о, оси гиперболь уменьшаются; при х= На 

типерболы обращаются въ двф прямыя, а когда & дЪлается больше а, то 

типерболы поворачиваются и ихъ оси возрастаютъ неопредфленно. 
Раземотримь тецер» пересфчене, какой-нибудь, плоскости: 


раз Е В +1 (51) 
съ поверхностью. Подставляя въ уравнене (45) выражен! для д, найденъ: 
3 з Ы 
д Е" 


а Гб с? 


развертызая и воставляя выражен 47. — ааа, найдемь его въ слЪдую- 
щей форм: 


0282 1 02/1 _ в" 1 
с? (> =) >) ата а ВА — ©) 


Изь этого выраженя видимъ, что пересфчене плоскости съ однополынъ 
гиперболоидомъ будетъ эллинеъ, если. 


ада -|- 852 — 2 < 0 
это пересфчене будеть гипербола, если: 


Ра? -|- $18 2 > 0 
и булегь парабола, если: 
ао? -|- 529 — 2—0 


Этому послёднему условно мы удовлетворимъ, если положимъ: 
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гдЬ ф есть веопредфленный уголь. Шодставляя въ (51) выражен для и 
м Ви дблая 1=0, будемъ имЪть; 

2 = Уз 

са 8? + $0? (52) 


Откуда заключаемъ, что пересфчеше гиперболоида съ нлоскостями парал- 
лельными плоскоети (52) будеть парабола. 

8579. Круювыя съчешя. ДЪавя разсужден!я относительно плоскости, 
проходящей по оси а, подобныя тфиъ, которыя намъ показали еущество- 
ване круговаго сёчещя въ эллипеондь, мы увидимъ, что и въ гипербо- 
лоидф есть такое - же м именно то, вотораго плоскость, преходящая по 
оси а будетъ такъ наклонена къ плоскости ХУ, что малая ось эдаинса 
пересфченя будеть равна а. 

Аналитическое выражене для круговыхъ сЪченй получится, выра- 
жая, что конуеъ: 


1 1 1 1 1 1 
(. =) 21 (> я) у? (> + =) #=0 
преобразуется вт, дв плоскости, Полагая, послёдовательно, х* = а*, #2 =568, 
7? == — с, найдемъ нлоскоети круговыхь офченй: 


1 1 1 1 
(ия (а) 0 


такъ какъ мы полагаемъ, что в >> с, то два послёдийя уравненёя пред- 
ставляють мнимых ндоскости, а первому можно дать форму: 


8 $. ас 

в ай 
илоскость параллельная оси Х. Изъ этого видимъ, что въ однонохомъ 
гиперболоидф есть дв системы плоскостей, дающихь вруговыя сфченя. 


$ 580. Десимиинотический конусь. Поверхность: 


2 р Г 


яя -° 
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есть аесимптотическй  конусъ; разстояе между нимъ и гиперболоидомъ 
уменьшается по мфрЬ удаленя отъ начала координать по поверхности. 
Это легко показать; вычтемь изъ уравненя гиперболонда: 


уравнен!е конуса: 


это даетъ: 


откуда: 


когда 2 будеть возрастать неопредфленно, то вторая часть будеть убы- 
вать неоиредфленно и на безконечности она слёлаетея равна нулю; слф- 
довательно { =, т. е. точки на конус» и гиперболоид® совиадуть. Оче- 
видно, что весь конуеъ находится внутри поверхности. 

Такъ вакъ воэфищенты въ обфихъ поверхностях равны, то ихЪ 
пересвченя плоскостью, будуть подобныя и концентричесня кривыя, 
Слфдовательно плоскость, пересвкающая конусъ по эллипсу, пересфчеть 
по эллипеу и гиперболоидь; пересекающая по гиперболф, пересфчеть по 
гиперболВ и гиперболондъ. Каеательная въ конуеу плоскость пересфкаетъ 
гиперболоидь по гиперболв. 

8 581. Замфтимъ еще, что поверхности выраженныя уравчен:ями: 


=1 


2? ры 2? 2 2 2? 

ат, ча 
иредставлаютъь туже поверхность, только мнимая ось въ первой направ- 
лена по оси У, а во второй по оси Х. Если въ уравнешм гиперболоида 
а==5, то уравнене: 


= 


уп 
в _@ 


предетавляеть гиперболоидь вращенья около оси 7. Если а или ® или с 
равны безконечности, то мы будемъ имфть цилиндрическя новерхности: 


уж т 2 у 


ва м ит! 


первых дв суть гиперболичесве цилиндры, а третяя эллиптический, 
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$ 582. Мы выше видфли, что на однополомъ гиперболоидь ием%- 
щаютея четыре вары пряныхъ лин, именно: пересфченя гиперболоида 
съ плоекостями: 
д=-а , уч-ыь 


Посмотримтъ есть-ли еще на гиперболоидь прямыя, кромф этихъ поелфд- 
нихЪ. Для этого попробуемь поифстить на немъ пряиую: 


до В , уже 8 


Подетавлия въ уравнене гиперболонда: 


эти выражена, найдем: 


(ет В? + 8 и. 8) 


# 
Чтобы это уравиене удовлетворалось независимо отъ 2, необходимо имфть: 


2 1 в 1% 8 5 
+в 6 о, но , вв 1-0 


Изь послёдняго видимъ, что точка переефчешя прямой съ плоскостью 
ХУ находитея на горловомъ эллипе%. 


Второе уравнене даеть: 


га ы 1. 
а ъ Че 85 
а $ = в мы Е 
В $ ты 
отвуда: 
8 ы 
= === %. 
В а 


Эти выраженя показываютъ, что существуеть дв системы прямыхъ ли- 
эй и только дв, которыя расположены по поверхности, ихъ уравнешя 
суть: 
@$ 28 
о я баВ ура 
(53) 


Ч ‚у = №4 
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Ви 8 уловлетноряють горловому эллииеу. Изъ этого видимъ, что на 
Фиг. 164. однополомъ  гиперболоидЪ существуеть 
безчисленное множество прямыхъ лиШй 
(фиг, 164). 
Если возьмемъ вспомогательный уголь 
ф и положнымъ; 


В—2008ф , В==ретф 


то уравненя (53) можно написать въ 
фориб: 


Съ помощью этихъ уравнёнй легко провфрить, что эти прямыя находятся 
ва поверхности гиперболоида; для этаго возвысимь въ квадратъ (1) и (2') 
х сложимт, то получимъ уравнене поверхности. 

Для краткости, прямыя на гиперболоидф, мы будемъ называть же- 
нератрисами; причину такого назван увидимъ ниже. 

Женоратрисамъ гиперболоида можно дать еще слёдующую форму. 
Напишемъ уравнене гипербодоида въ форм: 


откуда: 


зозьмемъ дв системы уравненй: 


ну -НЫЯ 
оз 


тд} и в суть произвольные параметры, которые опредфляють двф сне- 
темы прямыхъ лиий. Будучи перемножены, почленно, или уравнения (1"), 
или уравневя (2"), дедуть уравневше поверхности, 
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Если положимъ: 


А, 


ы == #2. Е 
ато , = ‚В с.’ В=1$ 


то уравненя (1”) н (2”} сдфлаются: 


0) дало, В-1В-о 


2) д-ь-о, Во 
а уравнене поверхности будетъ: 


А.В — 43 В =0 


$ 588. Черезь каждую точку на гиперболоидв проходять дв& жене- 
ратрисы, но различныхъ вистемъ. 


Пусть (диид) будетъь точка на поверхности; А, А‘, Ву, В» воот- 
вбтетвующия значеня 4, 4з, В, В». Для опредфленя Х и № мы будемъ 
имфть уравненя: 


1 
А— 4, =0 , В: — В =0 ‚ А-В 50, вил. 


съ усломнии: 


, ми А В 
АВ, = АВ или ав, (54) 
откуда: 
А В, ии А 
А, Вы т, 


во волфдетьми (54) оба Х и оба в. совнадають. Слфдовательно черезъ хаж- 
дую точву на поверхности гиперболоида проходить по одной прямой изь 
каждой системы. 

$ 584. Женератрисы, принадлежащия одной и той - же систеиф, не 
ветрчаются, 

Пусть: 
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уравнен!я двухъ женератрисъ, нринадлежащихь одной систем®. Еели выч- 
темъ почленно эти уразнешя, то вайдемъ: 


1 1 
и—№4,=0 , (:- х) в о 


а эти уравнешя могуть существовать одновременно только при услови 
А, = В =0, что невозможно. 

$ 585. Двф женератрисы, принадлежания различнымъ системам, 
встрёчаются. 

Уравнеше плоскости, проходящей но женератрис$: 


&—^4,-0, В -Т во 
очевидно есть: 
л—^4 +8 (в-тв)-о (55) 


тдЪ есть неопредфленный коэфищенть. Еели эта плоскость ироходитъ 
черезь женератрису второй системы: 


1 
А-В -0; В 4-0 
то мы должны имфть: 
А + (у д) —о 
Это уравнеше должно быть тождественно съ (53), а для этого необходино 


инфть: = = Ар. 
СлЬдовательно об женератрисы находятея въ илоскоети: 


1 
А м» (в -зв)-о 


Это уравнене можно написать въ форм: 


а нем +а—м=-а+ю=о 


еели подставимъ въ него значеня 41, 4, В, В.- 
Если женератрисы даны въ форм; 


тлф 09 ‚А оф шо 
с 


Е Е 
в $ 
=. Е 
9 $ 


2: 2 : 
—=— са + Я , = + 1 
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то услове, чтобы плоскость: 


Е 2. Г. спо} — 
(: си? в) { В Ро 05 44) 0 
проходила черезь вторую женератрису будеть: 


Зи эту вы 
А в 
совр ео8ф 


Ся довательно уравнене плоскости, иъ которой находятся 06% женерз- 
зрисы будеть: 


Е РЯ 
288—5 +ъ 5—5 + с 5 603 (56) 

$ 586. Женератрием параллельныя. Очевидно, что параллельными 
женератрисами могутъ быть женератрисы, крипадлежация различнымъ 
снстемамъ. 


Пуеть уравненя такихъ женератриеъ будуть; 


2. 2 . 
о 2 пФ + 05$ , 8 
#2. у_2 й 
зв фи -- 008 > [< т 
а сайт Я фо 
Еели онф параллельны, то необходимо; 
зтфр==— пы , 6089==— 008 9 


откуда; 
р =ф-{ 180° нли 9 —ф= 180% 


СлЬдовательно уравнеше плоскости (56) двухъ параллельныхь женера- 
триеь будеть: 


=. у # 
— тф— 5 е08ф — — =0 
а с 
Откуда видинъ, что параллельныя женератрисы находятся въ палоскостяхъ, 
проходящихь черезъ центръ поверхности, 
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$.587. Женератрием перпендикулярныя. Если женератрисы: 


2—2 У =: | 

р с ие - 008 ф .ъ с 89-Е пф 
Ел 2. у_# . 
А , = а-я 


перпендикулярны, то мы должны имфть: 
ат ф.зт ф, -|- 52605 ф 005 ф, — с =0 


Но изь уравненй женератрись инфемъ: 


2. — 05 т я 2 — воз _ 2 а 
й $ в › п ф сей 9 


ТАБЪ, 410 60$ ф и 6054, суть корни квадратнато ураваеня: 
2 2 
Е # 
— — 6087] = 5 — 6038 
( а +) а( +) 


Произведен! корней с05ф и 605 ф; этого уравненя, очевидно, веть: 


2 2 

ме 

608 ф 008: = —— 5 
6? 


Точно также зшф и зшф, суть корни квадратнато уравненЁя: 


: 22 : 
(} —чи в) о) 


откуда имземъ; 


уз 2? 
а К 
эт фм фи! = я” 
+ 


подставляя выраженя (58) и (59) въ (57), найдемъ: 
Уз 22 2 2 2" 
“(5 — =)+и(я — 2) (1+ =) 


УЕ 258 2 2 
Ча -е+и (5+ и!) 


или: 


(57) 


(58) 


(59) 
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откуда: 
ини — 1 


Слдовательно точки, въ которыхъ женератрисы пересЪкаются подъ пря- 
мыхъ угломъ, находятся на пересфчени двухъ поверхностей: 


2 2 2 
ини, я = 


шара и гиперболоида. 


$ 588. ВСЁ женератрисы однополаго гиперболоида прозктируются на 
плоскосхи ХУ, касательными къ горловому эллипсу. Въ самомъ дфлЪ, 


исключая 2 изъ уравнен!Й женерахрисы: 


“2: 9 —=— 42. т 
= Чар 0089 ‚У СРР ф 


найдемъ: 


ев) + (вв) зв о 


или; 


х У. 
— 608 -иф = 
о уф 

з это касательная къ эддинеу! 


п 


$589. Геометрическое мЪето прямыхь, проходящих через центръ, 
параллельно женератрисамъ гиперболоида, есть ассимптотичесый конусъ. 


Уравнен!я, какой нибудь, женератрисы суть: 
28 58 
== =—_—^ 5 
РЕВ а? + 
уравнения прямой, проходящей черезь центръ, нараллельно этой жене- 


ратрис®, суть: ` 


откуда: 


622 ТДАВА ХХХУТ, СВОЙСТВА ЦЕНТРАЛЬНЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 


подставляя эти выраженная въ уравнене $ 582: 


и, 
ат 
найдемъ: 
вия 
ти @ 
& это ееть ассимптотичеекй конусъ, 
Слъьдетве. Три женератрисы одной снетемы не могутъ быть парад- 
лельны одной плоскости, такъ хакъ въ противномъ случаз трн женера- 
трисы аевеимитотичеекаго конуса, параллельныя женератриеамъ гипербо- 
лоида, были бы въ одной плоскости, что невозможно. 
$ 590. Предложеше. Произведеще синуеовъ угловъ, которые, какая 
нибудь, изъ женератрись гиперболоида, составляеть съ плоскостями кру- 
товыхъ сфченй, есть величина постоянная. 
Доказательство. Еели а>Ъ, то уравнешя плоскостей нруговыхъ сЪ- 
чен]й суть: 
{60) 


Возьмемъ, ‘кавую нибудь точку М на ассимитотическомь ковуеЁ и про- 
ведемъ женератриеу конуса ОМ. Эта женератриса будеть параллельна 
одной изъ женератрисъ гиперболоила ($ 589). Изь точки М опустимъ 
перпендикуляры МР и МР ва плоскости (60). Координаты точки М 


удовлетворяютьъ уравнене: 


#2 


р У 
ин =0 


ай 
которое можно написать въ форив: 
1_1 1,1 арии 
(> в)" [а-я )= ая (61) 
Первая часть есть произведене плоскостей круговыхъ сЪчен!. Еели пер- 
вую часть раздёлимь на: 


1 1 1 1 9-е? 
РО РУ + г + ` Ре 


то она будеть, очевидно, МР. МР’. Слёдовательно уравнене (61) можно 
НАПИСАТЬ такъ: 


МР МР= о рее — $? ОМ? 


9-2 а? $ с а? 


(62) 


ОМ есть разстояше точки М оть центра поверхности 0. 
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Пусть теперь ф: и ф› будуть углы, которые ОМ составляеть съ 
плоскостями круговыхь сБчешй, то: 


МР=ОМ. тр , МР==ОмМ. т фо 


откуда, подставляя въ (62), найдем: 


Ё : 2 
Эф 5 — зе 


Фднополый гиперболонаъ, накъ геометрическое место прамыхъ лин. 


$ 591. Изъ всего выше сказаннаго относительно однополаго типер- 
болоида мы видимъ, что это самая замфчательная и самая интересная 
изъ поверхностей втораго порядка, по своимъ свойствамъ. На этой по- 
верхноети помфщаются всф кривыл втораго порядка, не исключая и 
прямой. 

ВсЪ прямыя, находнийяея на типерболоид» дЪлатся на дв системы. 
Системы эти отличаются между собою тЪмъ, что прямыя, привадлежания 
одной систем$, непересфкаются, & каждая изъ прямыхъ одной системы 
пересфкаеть веЪ прямыя другой системы. 

Изь такого свойства женератрисъ гиперболоида можно видёть, что 
эта поверхность можеть быть образована неремБщенеме прямой въ про- 
странетвЪ подъ извфетными условями. 

Движене прямой. въ пространствв вполнё опредфленно, если она 
должна скользить, упираясь па три данныя прямыя, не лежания попарно 
въ одной плоскости. Въ самомъ дфлЬ, возьиемъ точку М на первой пря- 
мой и черезь нее проведемь дьЪ плоскости, изъ коихъ одна ироходила-бы 
по другой прямой, а другая мо третьей. Эти плоскости влолив опредф- 
ленны и ихъ перзсфчене—прныая проходить черезь точку Ми ветр$- 
чаеть друмя дв данныя прямыя. Такую прямую можно построить для 
каждой точки первой данной прямой, такъ что геометрическое мЪфсто та- 
кихь прямыхъ будеть единственная и опредфленная поверхность. 


Такъ кавъ въ типерболоидв каждая женератриса одной системы пе- 
роефкаетъ всф другой, то можно образовать гипербодоидь слфдующимъ 
образомъ. 

Возьмемъ три женератрисы въ первой систем и заставимъ по нимъ 
скользить прямую линю, то эта прямая опишеть гиперболоидъь таЕЪ каЕЪ 
нфтъ двухъ различных прямыхъ, которыя бы встрётили женератрисы 
въ однфхь и тЬхь же трехъ точкахъ. Скользящая прямая во вефхъ ево- 
ихь положеняхъ воспроизведеть веф женератрисы второй системы. 
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Можно прямо сказать, что прямая, скользящая по тремъ прямымъ, 
не параллельнымъ одной плоскости и попарно не лежащимъ въ одной 
плоскоети, образуеть однополый гиперболоидъ. Для этого черезъ каждую 
изъ данных прямыхъ проведемъ плоскость параллельную двумъ другимъ 
даннымъ прямымъ. Эти плоскости образують параллелепипедь, въ центр 
котораго помфетимъ начаяо координатъ О и возьмемъ за координатныя 

Фиг. 165, оси (фиг. 165) прямыя параллельныя ребрамъ, 
параллелепипеда. Пусть длина реберъ паралле- 
лепипеда будеть 2а, 25, 9. Легко видфть, что 
уравнешя трехъ данныхь прямыхъ, которыя 
назовемъ черезь А, В, С будуть: 

=— 


у #=а 
(4) ‚ в) ‚ (©) 


р Ри у=ь 


д=—4 


Скользящую прямую можно разсматривать, кавъ перзефчене плоскостей, 
изЪ коихъ одна проходить по прямой А,а другая по прямой В. Уравне- 
ия этихъ плоскостей можно написать въ форм: 


#—в—\(--9 =0 
ве —в(2—а)=0 


{63) 


надобно теперь показать, что эта прямая встрфчаеть прямую С. Вычитая 
уравнемя (63), найдемъ: 


вби я А, =о 


этому ураввешю должны удовлетворять хи у мзъ уразненйй (С), что да- 
этъ условше пересёченя: 


Фа 


подставляя вифето Х н | ихъ величины: 


#—с ас 
ь У ' ва 

найдены 
ауё + Ве Е сху + ав =0 


или; 
| ум 
о 


Это уравнене мскомой новерхностн. 
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Составляя для этой поверхности . кубичесвое зразнешо (16) $ 546, 
найдемъ: 
3 — (@ 5-2) ^— ав =0 
которое имфеть два положительные вория.и одинъ отрицательный; слЪ- 
довательно это однополый гиперболоидъ. 


8 592. Въ $ 582 мы видВли, что еели: 
АА —14,=0 ‚ В —\В=0 (64) 


суть уравнешя женератрисы первой системы, то уравнене поверхности 
будетъ: 

4, В, — А.В =0 (65} 
Уразненя (64) представляють двф проэктивныя связни плоскостей. Одна 
связка проходить черезь прямую: 


А =0 , 4=0 
а другая черезь прямую: 
В=0 ‚, В=0 


Откуда имфемъ слфдующее свойство: если Черезъ двЪ, кав!я-нибудь, дан- 
ныя прямыя, проведемъ нлоекоети, проходящёя во женератрисамъ одиой 
м той-же системы гилерболоида, то будемъ имфть двЪ проэктивныя связки. 
Обратно, въ двухь проэктивныхъ связкахъ, проходящихъ через двЪ, 
какая-нибудь, прямыя, соотвЁтствующия плоскости пересёкаются по же- 
нератрисамъ типерболоида. ` 
„Въ самомъ дЪлЬ, пусть: 


А=0 , 4:=0 ; В=0 ‚, В=0 


будуть двф данныя прямня. Проэвтивныя связки, проходяшя по этимъ 
прямымь, очевидно, будуть: 


А —1\4.=0 , В-ИВ=0 
тдь & величина постоянная, а » произвольный параметрь. Исключая ® изъ 
этихь уравненй, найдемъ: 
ВА, В: == АзВ, 
Эта поверхность есть геометрическое м5ето пересфченя соотвфтетвующихь 


проэктивныхь плоскостей. 
Очевидно это есть однополый тирерболоидь. 


АБАЯНЧИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЛЯ. 40 
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$ 593. Касателоная плогкоеть и нормаль. Еели (лу) есть точка 
ва поверхности типерболоида: 


у т 
в 


то касательная плоскость въ точкё (лу) веть: 


Если ее сравнимъ съ уравненемъ: 


1608 & -- ус0зВ - 26087 = р 


то найдемъ: 
д, __ 208 а и _ 2088 и 6087 
@? р’. ро’ р 
откуда: 
426053 -{- 5260878 — соз?у 22, 
О ин” 
Слфдовательно: 


07 == а? 05а + 00878 — 676052у 


Уравнешя нормальной лиши въ точкв (лу), очевидно, суть 
а ы с 
@—я) „= и =(#— ®) д 


Слфдующия предложеня доказываются также, какъ и для эллипсоида, 


Предложенще 1. Сумма ввадратовъ перпендикуляровъ, опущенныхь 
изъ центра на три перпендикулярныя между собою касательныя плоскости, 
есть величина постоянвая. 


Предложеще 2. Геометрическое мВсто вершинъ треграннаго прямаго 
угла, описаннаго около гиперболоида, веть шаръ, коего уравнеше есть 


ии 


аи? 


ТПредложене 3. Черезъ данную точку вн поверхности можно къ ней 
провести, вообще, шесть нормальныхь лин, которыя всВ находятся на 
одномъ конус. 


ГЛАВА ХХХУ1.—СВОЙСТНА ЦЕНТРАЛЬНЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 627 


$ 594. Даметральная плоскость. Уравнене даметральной плоскости, 
вопряженной направлено а,8,7 въ гиперболоид® есть: 
Е у в 
608а—; + 0882; — с05 1-5 =0 
“я ов и Та 
‘или: 


Янв «9 
если л,\,2 суть коордиваты конца маметра, 

Если прамая (а, 8,7} находится внутри ассимптотическато конуса, то 
параллельныя хорды ветр®чаютъ обЪ полы этой поверхности, слёдона- 
тельно х/аметральная плоскость пересфчеть конусь въ одной точкВ, а ги- 
перболондь по эллииеу, такъ какъ сфченя суть подобныя кризыя. 

Еели прямая (а, },{) лежить на конусв, то даметральная плоскоеть 
будеть касательная къ ковусу, что видно изъ уравненл (66} и иерес- 
кветь гиперболоидъ по парабол%. Наконецъ, если прямая (о, В, 1) находится 
зн% конуса, то хорды ветрфчають въ двухъ точкахъ одну полу и жаме- 
тральная плоскость переебчеть конусъ но двумъ прямымъ, а гилерболоидь 
по гилербод», 

$ 595. Сопряженные Яаметры. Гиперболоидъ отнесенный къ тренъ 
вопряженнымь даметрамъ, коихь длина есть а, с, будетъ: 


Когда плоскоеть (мВ) пересВкаеть типерболоидь по эллинсу, то да- 
метрь сопряженный этой плоскости будеть внутри весимитотическаго во- 
нуса, а когда плоскость (и) пересвкаеть гиперболоидь по гипербол%, 
то сопряженный даметрь плоскости (а; В) будеть внф конуса. Слфдова- 
тельно изъ трехъ сопряженныхь маметровь есть всегда одинь, который 
не встрёчаеть поверхность. 

Если черезь вовець дЁйствительнаго даметра а проведемъ илос- 
кость параллельную плоскости двухъ другихъ данетровь, то это будеть 
касвтельнан плоскость къ поверхиости; она пересфкаеть поверхность по. 
двумъ прямымь, коихъ уравневя еуть: у 


2 2 
2=а, йо 


’ Ь я р 
Слж®довательно касательная илоскость къ гиперболоиду однополому, пере- 
сАкаеть поверхность по двумъ дфйствительнымь пранымъ,—это женера- 


40* 
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трисы, проходящя черезъ точку касан!я. Касательныя плобкости, прове- 
денныя въ различныхь точкахь одной и той-же женератрисы всф содер- 
жать эту женератрису, но эти плоскости различны, потому-что он дол- 
жны содержать, каждая, еще женератриеу другой. системы, проходящую 
черезь точку касания. 

$ 596. Пусть «М, будуть три сопряженные фаметра. 

ПоложимЪ, что плоскость (а6,) ‘пересфкаеть гиперболоидь по эл- 
лицеу. Она переефчеть горловой эллиись по маметру, который назовемъ 
черезь а. Если В будеть даметръ сопряженный а ВЬ эллииев илоекости 
(а 5), то будежь имфть: 

а = 


ел довательно: 


а фе 


Означииъ Черезь 7 даметръ сопряженвый`даметру а въ горловомъ эл- 
липс*. Дзаметральная плоскость, сопряженная даметру а, который есть 
пересъчене плоскостей (аб) м (@), перееВчеть гиперболоидь по гипер- 
боли будеть содержать маметры 1, 1,6, В; даметры + н с также какъ 
Жаметры си в В суть сопряженные въ гипербол% пероб®ченя, сл довательно: 


а и 
откуда: : 
а — 9-2 — с 
Замфчая, что; . ` 
+ т = 
найдемъ: . 
а а — а -- Ис 


Если вепомнимъ, что площадь изреллелограмма, построеннато на двухЪ 
сопряженныхь хМаметрахъ коническаго сфчев я, есть величина постоян- 
ная, то будемь имвть: 


06. (а бус, ) == 06. (яве, } = 06. (вгу) = 06. (фе) 


т. е. объемь параллолепииеда, построена! на трехъ, сопряженныхь д!а- 
метрахъ однополаго гиперболоида, есть величина постоянивя. 


$ 597. Уравнене гиперболоида, въ плоскостныхь координатах есть: 
а бий — се =1 
а уравненше точки касанйя плоскости, данной координатами &, 1,5, будеть: 


а Е -- 5 -— еб =1 
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Эти уравнеШя получаются точно также, накъ ихъ получали для эллий- 
соида. 


Двуполый гизерболоидъ. 


$ 598. Когда уравнеше (16) 8 546 имЪеть одинъ моложительный 


и два отрицательных корня, то уравненю поверхности приводится къ 
формы: 


1 {67) 
полетвя, послвдовательно, == 0, у=0, #=0, найдень пересфченя плос- 
костей Уд, Х7, ХУ, съ поверхностью: 


зп 7 т пр 
а м 


Первая кривая есть ынимый оллипсъ, а вторая м третяя гиперболы. Но- 
лагая: 


Еа 


пересфченя поверхности съ координатными осями будуть: 


== Фиг. 166. 
у==Н 
#=а 


СлЁдовательно оси Уи 2 не ветр*- 
чають поверхность; встрьчаеть ее толь- 
ко ось Х (фиг. 166) въ точкахъ Чи А’. 
Величины а, 6, с называются осями дву- 
полаго гиперболоида; первая называется дЪйствительною осью, аб нс 
мнимыми, Мы всегда будемъ полагать, что а зб >с. 


$ 599. НересФчемъ гиперболоидъ плоскосттю х==а, то кривая ие- 
ресфченя будеть: 


о а й 

тата — 
изъ этого уравненя видимъ, что пока &«а вторая часть будеть отри- 
цательная, слёдовательно пересзчеше будеть мнимый эляниеъ, начиная 
ОтЪ в==0 до в==-2а. Когда а сдается больше и, то эллипсы будуть 
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дЬйствительные, ихЪ оем: 


хз д? 
55-1 , "И — 


будуть возрастать неопреджленно.. Изъ этого видимъ, что плоскости пер- 
пендикулаярныя къ осм Х, начиная съ —а до --а не встрёчають поверх- 
ность, слёдовательно она состоитъ изъ двухъ совершенно отдльныхь ча- 
стей, которыя называются полами поверхности; отсюда поверхность полу- 
зила назване двумололо зиперболоида. 


Нересёчеше гиперболоида съ плоскостями перпендикулярными къ 
осям Уи 2 получится, полагая: | 


УВ, 2=т 
откуда: 
22 2") й |: 22 р 1 Й ры 
я 6 те ошы Г 


это гиперболы, коихъ оси: 


“И , “И ; «И , „уч 


веопред®ленно возрастають съ возрастаень бит, т. е. съ удалешемъ 
сВкущихь плоекостей отъ начала. 


Возьмем навонешь, какую нибудь, плоскость: 


, д=ау + В --т 


м найдемъ пересфчене ел съ поверхностью. 


Подетавлня вифсто = это выражене въ уравнеше поверхности, най- 
демъ: 


с илл 


2? 9 с 


развертывал м составляя а; — 10.2 будемъ имть; 


203 У 1 У 1 1 
дыни 


Изъ этого выражещя. видим, что пересфчеме поверхности плоскостью 
можеть дать вс три коничеевя сВченя, 
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1. Если; ` 
Зал -|- с —2<0 
сВчене будеть эллииоъ. 


2. Если: 
Фи? | 98? — в? 0 


сфчене будетъ парабола, 
3. Если: 


фа | с? — 1 
сфчене будетъ гипербола, 

Второму изъ этихъ уеловй можно удовлетворить, полагая: 
[12 


$ 


&«== 


0089, и 


а нотому уравнене плоскости сБчешя будеть: 


РЯ вр трет: 
д 07 - с ЗП 
Слфдовательно пересчевя съ поверхностью плоскостей параллельныхь 
плоскости: 
& _у ЕО 
в 7—5 зтф==0 
дадутъ израболы. 
$600. Крузовыя съченя. Если вычтемъ изъ уравненшя гиперболоида 
уравнеше шара: 
д? у? 2 22 у? 2? 
ата -Е › Ри Ни= 
то получимь уравнеше конуса: 
1 1,1 по 
=(=-в)-# (+ и) (+=) 


проходищаго черезъь пересёчеве гицерболоида съ шаромъ. Конусъ этоть 
преобразуется въ дв плоскости, полагал: 
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Полагая > второе изь продъидущить уравненй можно написать въ 
форм: 


НИ Ги 
— 3 = + — 3 8 
а Иа о Ив 
Оно представляеть дв дЪйствительныя плоскости, проходящёя по осн У. 
Остальмыя два травнешя суть мнимыя плоскости. Сдфдовательно. двупо- 
дый гиперболоидъ пересВкается по’ кругамъ двумя системами плоскостей 
пареллельныхь оси У, т. е. параллельныхь большей изь мнимых 0сей. 
Легко найти, такимъ же образомъ, какъ въ эллипеондь, координаты 
круглачковь: 


у=о0 , м ЕЕ 
@-- < 


представляеть конуеъ, который вотрфчаеть поверхность гиперболоиха на 
безконечностм. . 

Въ самомъ дя, если (л,у,2) суть воординаты точки на гниербо- 
лоид», а (2,,5) координаты, соответствующей точки на конусф, то будемъ 
инт: . . 

22 . ла 
а? $3 Ре ’ в? $? 5 


=0 


вычитая, наЙйдемъ; . 


Я с | : __. 
я =1 , откуда = Е: 


по мёрВ позрасташя 2, разность {— 2 стремится къ нулю, слёдовательно 
06% новерхности коснутся на безконечностн. Легко видфть, что вся но- 
верхность ваключается въ вонус%. 


$ 602, Легко видёть, что уравнения: 
# 

22 ГЫ 5 
тия =—1, гы 


представляють, каждое, ` двуполый типерболоихь; въ воторыхь бис бу- 
дутъ дВйствительныя оси, 
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$ 608. Если въ гиперболоидЪ: 


ф==е, то уравненю: 


будеть представлять гиперболондь вращен!я около оби Х, 


$604. Касательная плоскость и нормаль. Касательная плоскость къ 


поверхности въ точк® (му) есть: 


отождествляя это уравнене съ уравнешемъ: 


< сова | усозВ-|- 20031 ==р 
найдемь: 
2 608 и —_ 0038 д _ _ 6081 
а? ‘РВ 2 ’е_ р 
откуда: 
р? == 9260525 — 6960878 — с3е05? 
Уравненёя нормали будуть: 
28 с 
@—а) Р од 


Легко доказать, какъ было сдфлано для эллинеоида, слфдующйя предло- 


женя: 


Шредложене 1. Сунна нвадратовъ перпендикуляровъ, опущенныхь 
изъ центра иа три периендикулярныя между собою плоскости, есть вели- 


чина поетоянная и равная: 


а — И — с 


Предложене 2. Геометрическое м%сто вершины треграннаго прямаго 
угла, ошисаннаго около гиперболонда, есть шарь, коего уравнене есть 


ау 
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$ 605. Дааметральная плоскость. Уравнеше даметральной, еопря- 
женной направленю а,8,1, плоскости есть: 
у 


# 8 
28 °08а — сов —в 6081 =0 


$ 


или; 

2 

а о 6? 
(пни) есть точка, въ которой сопряженное направлен плоскости ветр- 
чаеть поверхность. Дламетральная. илоскость никогда не пересжкаеть по- 
верхность по эллиису. Въ самомъ дфлЪ, если направлен (а,В, т), прохо- 
дящее черезъ центръ находитея внутри аесимитотическато конуса, то хор- 
ды параллельныя этому направлен, пересвкаютъ 06% полы конуса, а 
слдовательно маметральная плоскость, проходящая черезь ихъ евредины 
не встрчаеть гиперболоидъ. Если направлен (я,8, 1) внЪ конуса, то хор- 
ды параллельныя этому направленю пересфкають только одну полу ко- 
нуса, слЬдовательно даметральная плоскость, проходящая черезь ихъ се- 
редины, пересфкаеть конуеъ по двумъ прямымъ, & гиперболоидь но ги- 
‚пербол®. Наконенъ если направлене находится на конусЪ, то лламетраль- 
ван плоскость будеть касательная къ конусу, а сдфдовательно не пересЪ- 
ваеть поверхность. 


$ 606. Диметры. Уравнене тинерболоида, отнесеннаго къ тремъ 
сопряженнымь даметрамъ, коихЪъ длина есть и, ‚а, будеть: 


Одинъ только изь этихь маметровь ветрфчаеть поверхность. Сопряжен- 
ные даметры удовлетроряють уравнене: 


а — № —а? —_—@ 


$ 607. Легко видёть, что уравнеше двуполаго гиперболоида въ плос- 
костныхь координатахь есть: 


а — Ив в 1 
з уравнеше точви весан плоскости давной координатами будеть: 


а — м — С 
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ГЛАВА ХХХУИ. 


Поверхности не имфющия центра. 


Элянпзичесий параболеидь. 


$ 608. Когла уравнеше втораго порядка представляеть поверхность, 
неин$ющую центра, то ея уравнене инфетъ форму (48} 8 554: 


у? А — 205 =0 (1) 


ЕД № и № суть корни уравнены (16) $ 546, а корень № =0. 
Если корни № и Аз имВютъ одинаковые знаки, то уравнене (1) мож- 
но написать въ форм: 


поверхность эгу назвали; элдиптическимь параболондо мь. 


$ 609. Легко видть, что эллинтичесый параболоидъ проходить че- 
резъ начало коордикатъ. 

Пересъчен!е поверхности съ плоскостями У2, Х2, ХУ найдемъ, по- 
латая, 2==0, у==0, 2=0: 


ры #2 
2=0 , и =0 
#2 22 
у==0 , аа › 2 (3} 
2 я 
2 — $ 
2=0 , > а’ у 2.2 


Первое изъ этихъ уравневйй представляеть точку— начало координетъ, 
ТакЪ что ВЪ этой точкВ поверхность касается плоскости У2. Второе 
и третее уравненя предетавляють, очевидно, параболы, одна на плос- 
кости ХА, другая на плоскости ХУ.. Если черезь р и р означимъ ихъ 


параметры и, то ихл уравневя будуть: 
Ур р (4) 


Мы предположили, что @ есть количество положительное, 

Если въ уравневи (2) будемъ давать х различныя числовых значе- 
Ня оть — со до -- ©, то найдемъ пересфченя поверхности еъ илоскос- 
тями перпендикулярными къ оси Х, 
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Въ отрицательномъ направлени оси Х плоскости сфченй не пере- 
сфкають поверхности и дають мнимые эллипсы: 


Вея поверхноеть, слфдовательно, лежить еъ положительной стороны плое- 
хоети УД. 
Въ положительномъ направлени эллипсы будуть дёйствительные: 


воихъ оси будуть 


©ъ возраеташемь а, т, е. съ удаленемъ плоскоети сфченмя отъ начала 
коордикать, размфры эллипеовъ возрастають до безконечноети. 

Давая 2х числовыя значешя оть — с до со получимь сфче- 
в!я новерхности съ перпендикулярными оеи 0 нлоскостяыи, Эти сфчешя 
будуть: 


=— или уз 2х --Ь 


тд: 


Очевидно это параболы, коихъ параметры будуть равны нараметру пара- 
болы въ плоскости ХУ, а проэкщи вершияъ будутЪ находиться на оси Х. 
Тоже самое можно повторить и относительно пересфченя поверх- 
жости плоскостями перпендикулярными въ оси У. 
Найдемъ теперь перееЪчене поверхноети съ какою нибудь плос- 
костью: 


а=оз-- ит (5) 


Подставляя это выражеше въ уравнене (2), найдемъ проэкцию’ пересфче- 
Ён плоскости (5) съ новерхностью: 


я _2 
ЖЕНИ =2 


[2 
Это уравнеше даеть для выраженя: 


р 


3 — @1 45 


ГЛАВА ХХХУП.— ПОВЕРХНОСТИ НЕ ИМВЮТЩЯ ЦЕНТРА, 637 


слфдующее: 


О АИ 
6 яга с? 


величина, очевидно отрицательная, ел®довательво вс сфченя будуть эллии- 
сы. Но если «=0, то сфчеше будеть парабола а @ только въ томъ слу- 
чаВ равно вулю, когда сфкущая илоскоеть параллельна оси Х или оси 
поверхности. Ось Х казываетея осью яовертности, потому что центры 
вевхъ эллипеовь нересфчешя плоскостей периендикуларныхь къ оси Х 
находатея ма оси Х. 

Изъ этого видимь, что эллиптичесый нараболоидь есть поверхность 
незамкнутая, иифющая одну только полу (фиг. 167), которая вся лежить 
съ положительной етороны плоскости У2. 

Фиг. 167. Фит. 168. 


Если въ уравнеши (2) количество а было-бы величиной отрицалель- 
ной, то вся поверхность эллиптическато параболоида находилась бы съ 
отрицательной стороны плоскости УХ (фиг. 168), 

$ 610. Круювыя съченя. Если въ уравнене (2) положныъ $ > с, то 
легко видЪть, что есть такое направлеве плоскости еВченя параллельной 
оси У, что эллинеь сфчешя будеть кругъ. Въ самомъ дЪлЬ, въ этомь 
можно убфдится аналитически. Проведемъ черезъ начало координатъ плос- 
кость и положимъ, что пересфчене ея съ поверхностью веть вругъ. Пред- 
ставимъ шарь, проходящ/й черезь этоть кругь м касающийся въ началь 
координать плоскости УЙ, Центръ шара будеть на оси Х, а его ураз- 
нене: 


если » есть радуеъ, мли: 


у = 
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вычитвя изъ этого уравнен/я раздЪфленнаго на @, уравнене (2), найдемъ: 


поверхность эта есть конуеъ, который долженъ преобразоваться въ дёЁ 
плоскости, если параболоидь и шаръ пересфкаютея по кругу. Положивъ, 
нослфдовательно, а" =5?, ат ==с?, найденъ: 


Первое изъ этихЪ уравненЙ представляеть пару д®йствительныхь плое- 
костей, если Б>>с, а второе пару мнимыхь. СлФдовательно эллиптичесьй 
мараболоидь инфеть дв системы круговыхъ сефченй, илоскости которыхь 
суть плоскости параллельных плоскоетямь: 


Е 1 т # т тщ 
а Ее о ы зв о (6) 
$ 611. Касательная плоскость. Пусть (м уд) будеть точка на па- 
раболоидЪ, то уравнене касательной плоскоети въ этой точкё будеть: 


Рей -о 
откуда найдемь: 
ео о 


Если р есть длина перпендикуляра опущеннаго изъ начала координать 
на млоскость (7), а,В,т суть углы этого перпенднкулира съ координатными 
осямм, 10 уравнеше касательной плоскости будеть: 


исова-НусозВ -- 26087 =р 
Сравнивая это уравнеше съ (7), найдемъ: 


ши да _ м 
0008 66088 626054 ар 


откуда: 
_ 0038 __ 620081 


= д== 
сова ' аа *Т - в 008 & 
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подетавляя эти величины вт уравнен!е (2), найдемъ: 


—_ _ 8160888 -[- 2? со5?у 
24а воза 


(8) 


СлВдовательно  уравнене касательной плоскости можеть быть написано 
вт, форм: 


$2 0978 -|- 62 соз?у 

хеоза | уеозВ -[ 2605 — =0 9 

Ну еоаВ 908 - а (9) 

$ 612. Предложенте. Сумма проэкщй, ий оси параболоида, перпенди- 

хуляровь, опущенныхь изъ вершины лозерхности на три перпеядихуляр- 
ныя. между собою касательныя плоскостн, есть величина постоянная. 


Доказательство. Означимъ эти перпендикуляры черезь р, ре, рз, 
углы, которые они соетавляють съ координатными осями, означимъ че- 


резъ (жи), (аз Ве), (аз ва “18), то уравнене (8) даеть: 


с? 


ь 
и в08 а = — 5 60828 — а ыл 
> 8 с? В 
ра е03 а = — 5408 0008 ы 
Е 5 
230084 =— 5.008 5 — 5209 
Слёдовательно найдемъ, складывая: 
с 
рвов а + рзбоз дз Е рзб08 аз == — + (10) 


$ 618. Предложене. Геометрическое изето вершикъ прямоугольнаго 
треграннаго угла, онисаннаго около эллиитнческаго параболоида, есть 
плоскость перпевдикулярная къ оси поверхности. 


Доказазпельство. При тъхъ же значешяхь ри ‚в, т уравневе (9) 
даетъ: 


р я 
д сова, -- у60921 003 В -- 2608 асов -- Е 50578, - Е с05®; =0 


28 


ру 608% 3 == 0 


Г 
2 сов?а» -|- усоваео8 в | #60893003 13 = 52 сов -| 


$ 6 
а 608783 рт со82уз == 0 


 совйаз —|- у60803608 Вз -- 2608 93608 13 -| р] 
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Складывая эти уравненя, найдемъ: 


р с 
Яо 


$ 614. Нормальная лишя. Уравнейя нормальной линм въ точкВ 
(@итя) суть: 


(11) 


Чтобы опредфлить число нормальных лин, проведенныхь изь данной 
точки (2'у’2’) вяЪ поверхноеги, мы будемъ имфть уравнен!я: 


‚ вРа= (12) 


а р 


{гу2) есть точка ветрёчи нормали съ новерхностью. Если черезь р озна- 
чимъ общее значене первыхъ трехь уравневй, то найдемь: 


о а 
Ра РЕ "ит (3) 
подставляя эти значеня въ уравнене поверхности, найдемъ; 
вуз ВВ (ее р) 
ФР а —° 04 


уравнеше пятой етепени относительно 0, слФдовательно изъ данной точки 
вяф поверхности можно провесть пять нормальныхь лин въ поверхности. 


Изъ уравнеый (12) найдемъ: 


, уу . 2 _#—а 
ефоиеИ , идея г 
или: 
ху _2у уу 28 29. #—# 
вв + [2 о, Ра " у в ы 


= | =) = ( } ии о 
или: 
ру дих — уу из =0 (15) 
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Тавъ какь коэфищенты при у? н 2? равны, го уравчене предетавляеть ио- 
верхность вращеня около оси параллельной оси Х. Изъ этого видииъ, 
что изъ данной точки внз поверхности можно провести пять нормаль- 
ныхь лин, коихъ точки пересЪчевн!я съ поверхностью находятся на по- 
верхности вращеня, проходящей черезъ начало, и коей ось вращеня па- 
раллельна оси параболоида. 

$ 615. Дгаметральная плоскость, Уравнеше даметральной плоскости 
сопряженной направлению (а, 8,1) есть (10) $ 545: 


ТЕ сова Аоовтято 
откуда видииъ, что даметральная плоскость, сопряженная направленю 
(а,В, 1), всегда параллельна оси поверкности, какое бы нибыло направлеше 
(а, В, 1). Изъ этого заключаемъ, что всф ламетры, которые суть пересъче- 
ве даметральныхь плоскостей, параллельны оси поверхности. 
Есть безчиеленное множество координатныхъ осей относительно ко- 
торыхъ уравневе эллиптическаго параболоида булетъ имЪть форму: 
И, 2 _ 2 
я а 
Легко видфть, что тая оси, въ какой-нибудь точк® на поверхности, при- 
нятой за начало, суть: Даметрь проходящий черезь эту точку—0еь Х, 
касательная кЪ параболВ въ илоскости, проходящей зерезъ даметрь— ось 
У, и ось сопряженное направлен къ даметральной плоскости, въ ко- 
торой лежитъ парабола. 
8 616. Уравнеше эллиптическаго параболоида въ линейныхь воор- 
динатахъ, очевидно, будетъ: 


бес = 204 
& точка касания касательной плоскости (&,1,&) есть: 


Отис = Е 


Гипербодичесвй параболойдъ. 


$ 617. Если въ ураваенм (16) 8 546 одинъ изъ трехъ корней ра- 
вень нулю, напримёрь № =0, & друме два № и а имфють противные 
знаки, то уравненню поверхности можно дать форму: 
2 _ #35 
мята 98) 
Изъ этого уравнен!я видимъ, что начало координать находите из поверх- 
НОСТИ, ТАКЪ КВЕЪ #==0, у==0, #==0 удовлетворяють уравненю (16). Пе- 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРЯ. 41 
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ресёчене поверхности съ коорциватными плоскоетями ХУ, Х2, У2 ио- 
лучимъ, дЪлая въ уравнени (16), послфдовательно, #==0, у==0, #=0. 
Эти положення даютЪ: 
9 2 Е 
а’ ‘ие 
Откуда видимъ, что пересфчене поверхности съ плоекостями ХУ, #Х суть 
параболы, а съ плоскостью У2 дв прямыя. Слфдовательно гиперболиче- 
сый параболоидъ есть такая поверхность, на которой могуть помфщатьея 
и прамыя лини, 
$ 618. Равсмотримъ теперь перересчене поверхности съ плоскостя- 
ми перпевдикуларными къ осямь Х, У, . Если едфлаемъ х=а, то будемъ 
ниЪть: 


0 


уравнене гиперболы. Давая, посльдовательно, количеетву а вс№ значеня 
отъ 0 до -- со будемь имфть ностоянно гиперболы, начиная съ двухь 
прямыхъ, Оси этихъ гиперболъ будуть: 


ъ 2% с 2а 
& а 


изъ коихъ первая будеть дФйствительная ось, а вторая мнимая. Оси эти 
возраетаютъ неопредфленно съ возрастанюмь я, т. е. съ удаленемъ плос- 
кости сфченя отъ начала координать вершины типерболь расходатея 
все больше и больше. Давая « отрицательныя значен!я отъ 0 до — со 
будемъ имфть гиперболы: 


оси которыхъ будуть: __ 

24 р 
о ’Уъ 
изъ коихъ первая будеть дЪйствительная ось, а вторая мнимая, т. е. гипер- 
болы будуть сопраженныя предъидущимт. .Ноложииъ теперь =, то полу- 
чямъ пересфчеше поверхности съ плоскостью периендикулярною къ оси 2: 


2, 


= Та ат) 


Это есть параболе, которой вершина при 1==0 находится въ начал» коор- 
динать, а по мёр зозраставя у удаляется пеопредёленно отъ начала по 
отрицательной части оси Х. Если сдфлаемъ у==8, то найдемъ: 


+я 08) 
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Это также парабола, которой вершина при 8==0 находится въ начал» 
координать, а затЪыъ но мЪрф возраста я В удаляется неопред®ленио отъ 
начала по положительной части оси Х. Нересфчемъ наконець параболоидь 
{16), какою-нибудь плоскостью: 


вод ВУ -ЕТ 


подставляя это выражене въ уравнене (16), найдемь: 


(ее 
[7 


а? в 


Составляя для этого уравненя выражеше: 


21.1 — 10а 
найдемъ: 
р 0? 
а 12—22 == 
величина положительная, слфдовательно сфчеше есть веегда гипербола, 
исключая того случая, когда х==0; въ этомъ случа сфчене есть па- 
рабола. | ` 
Изъ этого видимъ, что гипербо- фил. 169. 
личесь!й нараболоидь (фиг. 169} не мо- 
жетъ имфть круговыхь сЪченй съ илос- 
костью, потому-что веф его сфченя съ 
плоскостью суть незамкнутыя кривыя. 
Изь уравнен!й (17) и (18) видимъ, 
что сфчешя поверхноети плоекостлии 
параллельными плоскости ХУ суть рав- 
ныя параболы, точно также равны 
между собою и параболы пересфченй 
поверхиости плоскостями параллельными плоскости ХЯ, слЬдовательно 
этоть параболоидъ можно разсматривать, какъ образованный движешемъ 
параболы, коей плоскость движется параллельно плоскости ХУ, а вершина 
скользить по парабол» (17). Или эта поверхность можеть быть образована, 
параболой, коей плоскость остается параллельною плоскости Х, & вер- 
шина скользить по параболв (18). 


$ 619. Ирямолинейныя женератрисы. Выше видфли, что на гипербо- 
лическомь параболоидь помфщаются дв прамыя: 


91 — о 
о о, 
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поемотримъ есть-ли еще, кром\ этой пары, прямыя, которыя помфщаются 
ца этой поверхности. Иуеть такая прямая будеть: 


&=--В , уча |5 (19) 


подетавяяя эти пыраженя въ уравненюе поверхности (16), найдемъ: 


ем ыы ЕН 


(2 & 


уравнене, которое должно быть удовлетворено независимо отъ #, а для 
этого надобно имфты 
ны 1 46 я 82 


28 . 
О а 0 т 0 (20) 


Нослфдиее уравнеше показываеть, что точки перое\чешя прямыхъ, ле- 
жащихь на новерхноети, съ плоскостью ХУ, лежать всф па парабол: 
у 22 й 
= а 
ый в { ) 
которая есть пересфчене поверхности плоскоетью ХУ. Друмя два урав- 
пеня (20) даютт: 


т 


(22) 


Одинъ изъ параметровъ а,В,/,5 остается произвольнымъ, а какъ для 
хит нифеюь только двВ величины, то существуетъ только лв% системы 
женератриеь и только двЪ, коихъ уравненя суть: 


, СИ $ 
(г) =" = ра" , у 028 
(23) 


‚ ь 
2) т=— 2-8 ‚у $248 
Зи 5 суть координаты, какой-нибудь точки параболы (21). Уравненя 
` прямолинейныхь жеператрись могутъ быть выведены прямо изъ уравне- 
я поверхности: 
` ЕР 


йе (24) 


которое можно написать въ форм: 
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Для Этого подожимъ: 


м У 2Щ у: 2_ 22 

1 6 с ›, ото 2% 
(25) 

м УР У 

5 о Г с не 


Хи суть произвольные нараметры, опредъляющие двЪ различных вис- 

темы прямыхъ, находящихся на поверхности, такф кашъ перемпожая 

предъидуци уравненя ваходимъ уравнеше (24). 
Полагая для краткости: 

2. 


2 = Я 
ду, ще, в 


уравленЁя (25) одЪлаются: 


@ Або , 14, В =0 
(26) 


О др, А-В = 
Фиг. 14. 


& уравнене поверхности будете: 

А.А = В (2т) 
часть этой поверхности представлена на чертежь (фик. 170) въ вид сВдло- 
образной, вогнутой, поверхности 4В0Р, 
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$ 620. Предложеще. Черезъ каждую точку на гиперболическомъ па- 
раболоид% проходить но одной женератрисф изъ каждой системы, 

Доказательство. Пусть д, у.2 будуть координаты, какой-нибудь, 
точки на поверхности. Пусть А”, А',, В\ будуть величины количествъ 


Аз, А», В, соотвФтствующихъ этимъ координатамъ, то будемъ имфть урав- 
мешя: 


но изъ уравнешя (27) имфемъ: 
А А =В\ 
Слфдовательно оба параметра Х и р. совпадаютъ. 


$ 621. Предложене. ДвЪ женератрисы одной систены не встрёчаются, 
& двЗ различныхь системъ лежать въ одной плоскости. ` 


Доказательство, Пусть; 
Ау =0 , №4. В =0 
А —№=0 , \,4,— В =0 
будуть двф женератрисы одной системы, вычитая эти уравненйя, найденъ: 
и — № =0 
зто невозножно, такъ канъ \, и Х, нераввы. 


Съ другей стороны, уравнене илоскости, проходящей но женерат- 
риеЪ нервой системы, будеть: 


д—1--1045— В) =0 


в если обусловимь, что эта плоскость проходить по женератрисв дру- 
гой системы, то найдемъ два условя, воторыя оба дають для Ё одно 


ТТ 
значеше —. Слдовательно плоекость: 
Г 


рА, НА, — В — ж=0 
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содержить дв женератрисы различных» системъ. Въ девартовыхъ коор- 
динатахъ уравнеше этой плоскости будетъ: 


О 


$ 622. Женератрием перпендикулярныя. Возьмемъ уравневя (1“’) и 
{2") $ 619 и рёшивъ ихъ относительно 5 и у, найдем; 


—_ ® 2% _ 9 
= па уг в Е№ 
, ь (28) 
а 27а 
да у ав 


Въ этой формЪ видно, что женератрисы не мотуть быть параллельны, 


Услоше пернеядикуларности женератриеъ, очевидно, есть: 


№ в ру 
иж: -0 ви р 


Замфщая № и р ихъ выражещяни (25), найдемъ: 


у 2 Пе 
те = 


или: 


2 с] 
22-8 = =о0 (99) 


откуда видимъ, что геометрическое ифсто точекъ, въ которыхъ женератри- 
вы периендикулярны, есть гипербола—нересфчене предъидущей плоскости 
(29) съ поверхностью. 

$ 623, Нредложене. Проэкщи женератриеъ поверхности суть каса- 
тельных въ глазной параболь на рлоскости ХУ, 

Доказательство. Исключивъ 2 изъ уравневй; 


деи 
= , Ро ла 
найдемъ: 
2 22 . . 
Иа | 60) 


Но для, какой нибудь, точки (2; у, 0} параболы: 


„=. (81) 
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иифемъ: 


з 
е, = я , х=И 


в ъ 


< 


подставляя эти выражев!я въ уравненше (30) найдемъ уравнене проокшй 
на плоскоети ХУ; 


у? 
и = „@+=) 


& это есть уравневе касательной къ параболь (31) въ точь (ли). 


$ 624. Предложене. Веф женератрисы одной енстемы параллельны 
одной постоянной плоскости. 


Доказательетио. Уравнене: 


А —А=0 


представляеть плоскость, проэктирующую женератрисы первой системы 
ма плоскость У; всф эти плоскости параллельны плоскости: 


А =0 
слфдовательно женератрисы, ваходящ!яся ВЪ этихъ плоскостях, парал- 


лельны плоскости: 


Ар=0 или У -о (32) 


Точно также женератрисы второй системы параллельны плоскости: 
В 
д.0 или ео (33) 


Эти двф плоскости (32) и (33) называются дирехтрисами поверхности, 

$ 625. Предъидущия свойства дають два способа образованя гипербо- 
дическаго параболонда движенщемь прямой лини. Эта поверхность ножеть 
быть образована, если прямая второй системы скользить по тремъ пря- 
инымъ первой системы, или еще, если пранан второй системы скользить 
по двумъ прамымъ первой системы, оставаяеь параллельною плоскости: 


А =0 


Обратно, поверхность образованная прямой, скользящей но тремъ даннымъ 
прямымъ, параллельнымъ одной плоскости и не лежащимъ по парно въ 
одной плоскости, есть гиперболичесяй параболоидъ. 
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Въ самомъ дЬлЬ, пусть АВ, СО, ОЕ суть три данвыя прямыя па- 
раллельныя одной плоскости (фиг. 171). Возьмемь прямую ОЕ за ось 
2, влоскоеть ХА за плоскость, которой данныя прямыя параллельны, 3% 
ось У возьмемъ прямую ветрёчающую прямыя АВ и СО, 

Уравненх данныхь прамыхь, отнесенныхь къ этой системВ коор- 
динать, будуть; 

у=8 у #=90 
(АВ) ‚ 5 ‚ 0 
== = у=0 


Уравнеще женератрисы, разематривяемой, какъ пересчене двухъ идос- 
костей, одной проходящей черезь АВ, а другой, проходящей черезъ ОЛ), 
будеть: 


ВА , гар) (34) 
тд Хи в. суть произвольные нараметры. ‘Фиг М. 
Вычитая эти уравненя, найдем: 
И—=О-Мур № 


и какъ прямая (женератриса) ветрёчаеть 
0ь 2, то: 
28'-— 28 =0 


Исвлючая параметры *, р съ помощью 
уравненй (34), найдемъ: 


(Вуз — Вау — В -тр=0 


это поверхность втораго порядка, неимфющая центра, образованная дви- 
жешемъ пряшой, слЬдовалельно есть гинерболичесый параболондь. 


Точно также поверхность описанная прямой, скользящей во двумъ 
прямымъ и параллельной данной плоскости, есть гипербодичесвй парабо- 
лоидъ, Чтобы это показать, пусть АВи ОС (фиг. 172) будуть двЪ дан- 
ныя пряиыя, Р данная плоскость. Возьмемъ ОС за ось Й, плоскость Р 
за плоскость ХУ; выберенъ за нлоскоеть Х плоскость параллельную, 
АВ, а за ось У пряную встрачающую АВ, 


Уравнешя данныхъ прямыхъ будуть: 


—8 = 


(4В) у (05) 
ао у=0 
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Женератриса будучи параллельна плоскости ХУ и встрёчая ось 2, будетъ 
иифть уравнешя;: 


Фиг. 172. 8=* , у (35) 
Параметры » и р должны удовлетво- 
рять уравнене: 

а = № 


если женератриса упирается на АВ. 
Исключая Хи р съ помощью урав- 
нев (35), найдемъ уравнене по- 
зерхноети: 


уз — ох =0 
которое, очевидно, есть гиперболичесый параболоидъ. 
$ 626, Предложеще. Еелн прямая лин такъ скользить по двунъ 
даннымъ пранымъ, что ея отрфеки будуть пропорщовальны, то она они- 


шетъ гицерболичесвЙ параболоидь. 


фиг. 113, Доказательство. Замфтинъ сначала, 


что если АВ и СО (фиг. 173) суть дв же- 
нератриеы параболоида, а АД), МРи ВС 
три прямыл другой системы, то: 


АМ _ БР. 
ИБ  Рб 


Въ самомъ дВлЬ, если по каждой прямой 
АФ, МР и ВС проведемъ плоскости параллельных направляющей плое- 
хости, то онф будуть параллельны между собою и опредфлять на АВи 
СФ пропорцюнальные отр®зки, 

Обралмо, положимъ, что прямая МР скользить по АВ и СР и обра- 
зуеть пропорщональные отрёзки. Пусть @ будетъ плоскость параллельная 
двумъ положешниь АД и ВО скользящей прамой, проведемъ черезь 4.В 
и ВС двф плоскости израллельныя плоскости ©. Плоекоеть, проведенная 
черезъ точку М параллельно послфднимъ плоскостямъ, отдфлить на АВ 
и ОР пропорщюнальные отрфзЕи, а слфдовательно ‚пройдетъ черезъ точ- 
ку Р и опишеть, какъ видно гиперболическй параболоидъ. На этомъ 
основави устраиваютъ модель этой поверхности; раздфляють стороны А.В 
и ОГ косего четыреугольника на равное чиело равныхъ частей, точки 
дфлеНя соединяють нитяии, которыя представляють женератрисы пара- 
болоида, Еели двЪ друмя стороны четыреугольника также раздфлинъ на 
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равное число равныхъ частей, то нити, соединяюця точки дБлешя 6бу- 
дуть женератрисы другой системы. 

Мы назвали прямыя, лежацния из однополомъ гиперболоидф и на ги- 
перболическоиъ нараболоидь, женератрисами, потому что движенемъ этихъ 
прямыхъ во извфотному закону образуются эти двф поверхности. 

$ 627. Касательная плоскость. Уравнене касательной плоскости есть: 

2 _@1 а) о 

ы с а 
Если отождествимъ это уравнене съ уравнешемъ плоскости двухъ жене- 
ратриеъ: 


Оо во 


то найдемъ: 
Ав 
и _А 
ъ в 
откуда: 
„ий им. 
^= с в + с 


это величины параметровъ Х и р. женератрисъ, пересфкающихся вЪ точ- 
х (да). СхЪдовательно касательная плоскость проходить но двумъ 
женератрисамъ, пересфкающимся въ точк® (хил). 

Легко, какъ выше, показать, что: 

1. Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины поверхности на каса- 
тельную плоскость, будеть: 
__ 9860878 — севу , 

2а05& 


такъ что: 
9250828 — с2605{ _ о 
Засова 


20а -- усозВ - 2608 - 


будеть уравнене касательной влоскости. 

2. Сумма проэкщй ма оси гиперболическаго параболоида периенди- 
куляровт, опущенныхь изъ вершины поверхности на три перпендикуляр- 
мых между собою касательныя плоскости, есть величина постоянная. 

3, Геометрическое иЪсто вершины треграннаго прямаго угла, опи- 
санчаго около гиперболическаго пяраболонда, есть: 


плоскость периендикударная къ оси Х, 
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4. Уравнешя нормальной лини суть 


2—я д. 
1 . _#. 
в и с? 


Изь точки взятой внф поверхности къ ней можно, вообще, провести пять 
пормальныхь лин, коихъ основав находнтея на поверхности врыден, 
проходящей черезь вершину, и коей обь параллельна оеи гичерболиче- 
екаго параболоида. 

5. Веф маметры параллельны и есть безчисленное множество коор- 
динатиыхъ косоугольныхь осей, для которыхъ гиперболичесый израболондь 
будеть предотавляться уравненюмъ формы: 


$ 628. Уравшеше гиперболическаго параболоида въ аннойпыхь коор- 


динатахъ будеть: 
2? с = 204 


а уравнене точки касанн касательной илоскости (3,1, ) есть: 


ИД -— = а --&) 
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Шаръ. 


$ 629. Уравнене шара получимъ, если выразимъ ‘основное свойетво 
зерезой поверхности, что разстояве каждой ея точки оть центра есть 
величина постоянная. 
Пусть а,6,с будуть координаты центра, х,у,2 координаты, какой- 
нибудь точки поверхности шара, х рамусъ шара, то будемъ ин\ть: 
фаер м ео 
Если начало координать помфетииъ въ центр шара, то а=0, $=0 
с==0, слёдовательно уравневе (1) схфлается: 
аул =я (2) 
Это самая проетая форма уравнены шарв. 
Если развернемь уравнение (1), то найдемъ: 


у -2ща 2 у- 262 4==0 {3) 


щи =—@а , В =— , аж-е , аи (4) 


В: 
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Изъ уравнения (2) видимъ, Что самое общее уравнене шара въ прямо- 
угольныхь коордиватахь не заключаетъ произведешй, илн какъ говорять 
прямоугольниковъ зу, 22, у2, и коэфищенты при 22, у*, 28 равны. 

Если уравнене шара дано въ форм» (3), то координаты центра и 
ралусь вычисляются съ помощью уравненй (4). 

Уравнене шара ееть частный случай уранневя поверхности втораго 
порядка: 

Еж Ну" + азя? + Зазлу -- За, зте + Залзуй + 
| Зала -- 2ану -- Заза | ав =0 (5) 


когда: 
@й == 030 298, 10 == из == аз == 0 


въ этомъ случа уравнене (5) будеты: 
ви (Ну) --2ацх -- 2ану Г 2аие | аи ==0 (6) 


которое по раздфлен!и па ам имЪеть форму уравнен!я (3). 
$ 630. Келн координаты будуть косоугольныя и углы между инии 
будуть а, 8,1, то уравнене поверхности шара будеть ($ 433, 14): 


(2 — а Ну — 62—90 —Оезя 
22 —@(@-— 6038-26 (Е еза = (т) 
тдЪ а, 6, с суть координаты центра, а х рамуеъ шара. Если начало коор- 


динать помфетимь въ центр шара, хо «= =е==0, откуда урэвнене 
шара едлаетея: 


ру -- Элусову -Р 2х сов В - 2уе сова ==? (8) 
$ 631. Пусть эм, 2 будуть координаты точки М въ пространств, а: 
ее би 


уравнене шара; а,5,с координаты его центра. 
Изь точки М проведемъ, какую-нибудь, касательную МТ къ шару; 
Т точка касаня. Если О есть цевтрь шара, то очевидно: 


Мт=ОМ—т 


ы ое и вы ФБ 9 


слловательно: 
МТ? = (п — а и а 0— 
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Изъ этого заключаемт, что если въ уравнеше шара: 
еде 9—п=0 


вотавимъ координаты, какой-нибудь точки внф поверхности шара, то по- 
лученвое числовое значеве будетъ длина касательной проведенной изъ 
взятой точки къ шару. 

8 632, Уравнене шара (3) заключаеть четыре произвольные коз- 
фищента а, 6, ©, @, сяёдовательно шаръ вполнв опредфляется четырьмя 
данными точками не лежащими въ одной плоскости. Въ самомъ дЪлЬ, если 
точки (миа), (эуоеа), (лзузйз), (тауаеи), НаходяТСя На Шар: 


уп 2 у 26а а==0 (9) 


то имжемъ: 


2 у я, + 2 -- и + 3аа + а=0 
23 | у + 2% + 2, -- 2 уз | 25 + 4=0 
23 уз м, -[- 2 -- 25 уз + За --а=0 
2, ру 2, + За + 2Ву. 295 + 4=0 


откуда найдемъ уравнеше шара, проходящаго черезъ четыре данныя точ- 
хи, если къ этимь уравненямь присовокупимъ уравнеше (3): 


ии уу ’а 1 

и -а ‚а, а, т 

ми Ве. В (10) 
ау 25, вот, 1 

д Ра ща уи,д, 


Уравненя конуса, описаннаго около шара, полярной я касательной плосностей, 
$ 683. Пусть уравнеше шара будеть: 
ауиня 1) 


пуеть (дул), (2. уз 2а) будуть двф кавыя нибудь точки; координаты точки 
находящейся на прямой, проходящей черезъ эти точки, будуть ($487); 


а —_ и № а № 
= т А А 
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ели примая ветрёчаеть шаръ, и Х соотвфтствуеть точЕФ вотрЬчи, то 
эти выраженя должны удовлетворять уравнене (11). Слфдовательно бу- 
демъ инЪть: 


ен дааа а Нур —90 (12) 


Это уравнеше второй степени относительно }, слфдовательно прямая 
встрёчаеть шарт, вообще, въ двухъ точкахъ, Если эти точки совпадаютъ, 
то прямая касается шара, а для этого необходимо, чтобы въ уравнении (12) 
оба корня были равны, т. е. должны имфть: 


(оао у 78) (ай, у 9, — 99) (ау, — 9) (3) 


Если теперь точку (ли) оставинъ въ покой, & точку (2; уз2а) буденъ 
такъ перемфщать въ пространствф, чтобы ея координаты постоянно удов- 
летворяли уравнене (12), то уравнеше: 


(аул аа уф) ну — т) (14) 


будетъ представлять, очевидно, геометрическое мЪсто точекъ, находящих- 
ея на касательныхь проведенныхь изъ точки (ду) къ поверхности ша- 
ра. Очевидно, это уравнене конуса, описаннаго около шаре, коего верши- 
на находится въ точкф (292). 

Если точка (2:21) находится на поверхности шара, то: 


ии — 
слфдовательно уравнеше (14} сдЪлается; 
зи, Буи +2 — 7 =0 


КакЪ вмдно ПЛОСКОСТЬ, А ТАКЪ КаАкъ во прямыя въ этой плоскости, про- 
ходя я черезъь (хи) касаются шара, то это есть уравнеше касатоль- 
ной плоскости въ точк$ (ди) въ шару (11). 


$ 684. Если точки пересфчешя шара съ прямою, проходящею че- 
резъ точки (ху), (2 У га), суть сопряженно гармоничесыя точкамъ 
(хил) и (2:25), то корни уравненя (12) должны быть равны, но 
съ противными знаками, а для этого необходимо имфть: 


жа Ни Ка — 2—0 (15) 


Если точку (ди) оетавимь въ покоф, а точку (1. у #2) будемъ такъ 
опредЗлять, чтобы ея координаты удовлетворяли уравнеше (15), то; 


де уу а — 8 =0 (16) 
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будеть уралневе плоскости, которая ееть геометрическое м®сто четвертой 
гармовической къ тремъ точкамь: (ди) и въ двумъ точкамъ пересЪче- 
вм прямой, проходящей черезъ точку (лу!) съ шаромъ. Слфдовательно 
это есть полярная плоскость, коей полюсъ ееть (2,у:2,), Если точка (хуи) 
вахохится на шарф, то полярная плоскоеть обращается въ касательную. 

Легко видфть, что если уравнене шара будеть дано въ общей фор- 
ы® (1), то уравнене полярной плоскости точки (тии) или касательной 
илоскоети въ точкЪ (тула) ва шарф будеть: 


иде -о рии -о-а-де-д-п=о (9 


Замфтимъ, что уравнене полярной плоскости можно получить изъ общаго 
уравненйя ея для поверхности втораго порядка (8 510). 


$ 635. Уравнене прямой, соединяющей точеу (21/12) еъ дентромъ 
(а,Ъ, с) шара, есть: 


08) 


изь которато видимъ ($ 457), что эта прямая перпендикулярна къ по- 
лярной плоскости (17). Еели рачстояще полюса (хие.) отъ полярной 
плоскости назовемь черезъ р, а разстояще его отъ центра шара череяъ 
4, то легко видфть, что: 

у? 


Уши и! 


= ра (19) 


р 


или; 


такъ какъ; 


Уи 


[3 помощью этого выражея легко построить полярную плоскость, если 
данъ полюсъ, 


1 


Уравнеще шара въ линейныхь координатахъ. 


$ 636. Мы видфли, что если координаты точки суть а, 6,с, то ея 
уразнеше есть: 


ЕН &=1 (20) 


равеконн!ю ” этой точки оть плоскости данной координатами &, 1, & 
им\еть сдВдующее выражен: 


е З ба + 2 — 


УЕ а  ^ @ 
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вели х есть величина постоянная, а &, т, будемъ такЪ измфнять, чтобы 
онЪ удовлетворяли уравневе (21), то будемъ имфть уравнене шара: 


(ры ан (е-т-- 8) (22) 


Координаты #, м, & удовлетворяющ!е этому уравненю опредфляютъ поло- 
женше плоскости, которая касаетея шара, коего координаты пентра суть 
(а, Ъ, ®). а радусъ т. Уравнеше центра, очевидио, есть (20), 

Если начало координать находится въ центр шара, то а == ==е=0 
и уравнеше шара будеть: 


Нее: . 9 


Если развернемъ уравменю (22), то найдемъ: 


име е-ве- 


{+ За6бя - 2ас& -- 5% — 2 (а Нм + -Н1==0 (24) 


Сравнивая это. уравнене съ уравнешемъ: 


аи? - аз? -|- аз? +- Заз -|- 3% + 2а3% + 
- 2 - 2ащ Е Заз д + аи ==0 {25) 


найдемъ условя, при которыхъ это уравнеше представляеть шаръ: 


а— Чи 7—3 — 088 2—8 = 988 
. , 
Ч а а 
(26) 
а а а: а ва а 
в 1 ас 1, = 28, а= +, ‚с 
в @л бы @а 944 4 
исключая изъ этихъ уравненй а, 6, с, х найдемъ: 
а. — @1@44 == 094 — аззбла == ай — @ззйа 
(27) 


@1 4034 == 1304 ‚ @4@н — @з@а $ ааа = общ 


Это необходимыя и достаточныя условя, чтобы общее уравнеше втораго 
поряде& предетавляло маръ, Если условя (27) удовлетворяются, то коор- 
динаты центра и радусъ будуть: 


а а а 
а=— 4 ‚ = 4 с 
ба @ы Я 
(28) 
= 4. — ааа ал — чаи 2%, — аззаи 
аа и аа 
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$ 637. Задача. Найти уравнене точки касашя касательной плос- 
хости къ шару? 


Рьшеще. Пусть уравнеще шара будетъ: 
веер 9) 


пусть #5; 13 будуть координаты двухъ, кахихъ-нибудь, плоскостей. 
Очевидно уравнешя этихъ плоскостей въ координатахъ Декарта будуть: 


2 пу —1=0 ; Би —1=0 


Уравнене плоскости, проходящей черезь пересфчеше этихъ двухъ плос- 
костей, будеть: 


а щу ое 1 Ая ву" — И =0 (30) 


СлЬдовательно координаты этой илоскости будуть: 


.— а № и № Я 


1 Е, Е (81) 


Если плоскость (30) будеть касательная къ поверхности шара (29), то 
координаты (31) должны удовлетворять уравнене (29), слфдовательно бу- 
демъ имфть; 


иерея — 1 ра-а ль 1 
Ее -Я) —1=0 (32) 


Это уравнеше квадратное, слёловательно даетъ для Х два значеня, отву- 
да завлючаемнь, что Черезь пересфчене двухъ данныхь плоскостей можно 
провести дв касательныя плоскости къ шару. Но если кординаты &, 1, и; 
$, 1, удовлетворяють уравневе: 


инь ие, в) бен} (33) 


то оба корня уравнен!я (32) будуть равны, а слЬдовательно плоскости 
совиадутъ, что требуетъ, чтобы прямая пересфчешя двухъ данныхь плос- 
костей касалась шара, въодной изъ точекъ пересфченёя плоскости #9, и 
въ поверхностью шара. Если въ предъидущемъ уравнен!и зам нимъ $, чз, а 
перемфнными {,7,$ то найдемъ: 


арены феи ый Не) че-ня-®-—1}=0 (84) 


Это уравнене удовлетворяется координатами, какой нибудь, плоевостн, 
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проходящей черозъ кавательную къ кругу пересёченя плоскости &, 11, 
съ шаромъ. Но если эта послёдняя плоскость будетъ касательная къ ша- 
ру, то имфемъ: 


ии) —1=0 
Слдовательно предъидущее равенство сдфлается: 
22 ($ + т 549 =1 (35) 


Это уравнене удовлетворяется координатами, какой нибудь изъ плоекос- 
тей, перее$кающей плоскость (15) по касательной въ шару; слфдова- 
тельно это будетъ уравмене искомой точеи. 


Если уравневе шара будет: 
(виа =нее-е) 
то уравнене точки касаня плоскости (1%) будеты 
(ны —П (фик офи пи 40 ==0 


$ 638. Если въ уравненм (32) корни будуть равны, но съ против- 
выми знаками, то буденъ имфть: 


(В Ни) —1=0 {36) 


при этомъ уелови, очевидно плоскости (1151), (12) и двЪ соотвфт- 
ствующЕ корнямъ Хи — * будуть гармоническя. Если плоскость (& 1; ) 
фивсируемъ, а координаты плоскости (& и.) будемъ такъ измфнять, что- 
бы ошЪ удовлетворяли уравнеше, то это уравнеше будеть представлять 
точку, которая есть, очевидно, полюсъ плоскости (14). Всф предъиду- 
ще результаты можно получить изь общихъ свойствь кривыхъ втораго 
порядка, изложениыхъ въ 88 207—211. 


Фистема двухъ шаровъ. 
639. Пусть уравиешя двухъ шаровъ будуть: 
Я = (#— миф) — а — 2, =0 
бу (я — ва) (у — В @— 6,8 — 7, =0 


(31) 


если эти уравневя вычтемъ, то найдемъ: 


Я —& =0 (38) 


42* 
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или: 


шве, ув) 


+ а ре а и 0 (39) 


Это уравнев!е представляеть плоскость, которая, очевидно, перпендику- 
лярна къ прямой: 
#— УИ _ Е— а. 
аа в а - 


(40) 


соединяющей центры шаровъ 8, =0 и 5, =0. Эта плоскоеть называется 
‘радикальною плоскостью. 


Изъ уравнен!я: 
8 = (41) 


видимъ, припоминая числовое значеше количествь 8; и 6 ($ 631), что 
зс№ касательныя, проведенныя изъ какой нибудь точки радикальной плос- 
кости въ шарамъ (37) равны. Еели шары 5! =0 и 5 =0 пересфкаются, 
то радикальная плоскость есть плоскость круга, по которому пересфкают- 
зя шары (37); если шары касаются, то ‘радикальная плоскость есть 
общая васалельная плоскость въ обфимь шарамъ, наковещь если шары 
не пересфкаютея, то радикальная плоскость проходить черезъ средикы 
общихъ касательныхь къ шарамь. Въ частномъ случаВ, если шары кон- 
центричны, а при этоиъ и =аз, 9 ==8,, с =с,, то уравнеше (39) сво- 
дится на постоянное количество, что показываетъ, что радикальная плос- 
кость находится на безконечноети. у 


$ 640. Очевидно, что уравнене: 
Я —^9=0 (42) 


есть шаръ, проходящй черезъ пересфчене шаровъ (37); давая Х всевоз- 
можныя знеченшя, мы будемъ имфть систему изъ безконечнаго числа ша- 
ровъ, которые ве$ проходить черезь перес5чене шаровъ (37). Еслы озна- 
чимъ черезъ а,5,с,г координаты цептра и радусь одного изъ этихъ ша- 
ровъ, то будемъ имЪть: 


@ — 1 | В — № а № 


1 ' (43) 


2 


(44) 


ТЛЬ @ есть разстоян!е между центрами шаровъ. Изъ выражевй (43) ви- 
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димъ, что центры шаровъ системы ве находятся на пряной, соединя- 
ющей центры шаровъ (37). Тажъ какъ вс шары (42) проходять черегь 
пересфчене, дЫйствительное или мниное шаровь (37), то вся система 
иифеть общую радикальную илоскоеть. Между шарами системы (42) есть 
два шара, коихъ ражусы равны нулю; положеше этихъ шаровъ или то- 
ЧеЕъ найдемъ, если въ уравненши (44) положимъ г=0. Это услоше даеть 


уравнене: 


С (45) 


Изъ этого квадратнаго уравкеня найдемъ для } два значешя № и \,, 
которыя и дадутъ положене центровъь искомыхъ шаровъь, называемыхь 
предтмльными. 

Предфльныя точки будуть дЪйствительныя или мнимыя, смотря по- 
тому булуть-ли корни уравнешя (45) дфйствительные илн мнимые. Если 
выражение: . 

а (46) 


будеть положительное, то корни уравнешя (45) будуть дЪйствительные, 
зъ противномъ случаЪ они будуть мнимые. Если выражене (46) будоть 
равно нулю, то корни будуть равные. 


Выражеше (46) можеть быть написано въ форм: 


(аи +) Са т-Е)(9—п + @а-+п-м (47) 


изъ котораго видно, что выражеше (46) будеть отрицательнымъ подь 


уедовемъ: 
а>я-+-т или в<—п 


если 7. > и. Предфльныя точки совифетятся если: 
= 2 или = — м 


Изъ этого видимъ, что предЪльныя ЗочкИ будуть мнимыя, если шары пе- 
ресфваются, и дёйствительныя въ противномъ случа. 


$ 641. Такъ какъ уравнеше (44) относительно Х второй степени, 10 
въ систем шаровъ (42) есть веегда два шара съ даннымъ радусомъ, 

Если шары . (37) пересЪкаютея, то легко построить систему шаровъ 
(42), инъющихъ общую сфкущую плоскость, но если шары (37) не пере- 
сЪваются, то поетроеше системы шаровъ (42) дФлаетея съ помощью слё- 
дующихь свойствь системы, 

Тавъ какъ система шаровъ (42) имфеть общую радикальную плос- 
кость, то изъ свойствъ (41) сафдуеть, что касательныя, проведенный изъ 
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какой-нибудь точки т радикальной плоскости ко вефиъ шарамь систены 
{42), равны, слздовательно геометрическое мЪсто точекъ касавя каса- 
тельныхъ проведевныхъ изъ точки ж къ шарамъ системы, есть шаръ, 
пересфкающий зеф шары системы подъ прямымъ угломъ и коего цеятръ 
есть точка и. Этоть шаръ, очевидно, проходить и черезь предельныя 
точки системы. Если точку т будемъ перемфщать по радикальной плос- 
кости, то получимъ другую систему шаровъ, пересфкающихь первую подъ 
прямыми углами. 

Вез шары второй системы проходять черезь предфльныя точки, 
слфдовательно, прямая соединяющая эти точки есть общая хорда шаров 
второй системы. На этомь свойствЪ легко постройть, какой-нибудь изъ 
шаровъ, принадлежащихь второй систем. 


$ 642. Полярная плоскость системы шаровъ. Мы видфли выше ($ 634), 
что поларныя плоскости шаровь & ==0 и 6=0 относительно полюса 
({гия) суты 


В=и—ш а-я ивы) — а) —а)— м =0 
: (48) 
ВЫ —в)@ + и Бои —т=0 


сяфдовательно полярная илоекоеть системы (42) отиосительно того же по- 
люса будетъ; 


Р— АР, =0 (49) 


Изъ формы этого уравневя видимъ, что полярная плоскость, кавой-ни- 
будь, точки относительно шаровъ системы (42) всегда проходить черозъ 
переефчеше полярныхъ плоскостей (48) той-же точки относительно ма- 
ровъ 5 =0и 6, =0. 

Еели полюеъ находится на прямой соединяющей центры маровъ, то 
выфсто ‚у, надобно подставить въ уравнене (49) выраженя: 


а — № Ш — № а — № 
ША о у › = (50) 


откуда будемъ имфть: 


В = (и— в) (и) Е ®—в) (и) + (&—5)(#—)— =0 


у (50) 
Р= (и) (а о-в) — п а-=0’ 


8 1—Х) 
А 


очевидно эти плоскоети пернендикулярны вЪ прямой, соединяющей цен- 
тры шаровъ. 
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ели желаемъ иифть полярныя плоскоети одной изъ предфльныхь 
точевъ, то мы должны въ уравнешя (51) вотавить выфето А корви ураз- 
нешя (45) \\ м \,, что даеть 


7 1—\) — 
0 


(в) #—а}-- Во -в)-а-—в)@—ч) 
. (53) 
(и— меб) бы @—в)8—в)— т а—№) =0 


Если въ эти уравнешя вставимъ выЪето х,у,2 координаты другой пре- 
ДВЛЬНОЙ точки; 


и — аа. —_ И — № —_ @ — №2 р 
м т. (53) 


и ваыфтимъ, что; 


2. 
г 
2 == 
1 72, . 


то нейдемь, что уравненя (52) удовлетворлются этими координатами, 
откуда видинъ, что полярныя цхоекости (52) проходатъ черезъ другую 
предфльвую точку, а такъ какъ онф периендикулярны къ прямой соеди- 
няющей центры шаровъ, то онф совмфщаются, откуда сдфдуеть, что ио- 
лярная плоскость одной изъ предвльныхЪ точекь, относительно квждаго 
изъ шаровъ снетемы (42), есть илоскость, проходящая черезъ другую пре- 
дЬльную точку перпендикулярно къ праной, соединяющей центры шаровъ. 


Центры подоби. 
8 643. Пусть узвнешя двухъ шаровъ будуть: 
== (ао е-ай—м =0 
= (+ и— 6)? -- (— с) — 15, =0 
урзвненя центровъ этихъ шаровъ, очевидно, будуть: 
= ВЫ —1 


Два обиуе описанные конуса около шаровь (54) имфють вершины иа пря- 
мой, соединяющей центры шаровъ, одну вн шаровъ, другую между ша- 
рами. Назовемь центры шаровъ черезь 01, 0», & вершивы вонусовъ че- 
резъ 5 м 5. Помфетимъ начало координать въ вершинф 5, возьмемъ 38 


(54) 


0, 4. -=вай м си —1=0 (55) 
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ось Х прямую &0,0,. Плоскость ХЯ пересфчеть оба шара по кругамъ, 
коихъ визший  центръ подобя ‘будетъь вершина 8. Если А и а будуть 
двф, кав1я-нибудь, соотвЪтствевныхя точки на вругахъ пересзченя, то бу- 
демъ инбть, очевидно: 


5 бп 
а т 
откуда: 
ЗА == за. (56) 


® есть коэфищенть подобя круговъ. Но за плоскость ХИ можно взять 
какую угодно плоскость, проходящую по прямой 0\Оз, елфдовательно за-. 
висимоеть (56) будеть имфть мфето для двукъ, какихь нибудь, точекъ 
шаровъ, лежащихъ на прямой, проходящей зерезь вершину 5. Такииъ 
образомъ уравнене служить дяя опредвлещя одной изъ двухъ точевъ 4 
и а, если другая дана и дань коэфищенть подоМя №. Вершина. 5 назы- 
вается внюшнимь центромь подобгя двухъ шаровъ (54), а вершина з— вну- 
треннимь центромь подобя тЬхъ-же шаров. 

Изъ подоб]я круговъ въ плоскости, проходящей черезъ прямую 80 Оз, 
слздуетъ, что 5, 01, $, Оз суть гармоничесвя точки и что ражуеы проведен- 
ные въ соотвтственныя точки шаровъ параллельны. Чтобы построить 
внъший центрь подобя двухъ данныхь шаровъ надобно черезь ихъ 
центры провести хва.параххлельвые радиуса въ одномъ направлеяи и че- 
резъь ихъ концы провести прямую, которая встрётитъ прамую 010, въ. 
искомой точкВ 5. Если параллельные раусы будуть проведены въ про- 
тивуположныхь направлешяхъ, то прямая, соединяющая ихъ концы вотр- 
тить прямую центровъ 0,0» въ точкЪ 3, которая будетъ внутреннимъ 
центромъ подобя. 

$ 644. Задача. Найти координаты центровъ подобйя двухъ данныхъ 
шаровъ? 

Рьшене. Выше видфли, что точки 5, 0,,5,0, суть гармоничесыя и 
что; 


Замфчая, что уравненшя точекъ 0; м Оз суть (55): 
Ааа Нот —1=0 , &4=0--69 +5 —1==0 


найдемъ уравнешя точекъ би 5 


(9 А-Я що ВИС) А ло (51) 
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яли; 
(п-т) | Фи тт Е (ест) $ — @— п) =0 68) 
5: 
(шть-+Навт) $ Физ") я + итоареви $ — (Ни) =0 
откуда координаты точекъ 5 и 3 будуть: 
(8) =". „вм а" А 
щи '’ у т—п › — п 
+ ь ь + {59} 
в 72а ВТР бат, —_ айс 
® = и ° 3 7 ти ‚1 т 


$ 645. Задача. Найти уравнены конусовъ, описанныхь около двухъ 
данныхь шаровъ? 

Рьшене, Означимъ черезъ 2, у, координаты вершины конуса, опи- 
саннаго около шара &=0, его уравнев!е будеть ($ 631): 


{п ше) ив — в) {ааа 
— Я {и—аш-в ща] =0 . (60) 


Занфстивъ координаты и, и, А, координатами Я (59), найдемъ: 
{иди Нури —в)-@--ида--ед пи 
—_Я {0:05*— (2 — у} =0 
Еели развернемъ квадратъ въ этомъ уравнеши и замфтимъ, что; 


а-я = 


2 
ас — ал и ее, 


ада уе 


то найдемъ: 
{5—9 — бб (п [бб — п} =0 (6) 


Это ееть уравнене конуса описаннаго около шаровь 9\==0 и 4==0, коего 
зершива есть точка 5, Легко такимъ же образомъ найти опиевнный во- 
вусъ, коего вершина есть точка $: 


{9—9 — д.0 (м эф 49 {бб} =6 (6) 


$8 646. Задача. Найти уравнешя полярныхь плоскостей центров 
подобя двухь шаров? й “ 
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Ришенае. Полярная плоскость точки (212: ) относительно шара 5, =0 
есть: 


(а) (в) — 6) (--Ы) + (и) фа) — п =0 


Замфстимъ координаты 21, координатами 8 (59), то съ помош/ю предъ- 
идущаго преобразовашя, найдемъ! 


Е (63) 
Нолярная плосвоеть той-же точки относительно шара &, =0 будеть: 
&—98- {00 —(,—ну} =0 (64) 


Точно тавже найдемъ уравненя полярныхъ плоскостей внутренняго цен- 
тра подоб]я относительно обоихъ шаров: 


&—9.— (0,07 -— ии] =0 


(65) 
&—5+ (9 б’—(и-у} =0 


система трехъ шаронъ 
$ 647. Пусть данные три шара будутъ: 
о и 


(р — а) Ев, =0 (66) 
Бишоф = 
Уравневя ихъ центровъ будуть: 
А, = шё-Н т -- 5 —1=0 
Аз ==ай-- &9 + с —1==0 (67) 
Аа Рам + с —1==0 


Радикальныя плоскости каждой пары изъ трехь шаровъ (66) будуть: 
Я —5:=0 , -—6=0 , 5:—8=0 (68) 


Легко видЪть, что эти три илоскости пересЗкаются ло одной прямой, ко- 
торая называется радикальною осью трехъ шаровъ. 


Каждая изъ точекъ радикальной оси удоваетворяеть уравненйя: 


8 = 8 — 5% (69) 
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СлЪдовательно она есть геометрическое чето точекъ, изъ коихъ касатель- 
вых, проведенных къ тремъ шарамъ (66), равны. Такъ какъ радикальная 
плоскость пернендикулярна къ прямой соединяющей центры шаровъ, 10 изъ 
этого елдуеть, что радикальная ось периендикулярна къ плоскости, иро- 
ходящей черезь центры трехъ шаровъ. 


648. Уравнене: 
. Я -- №8 -- 45: =0 (10) 
иредставляеть систему шаровъ, ичфющихь общую радикальную ось съ 
шарами (66). 

Въ самомъ дЬлЬ, длина касательной, проведенной изъ какой нибудь 
точки радикальной оси къ шару (70), очевидно, есть: 


а ья. 
АЕ ь 
но для всякой точки на радикальной оси ямфемъ б\==6 ==58, слЪдова- 
тельно: а 
8 Эа и 
три —=8 (11) 


а это показываеть, что всЪ шары системы (70) имфють общую радиваль- 
ную ось. 
Координаты центра одного изъ шаровъ системы (70) суть: 


О м Е ма Ща № - в В а № вез 


ть ТЕ ть 


исключая изъ этихъ уравнемй \ и  найдемь геометрическое мфето цент- 
ровъ шаровъ (70); 


у 1 
и в @& 1 
ыы 9 
а @ в 1 


которое, какъ вндно, есть плоскость, проходящая черезь центры трехъ 
зиаровъ (66). 

Задама. Показать, что геометрическое м%ето центровь шаровъ сис- 
темы (70), коихъ радфусъ есть данная величина, есть коническое сфчене 
на плоскости центровъ? 

$ 649. Предложемне. Полярных плоскости данной точки, относительно 
хаждаго изь системы шаровъ (70), проходить веф черезъ одну и туже 
точву. 
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Доказательетво. Пусть: 
Я =0 , &=0 , 8=0 (12) 


будуть трн шара. 
5, + 88 + р5 =0 (13) 


есть система маровъ имфющихь общую радикальную ось съ тремя дан- 
ными шарами (72), 


Если; 


суть полярныя плоскости точки {диг) относительно шаровъ {72), то: 
РР, --*Р, | ьР.=0 (74) 


будеть, очевидно, полярная илоскость той-же точки относительно шара 
(73). Изъ формы уравневя (74) видно, что эта плоскость проходитъ че- 
резъ точку пересбченя плоскостей (73), кавя бы нибыли значенн па- 
ранетровъ Хи ц. 

Задача. Показать, что если данная точка (ди) находитея на ради- 
хальной оси трехъ шаровъ, то полярныя плоскости (73) переефкаются 
также на радикальной оси? 


$ 650. Центры подойл. Три шара: 
$=0 , 20 , 4 =0 (15) 


эзятые попарно имфють шесть центровъ подобш, которые расположены 
на сторонахъ треугольника 0,0.0з, если О, 0», Оз суть центры данныхъ 
маровъ. Уравнешя этихъ центровъ суть: 


4 № _ о 3 _ А 6 4, _ 4 6 
7а 7 т " м 72 
(16) 
И: №414 _ А, 43 
72 + 7 о, 73 + " о, п ' т» ы 


первыя три уравненя даютъ тождество: 


ое 
7 7 73 т: т 72 


Слфдовалельно три выше центра подоби дежать на одной прямой ди- 


ГЛАВА ХХХУШ, — ШАРЪ. 669 


ни. Изъ тЬхъ же уравнен!й (76) найдень еще слфдующуя ‘тождества: 
А Аз | 4 8 4 \ 
( +) (# 1 + 73 и)=о 
А 42\ (3,4) [4 4 
(" + „) (; + 7” ) 73 „) 


не 


т" 7 


Изъ этихъ тождествъ слЪдуеть, что два внутренне и одииъ внзши!й изъ 
центровъ подоб]я также лежать на одной прямой лини. Четыре пряных, 
на которыхъ лежать по три центра зодобн называютея осями подобя 
трехъ шаровъ. Очевидно эти четыре оси находятся въ плоскости цеитровъ. 

Съ помощью уравненй (76} легко написать координаты цеитровъ 
нодобя. Такъ, напримфрь, координаты центровъ подобя: 


4. 
4 о, № о 
7 7 " я 
суть: 
—. 71 — та —_ Вий 67 — Чита 
Що, И=- ‚› А=- 
я — м — ”—® 
(17) 
аз" — 7108 —. ви — В — 7 — 97 
3 =, у , о 
, п — 73 п — я — 3 


Коеинусы угловъ прямой, проходящей черезъ двё точки (лу), (254555), 
пропорцюнальны разкостямъ: 


бт, у , йа 
Слфдовательно изъ выражешй (77) слёдуеть, что косинуеы угловъ, кото- 


рые внфшияя ось подобия составляеть съ координатными осями, пропор- 
цональны выраженямъ: 


(ав —ч аз) ув — и) + 7в (а — аз) 
п -— в) ны &в— В) 6, —) (78) 


(са — вв) + 7 (в — в) {т (& — в) 


Въ уравнеши: 
т (8: 55) Ри (5% — &) (9 — &) =0 


хоэфищенты при 2, у, 2, очевидно, пропорщональны выраженямъ (78), слё- 
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довалельно это уравнене представляеть плоскость, которая проходить че- 
резъ радикальную ось и перпендикулярна къ внфшней оси подобя. 


$ 651. Задача. Найти взаимную поляру внфшней оси подобя трехъ 
царовъ? 
Ришене. Пусть данные шары будуть: 
Я =0 , №=0 , &=0 


Выше видфли, что уравнене полярной плоскости точки: 


т 
я 72 
относительно шара 8; =0, есть: 
5 —&-+10,0^—и—п} =0 (79) 


Уравневе полярной плоскости точки: 


8 _ #0 
73 71 
относительно того-же шара, есть: 
$ —5-+ 10,07 —(и— я) =0 . @0) 


Уравнен!я (79) и (80) взятыя виЪст№ представляють взаимную поляру 
внфшней оси подобя относительяо шара &=0, такъ какъ полярныя 
плосвости двухъ точекъ пересфкаются по взаимной полярв прямой, про- 
ходящей черезь дв точки. Такя-же уравненя можно получить отноеи- 
тельно другихъ шаровъ. 

Извфетно, что взаимная поляра пересфченя двухъ касательныхь 
плоскостей въ шару, есть хорда соприкосновеня. Слфдовательно, если 
хъ уравненямъ (79) и (80) присовокупимъ уравнеше шара &=0, та 
буденъ имфть три ураввеня, изъ воихъ можно опредфлить точки каеа- 
;\я касательныхь плоскостей, проведенныхь къ шару 81 ==0 черезъ выше 
нюЮ ось подобя. 


Система четырехь шаровъ. 
652. Пусть уравнешя четырахь шаровъ будуть: 


8:==0 , б=0 , 6 = 


‚ № =0 (81) 
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Радикальныя оен этихъ шаровъ, взятых по три, суть: 
8 —8:=0 , 5, —=0[ , &—9=0 


Я —8:=0 , 58—5:=0 , 6—6: =0 
(82) 


88 —8:=0 , 5—8 ==0 , &— 6: =0 
5 —&=0 , &—5=0 , 5-5 =0 


Легко видфть, что эти прямыя переефкаются въ одной точкф, которая 
соотаётетвуетъ равевству: 


Я == 5 == 5 == 5% 


Эта точва называется радикальнымь центромъ четырехъ данныхъ шаровъ, 
Точка эта иметь то свойство, что веб касательных проведенныя изъ 
нея ко вефыъ четыренъ шарамъ, равны; она есть центръ шара, который 
проходить черезь вс№ точки касавя, касательныхь къ четыремъ шарамъ, 
и коего радусь есть общая длина этихъ касательныхъ. 


Положимь, что четвертый шаръ 5 =0 измняется и пусть Л 6у- 
детъ радикальная ось трехъ оствльныхь шаровъ. Какое-бы нибыло поло- 
жене центра, шаръ 5, =0 пересфчеть друме шары по кругамъ, коихь 
плоскости переекутся на пряной Р; 

$ 653." Центры подобя. Если возьмемъ шары по-парно, то найдем 
по три центра подобя на каждомъ ребрЪ тетраэдра, коего вершины суть 
центры данныхь четырехъь шаровъ. Уравнешя этихъ двфнадцати цен- 
тровъ подоб1я суть: 


@ А __ 3 о, А! 4—0 , р: 4—0 
" 72 ы 73 т 74 
® #3 _ № 0 , 43 _ 4 с , 484 о 
72 73 та * 73 74 
(83) 
А, № РИ: 43 44 
оо, Ииео, оо 


ТА: 


суть уравнен!я центровъ шаровъ. 
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Легко видфть, что уравнешя (8) суть слфдетыя уравнев!й (а), отку- 
да слЪдуеть, что шесть первыхъ центровъ подобя (а) и (8) находятся 
въ одной плоскости. Точно также легко показать, что вычитая почленно 
три уравнен!я системъ (1) и (8) найдемъ три уравнен!я, принадлежащая 
системамъ (©) и (8). Откуда слфдуеть, что три центра подоб]я втораго 
рода находятея съ тремя центрами подоб]я перваго рода въ одной плос- 
кости. Для каждой системы изъ трехъ шаровъ сущеетвуютъ четыре оси 
подобя, такъ что двфнадцать центровъ подобя находятея по три на 
шестнадцати осяжь #0добёя и комбинированные по шесть, находятся въ од- 
ной плоскости, которая называется плоскостью яодоб'я; такихъ плоскостей 
есть восемь; он пересЪкаются по осямъ нодобя, 

8 654. Задача. Найти полюсъ плоскости подо@н отвоеительно одного 
изъ четырехъ данвыхь шаровъ? 

Ришеще. Опредфлимъ, налримфръ, нолюсъ плоскости подобя, въ ко- 
торой находялсея точки (а) и (8) (83). Означимъ эту плоскоеть черезъ Р 
и назовемъ ее вняминею плоскостью подобя въ отлич{е отъ другихъ. Мы 
выше видёли, что полярная плоскость точки: 


№ _ № 


м 7а 


0 


относительно шара 5 = 0, есть: 
яя. 
Я — 5 -- 0.0: —(@ —*}=0 {84) 
и полярных плоскости относительно точекъ: 


44 м № 


, 
” 7з я 7” 


0 


относительно того-же шара, суть: 
пра 
8: — 88 + 010; —(@, — в} =0 


#— 5 + 0:0, 


(85) 


—и—ч\=0 


Полюсъ плоекости Р есть пересфчене этихъ трехъ плоскостей, сл$дова- 
тельно, опредфляя изъ этихъ трехь ураввешй т,у,2, найдемъ координаты 
искомаго нолюса. 

Точно также найдемъ уравнев!я, опредфляюц я полюеъ той-же плос- 
кости относительно другихъ шаровъ, а также и полюсы другихъ илоскос- 
тей иодоб!я относительно данныхь шаровъ. 
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$ 655. Задача. Найти шарф касательный къ четыремь даннымъ 
шарамъ? 


Рилиене. Пусть уравненя давныхъ шаровъ будуть: 
&=0 , 5=0 , 5=0 , 8, =0 
а координаты ихъ центровъ и радтуеы пусть будуть: 


ават 
а 6 са т 
а ба 68 т 


4 Ш в № 


Если означимъ центры этихъ шаровъ черезъ Оу, Оз, Оз, Ок, в центрь и ра- 
дДуеъ искомаго шара черезь О и х, который касается внутренне данныхь 
шаровъ, то, очевидно, будемъ имфть елфдующия уравнентя: 


бо ("та , боб ое , бб (ит 


Но извфетно, что разстояе ОО, даетея выражешемь: 


002 (ба у— в, --#— в)? 


гдф х,у.2 суть координаты центра искомаго шара, слБдовательно иредъ- 
идуия уравнен:я могуть быть выражены въ форм: ° 


Я = (и, вм = 
(86) 


бат == (и, бт = (ня 


Эти четыре уравнения содержать ршеше предложенной задачи, он® да- 
ють возможность опредфлить радусъ искомаго шара и воординаты его 
центра. Въ уравнетяхъ (86) мы предположили, что шаръ касается внут- 
ренве данныхь шаровъ; въ елучаЪ выфщняго касавя вадобно перем$- 
вить знаки при рад1усахь 7,7, 7,7”. Наконець, какой-бы ни быль шаръ 
касвтельный къ даннымь, надобно написать уравнене (86), давая звакъ 
—тфиъ шарамъ, коихЪф искомый шаръ касается вышине; Соечитывая всв 
комбинащи знаковь легко видЪфть, что задача имфеть шесткадцать рше- 
1, изъ коихь нЪкоторыя могуть быть ннимыя-—это зависить оть поло- 
жевя данныхь шёровъ, 
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$ 656. Если вычтемъ почленно уравнев!я (86), то найдемъ: 


(в) Я— == ны) , Ян), 9—8: = ив) 


56) баба == (из), ба би изта), 9-4 == 29а) 


изъ этихь уравнешй только три различны, такъ какъ три послфдея суть 
слёдотыя первыхъ. Исключая г изъ уравнен!й (а), найдем: 


(п — 14) (9 — 5} — 1 — т) (9 — 8) =0 


@ #4) (9: — 8) — би — =) (@ — 0 =0 
или: 
я (8, — 8) {- т (9, — 8) Е ил (8% — 9) =0 (87) 


я (5 — 58) + из (9 — ЗА -Е 1+ (8% — 81) =0 (88) 


Эти уравненя неизыЪняютея, если измфнимъ знаки радрусовъ #1, Уз, 7, Ру 
и такь какъ он вытенаютъ изъ уравненй (а), то он будуть удовлет- 
ворятьея координатами цевтра шара, который касается внутренне или 
вершине данныхь шаровъ. Разности 5. -—— 4 и т. д. первой степени отно- 
сительно 5, у,2, слЪдовательно уравнен!я (87) и (88) предетавляють двЪ 
плоскости, проходящя черезъ радикальный центрь и переефкаюцияея по 
прямой, на которой находятся центры двухъ каеательныхь шаровъ. Пер- 
вое изъ предъидущихъ уравненй {87) представляеть плоскость перпевди- 
кулярную къ внфшней оси подобя ($650) шаровъ О:, Оь, Оь, а второе 
(88) предетавляеть плоскость перпендикулярную къ вяъшней оси подобя 
шаровъ 01, Оз, О., слвдовательно нлоскость ПЮ, которая содержитъ шесть 
точекъ: 


44.0, 4 Ао Ао 
” 72 " я Ш ый 
А № Ао , № №0 
7 13 я я я в 


зернендикулярна къ плоскостамъ (87) и (88) и къ ихъ общему сфченто. 
Изъ этого заЕЛЮЧВенЪ, чию центры двуть касазтельнихь шаровь вышине и 
внутренне къ даннымь, натодятся на перпендикулярю, опущенномь изъ ра- 
дихальназо центра на внищнюю плоскость подобая. 

Точно также найдем, если не всф радусы и, 7, 7,74 имфють общ 
Знакъ, что центры шестнадцати шаровь касательныхь нь четыремь дан- 
нымь, налодятся ни перпендикулярахь, опущенныхь изь радикальнало цен- 
тра на восемь плоскостей подобая. 
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$ 657. Пусть 5 будетъ касательный шаръ, касающЕся внутренне, пусть 
2,2 суть координаты точки касашя шаровь 5 =0 н. 5 =0, Эта 


; И 
точка дфлить разстояще 00, въ отношени ; ‚ сл»доввтельно: 


х т -- та пу = па -Етс. 
т тя ' я {и у Ёп 
откуда: .. 
#= ии) я та ети — (а) а— та 
= ‚ у= ‚› #= 
” . м ы 


текъ какъ х,у,2 суть координаты центра О, то онЪ должны удовлетворять 
уравненямъ (а). Прежде подстановленя замбтимъ, Что’ замфщая въ по- 
лином® первой степени формы а2--Бу--сё--@ величины х, у, # ихъ предъи- 
дущини выражев!ями, найдемъ: ., В 


ы 


(а +9; + + +9 


п 


т.е. результать равенъ данному полиному, въ которонъ х, у, # замъщены 
й . 


7: 
черезъ 2, и, и: умвоженному на — 1 безъ тото-же полинома, унножев- 
1 


Ы и 
наго на .’ и вЪ который выЪето 2, у, # вотавлены координаты ‚с. Въ 
1 


‘силу этого правила первое изъ уравненЁй (а) сдЪлвется: - 


Р-ев) + 


+2 &—в)а а — 1 — 2% — Чи = (и — #3) 
ли: ` 


ИИ’ (оби фпжь ив) 


посл сокращен это уравнен!е принегь форму: 


г 
Ям рр 0—0 
точно тавже найдемъ для остальных двухъ уравнен!й (а): 


а 


Ни 
и — я {0,07 [< =: =0 


а" бои 0 


48* 
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Откуда, отбрасывая индексы, видимъ, что координаты точки касашя ша- 
ровъ би 5: удовлетворяють уравненямъ: 


(89) 


откуда, вычитая, найдемъ: 


00} и | "у (90) 


Оби — — 


Эти уравненя представляють плоскости, въ, которыхъ находится ради- 
кальный центръ и точки касая шара 5 с5 шаромъ 5; = 0; сововупно 
эти уравнения представляють прямую, проходящую черезь эти дв® точки. 
Такъ какъ эти уравненя неизмЪняются, если изыБнимЪ 7, 7,7,” На 
— я, —-2, —, —7, то прямая эта проходить н черезь вифшнюю 
точку касан!я шара 5, =0 есь шаромъ 8. 

Если вычтемъ уравнеше (84) изъ уравневй (85), которыя опре- 
дфлають полюсъ внфшней плоскости подобя, то иайдемъ уравнен!я (90). 
СлАдовательно прямая, соединяющая радикальный цевтръ съ полюсомъ 
плоскости Г относительно шара & =0, содержитъ точки касаня двухъ 
шаровъ касательныхь внутренне и внЪшне къ даннымь шарамъ. Тавое 
же заключеше вызеденъ и относительно шаровь 5 =0, 6 =0, 5 =0. 

Сяфдовательно прямыя, соединяющ!я радикальный центръ, съ по- 
люсани вифшней плоскости подоб я, опредфляютъ пересфчешекъ своимъ 
съ данными шарами точки касан!я двухъ касательныхъ шаровъ, одного 
внфшне, & другаго внутренне, съ данными шарами. 

Обобщая этоть результать, найдемъ слфдующее предложене: 

Предложене. Если выберемъ произвольно одну взъ плоскостей по- 
добя системы четырехъ шаровъ, то прямыя, соединяющин радикальный 
центрь ©ъ полюсами этой плоскости относительно важдаго изъ четырехъ 
шаровъ, вотрфчають шары въ восьми точкахъ, когорыя суть точкн васа- 
ня двухъ шаровъ касательных кЪ даннымь. 


ТЛАВА ХХХ1Х.—-ФОКУСЫ НОВЕРХНОСТЕЙ. 677 


$ 658. Замтимь здфеь, что рЬшен!е задачи „о нахожден!и шара, касающагося 
четырехъ данныхъ шаровъ“ было дано Ферма, которому этоть вопросъ былъ предло- 
женъ, для рёшешя, Декартомъ. ПослфдЙ хотя утверждаль, что имъ найдено р- 
шене этой задачи, ири помощи обыкновенной геометрии, но указа й но этому пред- 
мету въ его сочиненяхтъ нфть никакихъ, Вопросъ объ отыекани! шара, касающегося 
четырехь данныхъ есть ничто иное, кавъ дальнЪйшее обобщен!е задачи объ отыска- 
ви круга, касающагося трехъ данныхт; посафдния задача, ванъ новфстно, быза од- 
ной изъ важнЪфЙшихь утеряннаго сочннея Аполлошя „0 соприкосновеняхь“, ко- 
торое было возстановлено В1етомъ. Зодачу эту В1етъ предлагалу для рЬшен!я голханд- 
скоиу геометру Адрану Романусу, который нашелъ центрь искомаго круга, какъ. 
точку нересфчешя двухъ гинерболь. Но Веть ему ноказаль, что задача можеть быть 
рЬшена безъ посредства коническихь сфченй и что искомую точв? можно найти 
проще, какъ пересфчен!е двухъ нрямыхъ лин. Друмя рышеня атой задачи были 
даны Ньютономъ. Вопросъ этоть занималь также Декарта, который далъ два рёше-. 
Ия; первое изъ нихь по его ше словамъ „было на стольво сложно, что нотребова- 
лось бы не менфе мфеяца для его построешя“. Другое представляло не менышя за- 
трудненя. 


ГЛАВА УХххХ. 
Фонусы поверхностей. 
$ 659, Если: 
Я = (#— в) -- (у-ва) —9 =0 (1) 


есть уравнеше шара, коего центръ есть (м,8,с1), радусъ я, а: 


А; == хс0за, | ус0з В -- 2608 — р =0 


(2) 
Аз = 26039, -- усов В» -- 260872 — р =0 
суть уравненЁя двухъ плоскостей въ нормальной форм$, то; 
81 — №41 4з ==0 (3) 


есть уравнене новерхности втораго порядка, проходящей черезь перес*- 
чене шара (1) съ плоскостью (2). Пересвченя эти суть круги, а ел до- 
вательно всё пересфченя поверхности (3) плоскостями параллельныни 
влоекостямъ (2) будуть также круги. 

Легко показать, что поверхность (3) съ шаромъ (1) имЗютъ двойное 
соприкосновене на прамой пересфченя плоскостей (2), т. е. въ точкахъ 
тдф прямая (1,4) вотрёчаеть шаръ (1) и поверхность (3). Въ самомъ 
дваь, пусть (лида) будеть точка общая объимъ поверхноетямъ (1) и (3), 
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в Р=-0 уравнене касательной плоскости въ этой точк& къ шару (1), 
очевидно: 


=(и— а) (#— аи) + (ив) (В) Та) (а) =о (9 


Уравнене касательной плоскости въ поверхности (3) въ той-же’ точ 
есть: у 

Р— МАЛА: | АА) =0 . 65) 
тд Ан А), суть числовыя звачешя А; и 4., когда въ вихЪ подста- 
вимъ координаты м... Если точка (ду) находится на пересфчеи 
плоскостей (2), то 4',==0, А’, ==0, сиздовательно уразнев!е (5) касатель- 
ной плоскости въ поверхности (3) сдфлается Р==0, т. е. поверхности (1) 
и (3) имвють общую касательную плоскость въ точк№ встрЪчи поверх- 
ности съ прямою (А, 4»). 

Обратно, если поверхноеть втораго порядка имфеть двойное сопри- 
косновеше съ шаромъ въ двужъ точкахъ 01 И 4, то пересфчен!е этихь 
поверхностей суть два круга. Въ самомъ дЪлф, пусть РЕСи 9=0 6;- 
дуть общия касательныя къ обфимъ поверхностямъ въ точкахъ 4; И 92 
пусть 4 будеть третяя точка на пересфчен!е поверхностей. Еели черезъ 
точки 9,94: проведемъ плоскость, то сФченёя ея еъ поверхностями бу- 
дутъ два коничесвя сфчешя, ичфюцщия двойное соприкосновене въ точ- 
кахъ 91 И 4», 8 Такь какъ он проходять н черезь точку 4х, то оба 
вполнё опредфляются одними и тфии-же пятью условяни, а сл6довательно 
он тождественны, т, е. совпедають. -. 

Но пересфчене поверхностей вторато порядка четвертой степеня, 
слфдовательно друМя точки не находан]яся на первомь крутВ дохжны 
находиться на другомъ. 

Если черегь 4.=0 и 4,=0 означимь плоекости круговъ пере- 
сфченя шара и поверхности втораго порадка, то ея уравнене будеть 


им ть форму: ААА 
—^41.4 =0 


Если шаръ (1) обращается въ точку, т, е, воля и, ==0, то его уравнене 
будеть: 
= & му) #— и =0 (6) 


Эту точку должно разематривать, какъ. имфющую двойное соприкоснове- 
не ©ъ поверхностью; 


5: —%4, Аз =0 


Точка, инфющея такое свойство называется фокусомь новерхности, а пря- 
ная соприкосновеня называется соотвьтствующей директрисой, 
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Мы сейчась увидимъ, что поверхность втораго порядка ихфеть без- 
численное нножество фокусовъ, которые образують три коничеевня сфче- 
ня ма трехъ главныхъ сопряженныхь д1аметральныхь плоскостяхъ. Эти 
коничесвя сфченя называются фокальными ливями поверхности. 


Фонусы и фональныя лия въ центральныхь поверхностяхъ. 


8 660. Пусть уравнене центральной поверхности отнесенной къ ея 
оеямъ будеть: 
22 4? #? 1 (т) 
Г 


Еели она имфеть фокусъ (авс), то ея уравненю можмо дать форму: 
ба 2 — ая = 414 (8) 


Но плоскости А =0 и Аз ==0 суть плоскости вруговыхъ сефченй, ел$- 
довательно онф параллельны одной изъ осей поверхности; а потому про- 
изведене 4,4» можно замфетить однимъ изъ выражен й; 


Зе --во— №», е-Ю-6—9, во "6—9 © 


которыя, будучи приравнены нулю, представляють плоскости, пересфкаю- 
щяел ло прямымъ параллельнымь одной изъ осей. Эти плоскости будуть 
дВйствительныя или мнимыя, смотря по знакамъ постоявныхь количествь 


У, в, у. 
Возьмемъ уравнеше: 


(има аа — Ро — в (10) 


и выразикъ, что оно представляеть туже поверхность, что н уравчене (7). 
Уравнен!я ея центра будуть: 


м —\(-—Ю=0 , уу =0 , Е—в-==0 (11) 
такъ какъ центръ долженъ быть въ началь, то мы должны имфть: 
в = , Иж , а=о {12) 


Въ силу этихъ значенй уравнене (10) сдЪлаетея: 


и-уа-риинЕА НЕВЫ а 
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сравнивая которое съ (7) найдемъ: 


ва =) === у (14) 
откуда: 
в 9—: г 7 
^== 1—А= ‚1 (15) 
ва › 2 4 
подставляя эти аначеня въ уравнене: 
найдемъ: 
(16) 


т. е. координаты фокуса удовлетворяють уравнене (16). Слфдовательно 
въ плоскости ХУ существуетъ безчисленное мможество фокусовъ новерх- 
ности, которыя образують коническое сфчеше: 


2х? 2 
Ре 7) 


Если едфлаемъ тфже преобразоваяя относительно уравнен!Й: 


2 и уфа ара Ву — 9 
(2-ой = ру — У — 9 
то будемъ имрть елфдующее предложеше: 


Предлюженще. Геометрическое мфето фокусовъ центральныхь поверх- 
ностей состоить изъ трехь коничесвихь сфчен!Й въ главвыхь нлоскостахъ, 
которыхь уравнешя суть 


2=0 , 
у==0 , (8) 
&=0 , 


Между дВйствительными фокусами различають фокусы, коихъ директриса 
есть пересфчене двухь дЪйствительныхь плоскостей, н фокусы, коихъ ди- 
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ректриса есть пересфчене двухъ мнимыхъ плоскостей; первые называются 
фокусами перваю роди, а вторые фокусами втораю роди. 

Въ каждомь изъ этихъ елучаевъ директриса есть перес$чеше дЪй- 
ствительныхь или мвимыхъ плоскостей: 


е--Ю--иу- О , Ме НИ ур-ыО , му ние--ут-= (19) 


Координаты точки ветрёчи этихъ прямыхъ съ главными плоскостами, 
очевидно, будуть: 


4. 
— — Фа _ 4 
4=0 , & рр ' = 
4 | =_" 20 
. 9 я (20) 
ри 7 
=0 , й= 
* 4—Р ы т—Р 
откуда найдемъ: 
ВИр-* а ВИ _ [о 
р Иру ’ та У 


возвышая въ квадратъ и складывал, найденъ: 


в—+ 
в з г] 
2 4 
Изь этого заключаем, что директрисы образуютъ цилиндрическую поверх- 
кость, коей пересфчене съ плоскостью ХУ есть кочическое сЪчене: 


а 
У г 
Этотъ цилиндрь называется направляющимь. Тавой цилиндрь существуеть 
для каждой фокальной лини. 


$ 661. Легко показать, что фокальныя лиши проходять через круг- 
лаячки поверхности. Координаты круглячковъ суть: 
—_- у“? "— 7) 


котла >>". Легко провфрить, что эти выраженя удовлетворяють урав- 
ненно фокальной лини: 
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$ 662. Предложене. Основаве директрисы фокуеа (иб.с,) есть по- 
люсъ касательной въ этой точк® къ фокальной лиши въ главной плоскости. 


Доказательство. Поляра точки (#,#) главнаго сЪченя: 


поверхности, есть: 


иди, подставляя выфето фи № ихъ значення (20): 


9 у 
Р- 9—” 
& это, очевидно, есть уравнене касательной въ точк» (а.6,} къ фокальной 
лини (17). 
$ 663. Прейложене. Прамая, соединяющая фокусъ съ осповашемь 
соотв тетвующей директрисы есть нормальная линя къ фокальной лиши. 


Доказательство. Уравневе прямой, проходящей черезъ точки (и, 
(№), есть: 


или, подставляя виЪсто Ви № ихъ выражен я (20), найдемъ: 


ха _ УИ 
шо 
2— 9—г 
Очевидно, это есть уравнеше нормальной лини въ точк® (26,) къ фо- 
кальной лини въ плоскости ХУ. 
664. Пуедложеще. Плоскость, проходящая черезъ фовусъ новерхноети 
и соотвфтотвующую директрису, пересЪкаеть поверхность но коническону 
сфченно, коего фокуеъ и директриса суть фокусъ и директриса понерхноети. 
Доказательство. Въ самомъ дёлЪ, если за плоскость ХУ возьмемъ 
плоскость, проходящую черезъ фовусъ (#5,) и его директрису, то уравне- 
нен!е поверхности будеть имфть форму: 


(2—в-Рубы = 4,4: 


гдё А, и 4, пра #=0 должны обратиться въ одно и то же выражеще 
в2-Ефу--с, чавъ вакъ оти плоскости вотрёчають плоскость ХУ по одной 
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и той- же прямой. СлЪдовательно коническое сЪчеше въ плоскости ХУ 
будеть: 

аа) = (аа у -Р о 
& это есть воническое сфчеше, коего фокусь есть (а16:), & директриса 
ав и-Ре==0. 


8 665. Предложене. Ковусъ, описанный около центральной поверх- 
ности, и имфюций вершияу на фокальной лини, ееть конусъ вращения. 

Доказательство. Для доказательства, помфотимъ начало координать 
зъ фокусв (же), & плоскость ХУ проведемь черезъ директрису. Въ 
этомъ случав уравнене поверхности будеть: 


аи 1) 
РАВ . 


А хсова, --усозв, {260511 п==0 , А=тесови,--усозВ,-Н2е081-—р.=0 
Мы видфли, что уравнене конуса описаннато около поверхности: 


Р(аиизя) = 0 
есть ($ 539): 


3 з 
4) Га) (/ + Уз й мир и 9+ и.) =0 


Если это уравнеше приложимъ къ поверхности (21), полагая уз = уз == у =0, 
44 =1, то найдемъ: 


4 ри — 4, 4) | 99 (4 4 = 
нли: 
ди (ад = 
или наконець: 
4 (22 -|- у?) -- 42? -|- (сов, — 60812)? #8 =0 

8 это уравнене предетавляеть, очевидно, конусъ вращеня, коего ось 
перпендикулярна въ плоскости, проходящей черезь фовусъ и соотвфт- 
ствующую директрнсу. 

$ 666. Пояснимъ сказанное прииф рами. 

Пр. 1. Эллитсоидь. Уравнене этой поверхности есть: 


2 ры РЫ 
ятитя=1 
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Уравненя фокальныхь лизЙ будуть: 


@ — 62 
2-0 , ее, 

2—_в 
9=о , ,\ я’ 

7—0? 
х=0 , вет , 


Если а>Ь>е, то первая изъ фокальныхъ лин есть эллицеъ въ. плос- 
хости ХУ, фокусы будуть втораго рода, такъ какъ \ и |, ныють одина- 
ковые знаки. Вторая фокальная лишя есть гицербола въ плоскости ХА, 
а фокусы перваго рода. Наконець, третяя фокальная лиюя есть мнимый 
Зядипсъ, 

Пр, 2. Гиперболоидь однополый. Его уравнене есть: 


РИ 
ати а=! 
Уравнен!я фокальныхь линЁЙ суть: 

2? 9? во? ие 

#=0 , арафтита р, = Ру , —й 
2? #2 а—р $2 -- са 

170 , ты йа 4% в , в 
2 2 в д? 2 с? 
у 7 _ р а; @-е 

2=0 ия яра-!  Ё Е Бои” 


Если «>60 > с, то первая фокальная лин!я есть эллипеъ и фовусъ вто- 
рато рода; вторая фокальнан лин1я есть гипербола и фокусы втораго ро- 
да. Третяя фокальная линя есть мнимый эллинсъ. 


Пр. 3. Гиперболоидь двуполый. Его уравнене есть: 


= 2 у" мы 
8—0 , яя 1 ) в ы 

__ 2? 22 @-- 
9=0 , эрыфи-ия-=! ‚ = 8 ' 

— ГЫ #_ _ ав + 
#0 , этитиТа- 1 р с з ы Е 
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Если а>Ь>е, то первая фокальвая ливя есть гипербола, а фокусы 
втораго рода. Вторая фокальная лин: есть эллипсъ, а фовувы перваго 
рода. Навонець, третяя фокальная лин]я ееть мнимый эллинсъ. 


Занфтимъ, что въ трехъ центральвыхь поверхностяхь, въ каждой, 
есть инимая фокальная ливя, гирерболоидь имфеть фокусы только вто- 
раго рода, а въ двухъ другихъ поверхностяхь фокусы первато рода при- 
надлежать главной плоскости перпендикулярной къ циклическииь сфче- 
нниъ. 


Пр. 4. Фовольныя ливши конуса: 


у 
ты 
суть: 

2? ры 62-22 
#0, арафиря-о › * вн 
2? а с 
у=0 , и Ио =0, 1% , с? 
у? п. _ а её 
паев ата=о ‚в р т 


Еели «>, то конусъ инфегь одну дЬйствительную фокальвую линшо, 
которая состоитъ изъ двухь прямыхъ въ плоскости ХУ, а соотв тотвующе 
фокусы втораго рода. 

Можно показать, что фокальныя линым перпендикулярны къ ци- 
хлическимъ плоскостямъ взаимнаго конуса. Взаимнымь конусомь назы- 
заютъ вонусъ, образованный, проходящими черезь вершину прямыми, пер- 
пеядикулярно къ касательнымь плоскостямъ конуса. 

Уравнен!я перпендихуляра къ касательной плоскости конуса въ 
точк® (ду) суть: 


слфдовательно: 
Ы 


откуда: 
я -|- 623 — 6242 ==0 
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ееть уравневе взаимнаго конуса. Уранневя циклическихь плоскостей 
этой поверхности суть 


2 (а— М бл -е)=о (22) 
Если сравнимъ это уравнене съ дЪйствительными фокальными зитани: 


2 2 


быти —0 (23) 


то легко видЪфть, что эти ливи перевдикулярвы къ плоскоетямъ (22). 


Образоваме центральныхъ лонерхностей. 
$ 667. Если въ уравнеши: 
(#—м Е у— в) Раба) = 4,43 


плоскости А, =0 и 4. ==0 дЬйетрительны, то можио его написать въ 
форм: 


(ау а-ай = (в — ру — № 


Первая часть предетавляеть хвадрать разстояня точки (худ) оть фо- 
хуса (аб а); вторая часть, раздфленная на Х |, предетазляетъ произве- 
денше перпендикуляровъ, опущенныхь изъ точки (2у2) на плоскости А: ==0, 
А, ==0. Если озвачимъ черезь Р, и Р, эти перпендикуляры, то называя 
черезъ В разстояе точекъ (2уё) и (иЫа), будемъ имфть 


=О--ЮРРЬ 
или: 
Е 
БР. № 


== + в = постоян. 


Откуда имфеть слЭдующее предложен; 


Предложене. Центральную поверхноеть втораго порядка можно раз- 
сматривать, вакъ геометрическое м%сто точекъ, коихь квадрать разстоя- 
я оть данной точки находится въ постоянномъ отношени съ произве- 
дешемъ перпендикуляровь, опущенныхь изъ нихъ на двф данных илос- 
хосты, 

Еели Ал =—0 и Аз==0 суть инимыя плоскости, то уравнеше поверх- 
ности можно написать въ форы№: 


(фм уве а = — 0 -- уф (24) 
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Пусть (хил) будеть одна изъ точекъ этой поверхности. Проведемъ плос- 
кость черезь точку (тийл:) параллельно оси У, то ея уравнеше будеть; 


а—а=т(— а) (25) 


эта плоскость встрёчаетъ директрису соотвтетвующую фокусу въ точкф, 
коей координаты суть: 


== ; ур , 2-я = т(— а) (26} 


Откуда видинт, что квадрать разстояня точки (21:2:) оть точки (26) бу- 
деть: 


(В №) и — = а-Ыи?) (а —Ю - и—в 


. . А 
Еели это разстояще означимъ черезь 8 и положимъ =, то бу- 


демъь ичЪфть: 


8 — Мавр 
и - 


Слёдовательно уравнене поверхности можно написать въ форм»: 


= 5? или Е = Ук = постоян. 


Летко провЪрить, что: 


есть величина дфйствительная для эллипсоида и двуполаго гиперболоида, 
и представлаеть тангенсъ угла наклоневя цижлическихь плоскостей въ 
плоскости ХУ, Такъ, напринфрь, въ эллинеондф: 


слфдовательно: 


Откуда вытекаеть слфдующее предложен: 

Предложеще. Центральную поверхность можно разсматривать, какъ 
теометрическое мЪето точекъ, коихъ разстояые отъ фокуса находится вь 
востоянномь отношен!и съ разстоящемъ оть директрисы, — это посл®днее 
разстояв1е считается параллельно циклической плоскости, 


688 ГЛАВА ХХХИХ.--ФОКУСЫ ПОВЕРХНОСТЕЙ, 


Софонусный центральный поверхности. 


$ 668. Возьмемьъ центральную поверхноеть: 


эф =! (27) 


Если Х есть произвольный параметръ, то уравнеше: 
2 ры = __ 
а -! (28) 


предетавляеть поверхность также центральную, ваправлене осей въ ко- 
торой тоже кавъ и въ (27); кромф этого эта поверхность имфетъ обиця 
фокальныя лини съ поверхностью (27), въ чемъ легко убфдитьея, состав- 
ляя уравневя этихъ лин для поверхности (28). Поверхности, инфюн я 
это свойство называются софокусными. 

Еели »^ есть величина положительная, то уравнене (28) представ- 
ляетъ эллипсоидъ дфйствительный. Положинь а>Ь>с и А=— ра, то 
уравнене (28) сдЪлаетея: 


(29) 


Это уравнене будеть представлять: эллипеондь, еели р2<с?; гиперболоидь 
однополый, если $2>2>е7; гиперболоидъ двуполый, если а?>р2>5%; и 
оно нредставляеть инимый эллипсоидь, если р? а?. 

Положимъ, что 2 приближается къ с?, при р? ==сй одма изъ осей 


поверхноети (29) равна нулю и поверхность обращается въ фокальную 
Зин: 


х 
#— + $— с? —1 (80) 


Точно также, еели и2==2, то поверхность (29) обращается въ фокальную 
лин: 

2? ЕН 

Рав =1 


СлЪдовательно фокальныя лиши можно разсматривать, какъ поверхноети 
софокусныя, безконечно сплюснутыя. 


$ 669, Предложене. Черезь каждую точку въ простраветв® прохо- 
дять три софокусныя поверхности’ эллипсоидь, гиперболоидь однополый 
м гиперболоидь двуполый, 
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Доказательство. Если положимтъ, что поверхность: 


=, Е Г 
— а т бр Га 


1 (80 


проходить черезъ точку (у), то будемъ им\ть: 


а, р 2 
В В.Е И 
яРи-в ра 1 


откуда: 
ия | 
9 (р? — а?) (р? — а — 9) (фм) =0 {32) 


Это уравнене относительно р? третей степени и его всф три корня вседа 
дЪйствительны, тавъ какъ подстановлене выЪето р?: 


2 
©’, 


м, а 
дветь въ результат: 


—+-+ 


Слвдовательно корни заключаются между — со и с, между с? и 6? и меж- 
ду Би а?. Корню меньшему отъ с? соотвфтетвуеть эллипеоидъ, корню 
заключающемуся ‘между с’и 6? соотвбтотвуеть однополый гиперболоидь, 
и наконець корню, завлючающемуся между 5? и а?, соотвфтетвуеть дву- 
полый гиперболоидъ. 

Пусть ра, ро’ рз будуть корни, & &,%, 5; &, 1, 6; &, Чз, в 0еи трехъ 
поверхностей, то будемь имфть: 


мда, ПЕЙ , ИЯ 


ар, Ир, Яр, (33) 


ор, И, о — р 


$ 670. Задача. Выразить координаты точки (ид) въ функц осей 
трехъ софокусныхь поверхностей, которыя проходать черезь эту точку? 
Рьшенще. Положиыъ а? — р? ==, то найдемъ: 


фа = ее — а? й фр = -- с — а? 
Означая черезь ли? и я? положительных количества а? — $? и а? — с? бу- 
день имЪть: 
а и? 8 р и р — а т? , с? в я? (34) 
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Подетавляя эти значея въ уравнене (32), вайдемъ: 
вии ри ре + 
+ [лия (и - и) 29 -- хуя, та, } № — ийийи, = 0 (35) 


Это уравнеше, какъ и уравнеше (32) имфеть три дЪйствительные корня, 
которые суть оеи #,, Р>, 2, трехъ поверхностей, проходящихь черезь 
точку (дул). 


Такъ какъ ихь произведене равно послЬднему члену уравнения (25) 
©ъ противнымъ знаЕомЪ, то имфемъ: 
В, ий, или А, = (а -— 9) (а — 6) 5% (36) 
точно тажже найдемъ: 
пи = (6 — а?) — УЗ, прьеевуА (37) 


откуда найдемь: 


Е О ТА 
о-в) (а — в) 

2 и ра) р) © — в) (38) 
9—9 {3—0 — 9) ° 
„бб (2—2) (68 — р) (62 — аз) 

ь е—ве-м {8 — а?) (2) 


Изь уравненя (35) имЪемъ: 


ау а Н.Н 
откуда: 
а у, аа ай — ра, ай — ой 


или; 


аи уч =, т, (33) 


_ Слёдовалельно квадрать радфуса вектора, проведеннаго въ точку (жия), 
равенъ сумм квадратовъ осей Е, 57, 52, принадлежащихь тремъ с0фо- 
куснымъ поверхностямъ, проходящимъ черезъ точку (2). 

Выраженя (38) называются эллииническими координатами точки, 

Въ этой системф координать положене точки въ пространств опредф- 
ляется тремя софокусными поверхностями. 
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$ 671. Предложене. Двф софовуеныя поверхности нересфкаются подъ 
врямынъ угломъ. 
Доказательство. Пусть: 


Е у р: 
и Ифм + Я 


. (40) 


ва 


+ =1 


а, 


будугь двБ софокусныя поверхноети. Какая-нибудь точка (ди) ихь пе-. 
ресфченя удовлетворяетгь уравнению: 

я + и ая 
(#1 — 1) (* — р) фа ее) 


=0 (41) 


полученному, вычитая предъидуния два уравненя. 
Уравнен!я касательныхь плоскостей въ точкВ (мил) къ поверх- 
ностямь (40) суть: 


#2. й мх 
мтс 2—2, 


а кн1 49 


Ут 
ти. о Раь 


ая 
Но легко видфть, что услове перпендикулярности есть (41); 
2) ГЕ у 2, 
(9 — Ва? — о) (В — в) 6 — 5) ем 1) (6? — 23) 


`Задачиь. Какая - нибудь изъ трехъ цевтральныхь поверхностей пере- 
‘е®кается плоскостями параллельными одной изъ координатных плоскостей; 
найти теометрическое м%сто фокусовъ, полученныхь сфченяни кониче- 
скихь сфчени? 
$ 672. Иредяожене. Геометрическое м%сто полюсовъ, данной илое- 
кости относительно системы софокусныхь поверхностей, есть прямая ли- 
ня перпендикуларная къ данной илоскости. 
Доказательство. Ураввеые полярной плоскости точки (да) отно- 
сительно пфверхности: 
272 2 
ааа ия 


есть: 


Не г =. 


44* 
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Если даннал илоскость дана уразнешемъ: 
2с0за -- 96088 -|- 26031 =р (43) 


то отождествляя ее съ предъидущимъ уравненемъ, найденъ; 


605% с _ м 60571 
в р бы в 
откуда: 
РА ра В фз РА а 
са № * 008 ев № 


откуда видимъ, что координаты полюеа уловлетворяютъ уравнене: 


2 ры В би 
6054 ео В 2037 


а это, очевидно, ураввеше ирямой перпендикулярной къ плоскости (43). 


Еели данная плоскость (43) будетъ касательная въ софокусной по- 
зерхиости: 


Е 9? #2? 
афитя=! 


то геометрическое мфето полюсовь относительно всей системы поверхное- 
тей будетъь нормаль въ точёФ касан!я, 


Фокальныя лиши поверхностей невмфющихъ центра. 
$ 673. Возьмемь сначала параболоидь эллиитичесяй: 


+ =2 44 
рта (44) 


Еели эта поверхность имфеть фокусъ, то ея уравнению можно дать одну 
изъ слфлующихь формъ: 


ига ое Вр уф (45) 


ао — бу — 9 (46) 


Изъ уравнены (45) имфемъ; 
аи аб-рии №20 
— аи 1 — № — 0 (ат) 
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Сравнивая это уравнеше еъ (44), найдемъ: 
1—^==0 , е=0 , И=УИ 


РА — и) =а==а—№ , 6—0 
откуда: 
р 


А ие о КНР 


слЪдовательно: 
рф да—чф—9 


Изь этого слфдуеть, что эллиптическй параболондь имфеть первую фо- 
хальную лицо въ плоскости ХУ, коей уравнеше есть: 


(р 00—49) (48) 


Это парабола, коей ось совпадаетъ съ положительною осью Х, еелир >> 4. 
СоотвЪтотвующие фокусы принадлежать второму роду, такъ какъ имфемъ: 


—2-4 


а И 
Г. 


Уравнеше (46) дветь: 
аа’ арлял — 2 (а — ®— 
— фи — 2 (е— 9 Не НИ е— М? —'ур=о0 
Сравнивая это уравнене съ (44), найдемт: 


2 


1—0, о, ом -ур 


= =а—№ , е-\ч=0 


отвуда: 
ЕЕ, Мар © к з=СР 
Слъдовательно: 
Я=2(4—ра—р(1—ь) 


Откуда видимъ, что эллиптическй параболоидъ иифеть и вторую фокаль- 
ную линю въ плоскости ХА, коей уравнене есть: 


#=4—2(22—р (#9) 
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очевидно также парабола, Соотвфтетвующе фокусы принадлежать первому 
роду, тавь нак: 
\=1 г 


„== 


9 
эти коэфищенты инфють разные знаки, если р > 9. 
Если въ уравнения (48) и (49) измфнимъ 4 на -— 9, то найдемъ урав- 
нен!я фокальныхь лин гиперболическаго параболоида: 
24 


2=0 , п=( О @-9 , 1=1 , ТИ 


у=0 , = (р-р, 11, 


Это суть параболы, & фокусы принадлежать въ второму роду. 
$ 674. Если 4, =0, А; ==0 суть дфйствительныя плоскоети въ урав- 
нене: 


и — У е—0=4А, 


то можно приложить и въ эллиптическому параболоиду образоваше централь- 
ныхьъ поверхностей (5 667). Если нлоскости 41 =0 и 4, =0 инимыя, то; 


будеть величина дЪйствительная, если р>4и въ этомъ случаф можно 
приложить къ оллиптическому нараболоиду второй способъ образовашя 
центральныхъ поверхностей, 

Если поверхность будеть параболоидь гинерболическй, то: 


-У, в_ НН 


количество инимое, Въ этомъ случаф мы будемъ считать разетояне точки 
(ди?) поверхности оть директрисы параллельно плоскости 2 == у. 
Плоскость: 
#2—п=иу— и) 


ветрёчаеть директрису въ точкф, коей координаты суть: 


#= , ур , ям = — м) 


Означая это разстояе черезъ 5 буденъ имфты: 


8 (д В (я ат 9) и— 
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полагая 1-- =, найдемъ: 
ии 
Слфдовательно уравнеше поверхности можно написать въ форм%: 
2-8 


гдф В есть разстонне точки (ху) оть фокуса, откуда: 
Количество: 


очевидно, есть величина дфйствительная, Уравнен!е плоскости &==ну 


сдёлается; __ 
= и* 
ы р 
2? 


* 
у —о 


р 4 
это суть направаяюния плоскости. Изь этого видимъ, что гиперболоидъ 
параболичесый можно разснатривать, какъ геометрическое ифето точекъ, 
коихъ разстояне оть фокуса равно разстоянтю отъ директриеы; это по- 
слёднее разстояше должно откладываться параллельно направляющей 
плоскоети, . 


ли: 


‘Софонусныя поверхности ивнмьющИя центра. 


$ 675. Пусть данная поверхность будетъ эллиптичесвйй параболондь: 


2 2 
та + с = 2х (50) 
уравнен]е: 
у Е 
Ра НЕ (51) 


представлиеть систему поверхностей, иифющихъ ©ъ поверхностью однЪ и 
тфже фокальныя лини, въ чемъ легко убфдится, составляя уравненя 
этихь лин для поверхности (51). 

Предложене, Главных сфчешя поверхности (51): 


ар ыз-ь@ 


(52) 
= аиеьч- 
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имфють обще фокусы съ главными сфченыяни эллиптическаго парабо- 
лоида (50). 

Доказательство. Въ самонъ дЪлЪ, первое изъ предъидущихь сфченй 
имфеть свою вершину на разетояни — отъ начала, а разстояще фо- 


куеа отъ вершины есть: 


ВР ДВЩв 
2 2 2 


Точно также разстояне фокуса оть начала, во второмъ изъ сфченй, ееть 


т, слёдовательно фокусы кривыхъ совпадаютъ съ фокусами главныхъ с%- 
чен1й данной поверхности (50). 

Поверхности, выраженныя уравневшемъ (51\, суть веегда эллиптические 
параболоиды, исключая того случая, когда | заключается между ри 4. 
Веф эти поверхности пересфкаются подъ прямымъ угломъ, такъ кавъ ка- 
сательныя плоскости, въ точЕ® (му) пересфчев!я двухъ софокусныхь 
поверхностей: 


у? +4 — = —щ=0 ГИК 2—==0 (53) 
вы ‘аи рам 
суть: 
у Я 
: о 
Ки Тан «+ —ш 
(54) 
#12 
ь (и ® — в=0 
ра 
Услоше перпевдикулярности этихъ плоскостей есть: 
9 2 
уз, Ш 1 
ОЕ ан акь +10 68) 


Но это уравнеше получимъ, вычитая уравненя (53). 


Прим\уры, 


$ 676. Пр, 1. Найти хлину нормали элнипеонде между его основащемъ и точ- 
кою встр®чи съ плоскостью ХУ? 


Ришеще. Уравнев!я эллипсоида и нормали въ точкф (у) суть: 


и Ям у Ща 
и оЬ с , Ел д)  & 


в в 
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Чтобы найти координаты точки встрфчи нормали съ плоскостью ХУ’ надобно нодо- 
жить въ уравиешяхь пормали 2 =0, что даетъ: 


с: 67 2 
И ино, = 


=—в= „ р=-е 


возвышая въ квадратъ н складывая, найдемъ, означая черезъ № искомую длину: 
а 


в 
м-р 


тд Р есть длина периендикуляра, опущеннахго изъ центра элиниеонда ва касатель- 
ную илоевость въ ТОЧЕВ (21,2,). 


Пр. 2, Найти на эллиисондф такую точку, чтобы каевтедьмая плоскость въ 
этой точкф дфлала равные отрёзки на координатныхь оснхъ? 

Рышене. Коли искомую точку означимъ черезъ (2/,2,), то касательная плос- 
кость въ этой точкЁ къ эллипеонду, сеты 


+9 а 2 
Если наиншемт ес въ форы%: 
Е у Ы 
яыфа=! 


2 и в 


10 ‘отсюда видимъ, что отрёзки, которые она дфлаеть на координатныхь осяхъ 
суты 


и’ а 


откуда: 


откуда: 
С с 

Гия. Теме 

Пр. 3. Найти уравнене плоскости, проходящей черезъ нормаль къ эзанисои- 


ХУ ВЪ ТОЧЕК (21:21) и черезъ сго центръ? 
Отв. 


# = 


до и= 


Я 


ета) И ана 
Не ур, =0 


и — 
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Пр. 4. Найти теометричеекое мфсто основав!Й перпендикуляровъ, опущенныхь 
‘изъ центра эллипсоида на касалельныя плоскостя? 

Рьшеще. Пусть х,у,2 будуть коорлинаты основаня перпендикуляра Р, то 
буденъ нить 


#1 
а 


== , = ‚ ‚ Реми 


откуда, исключая Р, найдемъ искомое геометрическое мфето: 
алая ту и = ай ру я 


Нр. 5. Три перпенхивулярныя между собою прямыя, пересфкаюцйяся въ од- 
ной точёф, касаютея во вебхъ своихъ положеняхь поверхности втораго порядка; 
найти геометрическое мЪсто точки ихъ пересфчен!я? 


Рилиене. Пусть ураввеня прямыхъ будуть 


& уразнеше поверхности: 
пор л 
я+ы Рая =1 
подставляя въ это уравнене выражена: 


2= Ар, ужине , аа р 


нейдемъ: 
ми, А, У,2 № Ух 
а РН 1 нае (^= + Ще в) =% 


Услове касашя первой прямой поверхности есть: 
ми ош т \* РЕ. 2 и у 
ни На ИТ + 
Усломя касашя хвухь другихъ прямыхъ будуть 


ды, м а я в, ыы, 5 
ня нина) 


а? 


ати ив \* Е зо 92 2, У 
( “и + ") аня а + 


Окладывал почленно эти уравнен1я, найдем: 


сми я тт 
«+ = (21 Киа 1) ++] 


изи: 
Фе, еду ев, за рее ре 


Сздовательно геометрическое м%сто ссть элянисондъ концентричный данному. 
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Если уравнене поверхности будеть: 


ил 
+ —25= 
5+ 9 


10 геометрическое исто будеть параболоидь вращеня: 
ии = р +9 2-14 

Пр. в. Три перпепдикухярныя между собою прямыя, пересбкающияся въ ол- 
ной точкЪ, пережфщаются, упираясь постоянно на данное коническое сфчен!е; найти 
геометрическое мЪето точки ихъ пересфченя? 

Рюшене. Пусть уравнен!е давнего коническаго сЗчешя будеть: 
у 
, ии т 


(56) 


в уравнешя нрамыхь тЬже, что н въ предъихущемь прим$рБ. Если выразимтъ, что 
прямая: 
в=ю Ар , унии, я=и-%2 


встрёчаеть коническое сфчене (56), то найденъ уравнене: 
ея, У Е вет 18) о 
т 1) р +74 ы.)= 


: р 
Но въ точь ветрЁчи прямой и коническаго сбченя 2=0 ,р==— >, если вифото 


ф подставинъ эту величину въ предъидущее уравнеше, вайденъ: 
а В Ра. В 
Е О 
дяз другихъ прамыхъ точно тавже найдемъ: 
Ы у» у, ОИ: 
аи о 


о вин [аи 


Складывая, ночленко, эти три уравнешя найденъ: 
фея оч, ев) ыы 


Сльдовательно искомое геометрическое мфето есть эллинеоидъ. Это геометрическое 
мфсто будеть однополый или двуполый гинерболоядь, если коническое сбчене 6у- 
деть гипербоза. Если данное коничеекое сфчеше будеть парабола у? = 2рх, то гео- 
жетрическое мЪето будеть парабохоиль вращени: 


Ул 2х 


Пр. 7. Три перпендикулярныя между собою плоскости каевются къ даннону 
зовическому сБченю; найти геометрическое мфето ихъ точки переечен!я? 
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Рющеше. Пусть данное коническое сфчен!е и одна изь илоскостей, проходя- 
щихъ черезь точку (2.9.21), будуть: 


т 


#=0 , ‚ @— прова + (у — у) (2 — и) вт, =0 


пересфчен!е этой плоскости съ плоскостью ХУ ееть: 
4 сов, - у сов в, — (2,608 0, -- у:с08 В, + 2,008 1} = 0 
оно должно быть тождественно съ касательвой: 


9 Уи У 


отвука найдет: 
асова, — (2, сова, -- у, сов В, +- 2. ©0871.) й, ‚ Феоз В, = (21003 9, 9,005 В.рыове 


® изъ этихь носафднихь уравпенй нуфемъ: 


ов, -- сов, 


беса усов, - ив) = 


точно также найдемъ для двухъ других плоскостей: 


(ева, + усов в, нову! адом, - Бон, 


(сов а, уно Ву Е 21608 1») = айбоз?я, - 6058, 


Складывая эти три уравяен, найдемь уравцеше исковаго геометричеснато мФета: 
2, Ну, и, = 


Если кривая будеть парабола 2=0 , у’ =0ри, то геометрическое м\фстд будет 
плоскость перпендикулярная къ плоскости ХУ и проходящая через директрису 


параболы. 


Пр. 8, Илоскоеть васвется поверхности втораго порядка; найти геометриче- 
ское мБсто ен полюса относительно другой данвой новерхвости втораго порядка? 


Ришеше. Пусть домная поверхность, къ которой каевется плоскость будетъ: 


, м у д 


а, + я + „= 1 (67) 
а поверхность, относительно которой берется нолюеъ пусть будеть: 
Е - 
9 м На -1 69) 
ели черезь (лу 2,) означииь Пояюсъ, 10: 
о ря } и =! хх уу #2 =1 


хз атита 


будуть уравнешя полярной идоскости точки (л,у7,) и касательной` плоскости в 
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точнй; (2'у'2) поверхностк (57). Отождествляя эти уравненя, найдемт: 


Е Ци в _# 


а — а о м › тя 


исключая т, у, 2, найдемт, искомое геометрическое мфсто: 
аз, м, 21. 
а 


Ир. 9. Найти геометричеекое иЪето центровъ коническихт сВченй, проистед- 
шнихь оть пересфченя поверхносги втораго порядка, плоскостями проведенными въ 
даннохт, разстоян оть начала? 

Рющене. Пусть данная иоверхность и одпа изъ сфкущиохъ плоскостей будуть: 

РЗ В 
эфы+а=! хоз усов В 20081 = 
Центрь сфченя находится на плоскости и и& сопряженномъ ей шаметрЪ, котораго 
уравнен{я, очевидио, суть: 
= _ у 2 
ава 6088 05 


Исключая косинусы вежду этныи уравнен!ами и сфкущей плоскостью, найдемъ 
уравнене искомаго ыфета: 


ня чи) 


Пр. 10. Если илоекость сфчешя проходить через данную точку, то геометри- 
ческое нфсто сфчен!й будеть: 


Се +5 =0 


ТДВ 1 у,,2, суть координаты данной точки. 

Пр. 11. Геометрическое мфето точки пересЪченшя трехт. перпендякулярныхь 
касательных плоскостей къ поверхностяыъ: 
= 


во 
ити 


= , 2 г у: р 
ыы ати =! › ерифыритати-! 


есть шары: 
аи чи о -№ 
Пр. 19. Найти разотоные между точкою касания (2/2) касачельной плос- 


кости къ поверхности: 


2" 


р 
ж+ы + 69) 
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и полюсомь этой нлоскости относительно софокусной поверхности: 


+ {60) 


Г. 
НЫ я =1 


Рилиеще. Касалельная плоскость къ поверхности (59) въ точкЪ (2'у’2”) есть: 


У ре 
Ра 21 


а полярная плоекость точки (жиуу,) относительно поверхности (57) есть: 


ах + ве. = чА= 
отождествляя эти два уравнен!я, найдемъ: 
я _ м ГЕ Ы Е 
а а * м Му ‘м А 
откуда: 
ел 2-м и у мн 


означая черезъ $ разстолн!е точекъ (л'у’2’) и (х\у;2,), кайдемъ наконець: 


=> 


Пр. 18. Дано уравнев!е эялипеоида вЪ плоекостныхь координатахъ; 
верир-ер=1 (61) 
Найти уравнеше, какой нибуль, точки на нормальной лини ку, поверхноети въ точЕ® 
ъасан!я касательной плоскости данной координатами (Е (1)? 


Рюшеме. Уравнен!я нормали въ точк® (2:9:41) БЪ эялилееиду въ денартовыхь 
координалахь есть: 


= (62) 


Уравнен!е точвя каоан]я касетельной плоскости есть: 
оао `` ® 
Координаты этой точки, очевидно, суть 
=, и =Яи ‚, д =е, 
откуда изъ (62) найдемь координаты, какой вибудь, точки на нормали: 
=еф-Хы › у=и-Юа , 8=@-Юи 
ели это координаты точки на норнали, то ея уравнене есть: 


а ние Ето =0 
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Пр. 14. Уравнеше: 
а т о 
и а 
а ть т #4 
предотавляегь систему поверхностей, нифющихь однё и тёже плоскости круговыхъ 
сфченй. 
Ришон. Въ самомь дфлЪ, уравнеше этой поверхности въ декартовыхь ко- 


ординатахъ есть: 
еее я=1 


Изъ формы этого уравнешя видно, что система этихъ поверхностей инфеть оди® и 
т#-же илоскоети круговых сфченй. Эти поверхности называются конциклическими. 
Ир. 15. Три концикалическия поверхности касаются одной и той-же плоскости 
въ пространств, & прямыя, соединающ!я цеятръ этихъ поверхностей съ точками 
касашя, перпендикулярны между собою. 
Доказательство. Пусть уравнене системы конциклическихь поверхностей 


будеты в т 2 
эр Ты Тат =! 
р а И 
Если эти поверхности касаются плоскостя (Ёл,(:), то имфемь: 
ыы 5 
+ Гал: 


откуда получимъ уравнене третьей стенени относительно \, вс три корня коего 
веегда дёйствотельны; пусть эти корни будуть Х, ‚ а, а. 
Сяфдоватедьно поверхности: 
в ВИН: в т в 
И —1 
ани Нафы= 1 › мы чи, На © 


касаются плоскоети (#1... Уравневя точекь касавя будуть 


м, М“: м к: 
аа пи Га › жрет а 
Если (хаул,), (ль) сухь Декартовы координаты этихъ точекъ, то имфемь: 
й ы * р & 
"ани * АА "ак 
ив * $ 


5 рр 
аа ' ба ' бПаНь 

Сяфдовательно косинусы угловъ, которые радусы векторы х; и '» еоставляютъ съ 
координалнымн оелми, суть: 


В , д 

я, — и) › совр, ем) * ем 
В ы __& 

Е сов ва неру ' “* = 
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откуда: 
208 ©, сов &, +- соз В, соз В, -- с08 \; соз\, = 
да @ 4 й [о | 
пу | ФЕ) ааа) "ему еек @-Р | 
Но если вычтем» уравненя (64) поверхностей, то увндимъ, что вторая чаеть тредъи- 
дущаго уравновя равна нулю, сдховалельно г, и ", перпендикулярны. 
Пр. 16. Даны дв прямыя лини; двф перпендикулярных плоскости, проходя- 
я, черезь эти ирамыя пересёкаются; найти геометрическое ифето пересфченя? 
Ринеще. Пусть уравнешя данпыхЪ прямыхъ будуть: 


вар &—=а: р 
, не в (65) 
9=ы-а , У=ыЬ 
уравнен!я плоскостей, проходящихь черезъ эти прямыя, очеведно, будуть; 
п -р=Елу-ы-ф , я-а р уф 6—9) (66) 
тавъ вавт эти паоскоети перпендикулярны, но условю, то имфемь: 
А-а-а) =0 
иди: 
1 аа, — вы в а) № =0 (67) 


подставляя въ это уравнеше Х и № изъ уравнешй (66), палдезъ пекомое теометри- 
ческое ифето. 

Чтобы точно опредёлить рожь поверхности, выберсыт, координатныя оси слф- 
дующикь образомъ: пусть АВ —24 будетъ кратчайшее разстояше между двумя дан- 
ными пряхыми. Помфетинъ начало воординать въ срединф АВ и возьмем за 
плоевость’ХУ плоскость нериендикулярную къ АВ, ваконець за ось Х вольмемъ 
равнодфлящую уголь между прозэкцыми данныхь прямыхъ на плоскости ХУ, Пря 
такомъ положени координатныхъ осей уравневя данныхь прямыхь будуть: 


2—4 == а 
У = та ы уж 
уравнен!я плоскостей, проходящихь черезъ эти прямыя будуть: 
2—4=№(у— т) , яа=ру то) (68) 
услоше (67) сдёлаетея: 


1+а-тжр=о 


неключая Лир, съ помощью уравнений (68), найдемь: 


1+) и сы =0 


или: 
у и (1—9) м9) =0 
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или еще: 
у — иде 1—1?) 2 91 — т*) 

Это уравнен!е однополаго тниерболоида. 

Ир. 17. Найти геометрическое мфото тозекъ, находящихея въ равномъ раз- 
стояпИ: отъ двухь данныхь прямыхь? 

Рилцеще. Взявъ ту же систему координатъ, какъ и въ предъидущенъ прим$- 
ТЬ, найдемы 

звжу - (1 т?) 4 =0 

уравнен!е гоперболическаго параболоида. 


Пр. 15. Найти геометрическое мфсто точки, коей разетолн оть данной точки 
равно и разъ взятому разетояню оть данной прямой? 

Рюшене. Пусть А будеть данная точка, возьмемъ 38 0еь Х периендикудяръ, 
опущенный изъ точки А на давиую прязую, номфстямь начало координать О ва 
разетоян!и а оть точки А; наконець возьнемт за 0сь 2 прямую параллельную дан- 
ной прямой. Уравневе геометрическаго нфеста будеть: 


Г и С 


ТДВ 4 есть разетояше данной прямой отъ начала координать. Если развернем® 
предъидущее уравнен!е, то набделъ: 


а яа ту а — ад мах — п? — а? 


поверхность, очевидно, вращешя. 


Пр. 19. Найти геометрическое мЪето точки, которой произведене разстоян!й, 
оть смежныхь граней даннаго параляеленниеха равно произведению разстолнй оть 
граней, пересфкающихея въ противуположномъ угаВ? 

Рииеще, Пусть ребра давнаго косоугольнаго параллелепииеда будуть 2а, 25, 
2е. Поифстимъ начало въ центр параллоеленииеда и возьмемь за координатных оси 
прямыя иараллельныя ребрамъ. Уравнен1я граней будуть: 


ИЕ ия 


разетояня, перемфщающейся точки отъ граней параляельципеда будуть; 


&—в 
И '’ 
зиа 
им ' 


откуда уравненю геометрическаго м5ота будеть однополый гиперболоидь; 
«—ди-9е-9=е+чочтое+9 
ау | 52 {- слу + авс =0 
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‘или: 
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Пр. 20. Найти геометрическое сто центровъ поверхности: 
эру 2х2 | 2рауя — Зах — Зву {г =0 
тд). ку суть перемфивые ивраметры. 
Пр. 21. Шаръ скользить, оставаяеь касалельнымь въ двумъ перпевдикуляр- 


нымъ непересфкающихся ирямымт; найти геометрическое фото его центровъ? 
Отв, Гиперболическй парабохонлъ, 


Поверхности, проходящя черезъ пересфчене двухъ поверхностей зтораго порядка. 


$ 677. Мы видЪфли, что если: 


ВЕ, + ау? аз -|- ' 

4 Зал + азха + 2азву2 -- Залы -- Зауи -- Зазаги - аи? == 0 
= а? -|- аз? -|- ле -|- 

2 лу -- за - 26зуг -- ЗВ ати -- ЗВлуи -- Зари - Фций = 0 


(69) 


суть уравненя двухъ поверхностей втораго порядка, те уравнен!е; 
м =0 (10) 


будеть представлять уравнене поверхности также вторато порядка, про- 
ходящей черезъ пересфчене поверхностей (69), которое есть кривая двой- 
ной кривизны четвертой степени. Такъ какъ > есть произвольный пара- 
метрь, то есть безчиеленное множество--система поверхностей, проходя- 
щихь черезъ пересёчеше поверхностей (69). Между этими новерхностями 
есть вообще четыре коничесыя. Вь самомъ дл, мы видфли $ 533, что 
еели опреджлитель: 
ви а @з а | 


бл аа @з @м 
=0 (11) 
Чл 032 @5з @за 


ба 942 43 @а 
то уравнене д ==0 предетавлаеть конуеъ. Если приложимъ этоть крите- 


румъ въ уравненю (70), то найдемъ слВдующее услове, чтобы оно пред- 
ставляло конусъ: 


[аа №, ма , аз № , аа 


пы › бы , вв, ан а 
ва ‚ бы Ма, ава Маз, а Ма 


Ма, бе 5 ба, ба Ми | 


—0 (12) 
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Это уравнене четвертой степени относительно », а сл®довательно между 
еистемой поверхностей (70) есть вообще четыре конуса. 


Еели означимъ черезъ №, }», \з, м корни уравненя (72), то: 
В — № =0 


есть вонусъ, слёдовательно $ 533) т, у, я, и должны удовлетворять урав- 
ленямъ: 


9, о 4% 9 94 9 9 9 — 
дада ду Мау а Мар 0 имен =0 


. 
величины 2, у,2, удовлетворяющ!я этимъ уравненямъ суть координаты 
верщины конуса, 

$ 678. Полярная илоекость точки (хули) относительно поверх- 
ности (70), есть: 


= В+ — [и ха") =0 (73) 


Если полюсъ (мудщ) совпадаеть съ вершиною конуса, соотвфтетвую- 
щаго корню №, то имфеть слвдующ!я зависимости: 


9 № 9 0 9 № А 9 
да “о, °, ди Вет о, аа и, °, ды ди © (74) 


откуда, подетавляя эти выражен я въ (73), найдемт: 


д 0 „98 
С ъ(* да, РУ ди, +2 ва, и) о 


ИЛИ; 


9 „0. А — 


288 
НУ ди РР +“ би 


Это есть уравнене полярной плоскости вершины конуса, соотвтотвующаго 
корню №, танъ вакъ эта плоскоеть не зависить отъ , то изъ этого ел%- 
дуегъ, что она есть полярная плоскость вершины конуса относительно 
всей системы (70) поверхностей, 

Друмя вершины конусовъ, соотвтотвующихь ворнамъ 3», А, Ха, бу- 
дуть имфть тоже свойство. 

Сльдовательно тетраэдръ, коего вершины суть вершины четырех 
вокусовъ, есть обний полярный тетраздръ нсей системы поверхностей (10), 

45* 
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Обратно, если точка въ проетранетвв есть полюеъ одной и той-же 
плоскости относительно вефхъ поверхностей системы {70), то она должна 
совпадать съ одной изъ вершинъ четырехъь ковусовъ, проходящих че- 
резъ пересфчеше поверхвостей (69). 

Въ самомъ ДЪлЪ, если уравнеше (73) предетавляеть ожпу и туже 
плоскость, какое бы нибыло количество Х, то мы должны имъты 


9 9» 9 О п 9, 9 
еже А ==) ‚5 - И. ==“, 
ду ду и дл ди > 1 и, 
но если изъ этихъ уравневйй исключимъ #,,у,2,щ, То найдемъ уравне- 
и! (72), саЪдовалельно точка (тира) будетъ вершина одного изъ четы- 
рехъ конуеовъ. 

Теперь нокажемъ, что полярная плоскость одной изъ вершинъ ко- 
нусолъ проходить черезъ три вершины остальныхь конусовъ. 


Умножая разенства: 


91 =.) да 9. Яру — х В ' вр =) 9» 


9 о’ > ба ь > и 1 
и& #ь, Уз, 22, №, & уравнен: 

№ ЩЖ 

д 0 › ‘ды 0.’ диз диз 


на и, И, ,щ и складывая, в полученных сумиы вычитая, нвйдемъ: 


. 91. 
я — 4) (0 2 75 
© (> р „и и, (15) 
заиЪфчая, что: 
А 9 а ‚9 
вт ду 1, То ды: В А дез ТМ биз 


Изь уравнен!я (75) видимъ, что вершина (2.у52из) конуса, соотвЪтетву- 
ющаго корню »›, лежить въ полярной илоекости вершины (дийл). 
Точно также можно показать, что и вершины другихъ конусовь нахо- 
датся въ той-же полярной плоскости. | 


$ 679. Если общй полярный тетраздръ возьмемъ за воординатный, 
то уравнен!л поверхностей (69) сдВлаются: 


ата Раз", Раза Нато, Бла, Наив, биа? == (76) 
а (70} будегы: 
(а-я (аа №) + (ава за) 8 (аа = (17) 
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Если изъ уравненй (76) исключимь х., то найдемъ уразнене: 


(бифн— бнаца) 21 (аби были) 2%, -- (вии Выаца) 21 =0 


которое представляеть конусъ, проходящЙ черезь пересфчене поверх- 
костей (76), и котораго вершина совпадаеть съ вершиною тетраэдра, къ 
которой прилегають грани 21==0, 12 ==0, 2 =0, 


ГЛАВА ХГ. 
Образоваще поверхностей. 


$ 680. Въ нашихъ изелёдовашяхь мы уже ветрфчали поверхности, 
образованных перемфщешемъ прямой лини или вообще кривой вЪ про- 
етранствф ($ 591). Прямая лишя или кривая, перемфщачеь скользить, 
упираясь ва одну или нЪеколько прямыхъ лин или кривыхь, Эти по- 
елёдейя вривыя или прямыя называются направляющими—-директрисами, 
а скользящая по нимъ прямая или кривая, образующая поверхность, на- 
зывается образующею-—женератрисою. 

Еривая въ пространствЪ опредфляется перосфченшемъ двухъ новерх- 
ноетей; пусть ея уравнен:я будутъ: 


В@уг , 49... . 0) =0 , р(луЯ , ао... . 0) =0 [9 


148 @,0:,.0 СУТЬ Постоянные параметры, опред ллюше положене н фор- 
му иоверхностей, & слфдевательно и кривой, которую эти новерхвости 


представляютъ. 
Танъ какъ дфйстыя, означенныя символами Ди [2 извфетны, то 


родъ кривой также извфетень, но такъ какъ поверхности (1} содержать ® 
лараметровъ, то съ изиънешемъ ихъ криван будетъ измВнать положеню 


въ пространств и форму. 
Если параметры 21, 0%„..@» будуть измфняться произвольно, то ири- 


зая (1), перемфшаяеь въ пространствф безъ веякаго опредфленнаго зако- 
на, можеть иногда наполнить поелЪховательными положешями все про- 


странство, не образовавъ никакой новерхноети. 
Пр. 1. Если въ уравнешяхь прямой: 


уси 2 р 
608& с05В 6037 (2) 


которыя содержать параметры ‚В, 1, будеиъ перемфнать направлен пря- 
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мой а,В,1, то пряман (2), принимая около точки (21/12,) ввевозможныя 
маправленя, наполнить все пространство, не образовавъ иикакой поверх- 
ности. 


Пр. 2. Если въ уразнешяхъ круга: 


ахуе , ПА {3) 


которых заключають иараметры 4,5,с,”, будемъ ихъ изыФнять безъ вея- 
хаго опредЪленнаго закона, то кругъ представляемый уравнещями (3), 
перемфщаясь, наполнить все пространство и не образуеть никакой по- 
верхиости. 


Олфдовательно дольна существовать извфетная зависимость между 
параметрами а, 02, ...,@„, чтобы женератрисы (1), перем щаясь въ про- 
странств®, образовали поверхность. Эта зависимость получится, если за- 
ставимъ женератрису (1) перемфщаться, упираясь на ®—1 вривыхь ди- 
ректриеъ. Въ саиомъ дЪлЪ, пусть: 


В(в, у, =0 , В(вуд=о (4) 


будеть одна изъ директрисъ, на которую кривая (1), перем щаясь, должна 
постоянно упираться, Такъ какъ кривая (1) пересЪкаетея съ (4), то въ 
точЕВ пересЪченя х,у,# должны удовлетворять уравиения (1) и (2); еели 
изъ этихъ четырехъ уравненй исключимъ х,у,2, то найдемъ зависимость 
между параметрами @1,22,..,0. Пусть эта зависимость будеть: 


<) 


Фа, ,0ы) = 


слфховательно одинъ изъ параметровъ будеть уже зависить оть осталь- 
ныхъ. Если будеть дана еще одна директриеа: 


Е (ву =0 , Еву, =0 {6) 
то точно также найдемъ еще одну зависимость 
Ф» (0, аз, .., бы) ==0 (7) 


между тёми-же параметрами, слфдовательно только (и — 2) изъ нихъ мо- 
туть измфнятьея произвольно. Слфдовательно, если будеть дано и— 1) 
директрисъ, то получииъ (и-—1) зависимостей между параметрани ву, 
ба... бы: 


Фаза) = 0, $; (ца, а") = 


‚: "Фи... 98) =0 — (8) 
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которыя опредфляють »—1 параметровъ въ фувкщи одного изъ иихъ, 
наприи®рь в: 


= $: (а) , == а (9),..., бы == фи-1 (91) {9) 
Если теперь въ уравнешяхъ женератрисы: 
(му а,..,, 6) =0 , (ву ам,..., 0) ==0 
вставимъ вмЪето 95,0, ....@» ихъ выраженйя (9}, то будемъ имЪть: 
Дум, 9 (щ)...)=0 , В(кувм 9 (м )...)=0 {10) 
исключан изъ этихъ уравненй а, найдемъ зависимость между 2. у, 2 
Ф(л,у, 1) ==0 (1) 


которая и будеть представлять поверхность, образованную перем щешемъ 
женератрисы (1), упирающейся при своемъ перемф щен м на (п — 1) ди- 
ректриеъ. 

$ 681. Въ большей части случаевъ дается ода только директриеа, 
слФдовательно женератриса не должна содержать болфе двухъ параметровъ. 
Пусть такая женератриса будетъ: 


В (ув т) =0 , фу, 2, ,0ь) =0 (12) 
& директриса: 
Ву =0 , Рауй=0 (3) 


иеключая изъ этихъ четырехъ уравненй х,у,г, найдемъ зависимость меж- 
ДУ параметрами в и о: 


ф (а) =0 (14) 
Но изъ. уравненй (12) имъемь; 
а = (2,99), = (у, 9) (15) 
подетавляя эти выраженя зъ уравнеще (14), найдемъ: 
а у), фуру (16) 


уравнене поверхности, образованной женератрисой (12), унирающейся ий 
директриеу (13), 
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$ 682. Цизлиндрическя поверхности образуетъь прямая, которая пе- 
ремъшаетея параллельно данному направленю, упираясь въ свосиъ пере- 
чщежи на данную вривую. 


Пусть данная директриса бухеть: 


И (ву) =0 , В (у, =0 (7) 

Если: 
=те м ,‚ уно (18) 
будеть женератриса, то въ ней параметры т и » неизи$няютея — они 
даютъ изиравлене женератрисы, & о и а; измВняются, велфдетые этого 


изм неня женератриса переносится въ пространств%, оставаясь парал- 
лельною налравленю, которое опредфляется параметрами т и *, 


Если изъ уравнений (17) и (18) исключимъ (2, у,2), то найдемъ: 
Ф (1, ва) =0 
Но изъ уравненй (18) имфемъ: 


Ч =Е— т, = ума 
откуда: 
Ф(х— та ‚у ид) == 
будеть уравнев!е искомой цилиндрической поверхвости, коей форма бу- 
деть зависмть отъ формы директрисы (17), 
Пр. Пусть уравневя диревтрисы будуть 


= ВИ ИВ 
2=0 , 1 
если женоратриса: 


тра , ужа 
встрёчаеть директрису, то имфемъ: 


откуда: 
(#—а (ув) 
её? + га =1 
Это есть уравнеше цилиндра, коего женератриса параллельна оси 2, а директриеа, 
есть эвлипсъ на плоскоети ХУ, 
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$ 683. Коническя поверхности образуются перемфщешемъ прямой, 
которан, проходя постоянно черезь данную точку, упирается на данную 


директрису. 
Пусть данная директрисв будетъ: 
Еву =0 , Е (ауд =0 (13) 
& женератриса: 


#—ж=а (2—1) , ум = (#— а) (20) 


Изъ этихъ четырехъ уравмен!й, найдемъ: 


$ (0, в) =0 
но: 
откуда: 
или: 
Ут [7 
2—а + (===) (21) 


Это уравнене конической поверхности, коей верлтина находится въ точЕъз 
(1 у:2); если вершину помфстимъ въ начал координать, то 2) =0, 
91==0, 1 ==0, слфдовательно уравневе поверхности будеть: 


: —Фф (:) (22) 


2 


й Е 
Изъ этого уравнешя видимъ. что два изъ отношенй ур и Ч 


функщи одно другаго, слфдовательно уравнене (22) есть однородная 
фувкщя. 
Вр. Пусть уравненйе директрисы будеть: 


о, 


#=0 , зы = 


# женератрисы: 
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изъ этихь четырехьъ уравненй, найдем: 


3 — ва? , [у в: 
уу 


подставляя выЪсто @ и @; ихъ вираженя: 


Е 
а, Ея 
Пи ЕРух 

найдены: 

(ре — пад | аи 

А ФН к 

= 
Если точка (хи) находится на безконечиости, то полагая = =, № =ви 
й 1 


21 = 00, у, =, а =, найдемъ уравневше цнлиндра, 


Если положимь а=5, 2:==0, у,=0, то будемъ имфть прямой конуст: 
з 
Е 
2, 


а 
тв ; = Мы, в есть уголь, который женератриса составляеть съ осью 2, слёдо- 
й 
зательно можно написать: 
геи 


Очевидно, вершина конуе® находится въ точкЁ (0, 0,21). 
Поверхности вращеня. 


$ 684. Обыкновекно поверхности вращешя образують вращенемъ 
кривой около данной оси; тавъ, напримЪръ, поверхность шара образуется 
вращонемъ полукруга около даметра; вращешемъ кривой АВС (фиг. 174) 
около оси РР’ такъ, что каждая точка В описываеть кругъ, коего плос- 
кость перпендикулярна къ оси РР’, а центръ находится на оси, обра- 
зуется поверхность СВАЕЕ. 

Фит. 174. Этотъ способъ образованя поверх- 
ноетей вращешя не хаетъь постоянной 
женератрисы, тажъ какъ кривая АВО 
измёняется съ родомъ поверхности; но 
поверхности вращевшя допускають по- 
стоянную женератриеу, если онЪ обра- 
зуются перемфщешемь круга, коего 
центрь О перемфщается по оси РР’, плоскость его остается перпендику- 
лярною къ оси, а ражуеъ ОВ постоянно встр®чаетъ кривую АВС; въ этомъ 
споеобЪ образованя женератриса поверхности есть постоянная кривая— 
вругъ, & директрисами служатъ: ось, по которой перем щаетея центръ кру- 
га, и кривая, на которую упирается конець рад1уса, производащаго круга. 
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Выразимъ аналитически этоть второй способъ образован, который 
собственно есть тотъ-же, что и первый, разсматриваемый съ другой точки 
зря, 

Пусть уравневм диревтрисы АВС будуть: 


Вау) =0 , Ву) (28) 


а уравненя оси вращеня: 
—и=те—а) , узи а) 


тд% я,и,2 Суть координаты данной точки, черезъ которую проходить оь 
вращеня. Каждый изЪ круговъ ВЕЕР, которые называются параллельными, 
можно разематривать, какъ пересфчеше плоскости перпендикулярной къ 
оси вращевя съ шаромъ, коего центръ находится на этой оси въ точкВ 
(хла,); сл®довательно уравнев{я плоскости и шара будуть: 


те-Риу2=щ , (вм (у и’ Ре-ай=е (24) 


ГДЗ в И а, еуть перемнные параметры, съ изиВненемъ которыхъ плос- 
кость переивщается параллельно самой себ, а ращуеъ шара возраетаетъ 
или убываеть. 

Если теперь замфтимъ, что плоскость, шарь и директриса (23) дол- 
жны перееВкатся въ одной точкЪ, то изъ четырехъ уравневй (23) и (24), 
исключая 2,у,2, найдемъ зависимость между параметрами © и д», кото- 
рая пусть будетъ: 

а: =Ф(а,) 


Но параметры д, и а, суть функщи коорхипать х‚,у,2 выраженныя урав- 
неняии (24), слфдовательно имВемъ: 


те рту {фм -и-е—а>} (5) 


это уравнеше поверхности вращеня. 
Если ось Й возьмемъ за ось вращеня, то т =0, в==0, слфдова- 
тельно уравневе сдЪлаетел: 


в=Фету- и) (26) 
которому можно всегда дать форму: 
а = (ай -- у) (27) 


Но вЪ этомъ частномъ случаф, который вирочемъ часто встрёчается, лучше 
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разематривать непосредственно каждый параллельный кругъ, какъ пере- 
еёчеше прямаго цилиндра съ плоскостью перпендивулярною къ его оси, 
т.е, выБото уравнешй (24) взять уравнен]я: 


аыч , "и 
изъ которыхъ найдемъ, вакъ сказано выше: 
Фе) 


Пр. 1. Возьмемь, напримръ, поверхность, описанную около оси 2, какою 
нибудь ирямою: 


ва 46 , удееы 


Этя уравненя, въ настоящемъ случаф, замфщають женератрису (24). 
Если эти уравненя свяжемь съ параллельнымь кругом: 


2, рум 


то найдемь: 
(а В (в, = 
откуда: 
(аа о-в ый 
пли: 


арии ов тичы, 


Это, очевидно, однополый гиперболондь, коего центрь, находится на оси 2 и легко 
опредфляется. 

Если за ось Х возьмомъ кратчайтее разстояне между осью вращешя и ие- 
ремфщающейся прямой, то илосвость УЁ будеть параллельна этой прямой, слдова- 
тельно надобно положить а =0, ® =0, такъ что уравнев!е поверхности схфлаетса: 


э-у-фарым 
очевидно, начало находитея въ центр. 


Пр. 2. Найти уравнене поверхности, происшедшей оть вращения круга около 
оси 02, находящейся въ плоскости круга, ло яе проходящей черезъ его центръ. 
Ришене. Пусть уравнешя вруга вращеня будуть: 


9=0 , (#— мен 
пусть уравнешя пареллельнаго круга будуть: 
2=а ‚ фу 
новлючая 2, у, 2 изъ четырехъ предъидущихь уравнен!, найдем: 
Ух аа =п 
затЪмь, новлючая параметры а; и @,, найдень уравнеше поверхности: 
(а Ужур 
воторая называется мюромь иди поверхностью кольцеобразною, 
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Если уничтожимь радикаль, то уравнеше поверхности будеть четвертой сте- 
пенн. Эта, поверхность образуеть кольцо, если 2. >7; образуеть яблоновидную поверх- 
ность, если 2н-=т; и наконещь образуеть яблоковидную поверхность съ внутреннею 
полостью, если х, < г. 


Коноидальныя поверхяости. 


$ 685. Коноидальными повертностями называются поверхности, опи- 
санныя ипрямою, которал перем щаетсл, оставаляеь параллельною данной 
плоскости и упираяеь на данную прямую и данную кривую. Слёдовательно 
хиректрисы этой поверхности суть: плоскоеть, прямая лив:я и какая - ни- 
будь кривая. 

Помфетимъ начало координать въ точе® ветрьчи направллющей плос- 
кости, которую возьменъ за плоскость ХУ, съ направалющею прямою. 

Въ этомъ предположени уравнене направляющей будеть: 


ха: ‚, у=ае (28) 


пусть уравненя другой директрисы будуть: 


Ед =0 , Ву = (29) 
Уравненя женератрисы, очевидпо, будуть: 
ужна-% , 2=4% (30) 
Такъ какъ прямых (28) и {30) ветрчаются, то имфемъ: 
доз == ан ез - 0 
Въ силу этой зависимости уравнешя женератрисы (30) сдфлаются: 
8=0: , у— ива, (2 — аа) (31) 


Но эта прямая ветрЪчаеть и директрису (29), слЪдовательно будемъ имЪть 
зависиность между в и аз; пуеть эта зависимость будеть: 


аз = Ф( а) 


откуда, исключая в и а; съ помощью уравненй (31), найдемъ уравнён!е 
искомой коноидальной поверхности: 


‚= (=) (82) 


Если направляющая прамая (28) перпендикулярна къ направляющей пл0с- 
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хости, т, е. къ плоскости ХУ, то а=0 и а =0, сл6довательно уравне- 
н1е поверхности будетъ: 


=Ф (1) (83) 


а уравненя женератрисы, если направляющую возьмемъ за ось Я, будуть: 
2=0 ›‚ Уже 


Ир, 1, Найти уравнене поверхноети, описанной прямою, которая, оставаясь 
параллельною нлоскости ХУ, скользить по оси 2 и кривой. 


п 
в=а, Ве (84) 


которая есть эдлипеъ въ плоскости перпендикулярной къ оси Х на разстояни 2, 


оть начала координаль? 
Ришеще, Уравнен!я женератрисы, очевидно, суть: 


‚ уе (35) 
исключая =, у; 2 изъ ‘уравнев! (34) и (35), найдем: 


#= 


т 5% 
$ < 


откуда: 


ляи; 


Если положим 5 ==е, то директриса (34) будеть кругъ, а уравнене поверхности бу- 
деть: 
ау аи — и) 

Пр. 2. Гелись и лелисоидь. Предетавииъ цилиндръ, коего оеь есть оеь 2, а 

основане кругь: 
ау 
возьмемъ, какую нибудь, точку на окружности этого круга, пусть ея координаты 
будууь 2,у; вели означимъ черезъ $ уголь, который составляеть радруеъ т, прове- 
денный въ эту точку, съ осью 2, то будемъ ныть: 
#=1608$Ф ‚, УгзшФ 


Если изъ этой точки козставимъ перпендикулярь и на немъ возьыенъ точку въ раз- 


: . @5 а 
стоянш оть основащя равном #= 5 = =, 10 тавал точка опишеть на ци- 
линдрЪ кривую, которая называется винтовой лищей или зелисома. 
Изь формулы; 
$ 


= 
2к 
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видниъ, что каждый разъ, когда ражусь опишеть полный кругъ, я возрастаеть на 
ходичество а, которое называется иеномь гелнса. Сл довательно теапеъ или винто- 
образная аня выражается уравненямн; 


% 
2 


#=1608? ‚ ут , @ 


иди уравненями: 
эру , ви [ 1% г] РЕ "зы. 


Предетавимъ теперь, что прямая, оставаясь параляельною плоскости ХУ, скользить 
00 обк 2 и гелису, въ этомъ иеремфщени она опишеть конопдальную поверхность, 
которая называется зслисоидом». Пусть уравненйя женератрисы будуть: 


У , = 
Изь предъидущихь уравнеЙ и изъ настоящихь лолучимъ завнсимоеть между лара- 
метрами д: и в: 


отиуда: 


= 
НЕЕ. =60 
Фару ( 
Это и есть искомая поверхность. 


Поверхности награфленыя: косыя и развертывающуся. 


$ 686. Нирафаеными поверхностями называютъ поверхности опиеаи- 
ныя перемфщенемъ прямой въ пространств; эти поверхности дфлятся на 
два рода: развертывающилея и косыя; первыя суть т, въ которыхъ пря- 
мыя, при поедфдовательномь перемфщени, пересфкаются: вторая перес#- 
каетъ первую, третяя вторую, т, е. два послёдовательныя положенщя же- 
нератрисы находятся вЪ одной плоекости; зторыя суть т, въ которыхъ 
послфдовательныя прямыя не пересекаются, т. е. лежать въ различныхь 
плоскостяхъ. 

Первыя называются развертывающимися потому, что ихъ можно раз- 
вермутъ на идоскости безь складокъ, а вторыя безъ складонъ, на плос- 
коети, развернуты быть не могутъ. 

Еъ первымъ принадлежать поверхности; цилиндрическ!я, коничесвя 
и другая, а ко вторымъ принадлежать: коноидальных и друба. 

Выше мы сказали, что если женератрисы въ послфдовательныхь ио- 
ложешяхь пересфкаются, то поверхность можетъ быть развернута на плос- 
кости. Въ самомъ дЪлЪ, возьмемъ три безконечно близыя, послФховаледь- 
ныя, положешя женератрисы АА’, АА”, ВВ, женератриеы АА’ и А4" пе- 
ресвкаются въ точкВ 4, & женератрисы 4.4 н ВВ" въ точкф В. Плос- 
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кости А’'АА”, А”ВВ составляють двуграчный утолъ, коего ребро есть 
АА", около этого ребра можно поворотить плоскость А’ВЗВ’, тавъ что она 
совиЪетится съ плоскостью А”АА’, елёдовательно два, послЗховательные 
элемента А"АА’ м А”ВВ’ поверхности, помфетятся на одной плоскости; 
дёлая тАже разсужденя относительно элементовъ поверхности, сяфдующихь, 
за элементомь 4”ВВ’ видимъ, что вся поверхность помфетится на илос- 
вости безъ складокъ. Въ цилинхрическихъ поверхностяхъ всф женератрисы 
пересЪкаютсл въ безконечно-удаленной точкЪ, такъ какъ ояЪ всЪ параллель- 
ны, слёдовательно цилиндрическая поверхности суть развертываюнияся. 


Вь коническихь иоверхностяхъ веф женератрисы перееВкаютея въ 
одной точк&, слЪховалельно это поверхности развертывающ!яся. Въ конои- 
дальныхь поверхностяхь дзЪ послфдовательныя женератрисы непересф- 
каются, онф находятея въ различныхь илоскостяхь; въ саномъ дЪлВ, же- 
нератриса въ этихъ поверхностяхъ, оставаяеь параллельно данной влос- 
кости, скользить по данной прямой и по данной кривой, каждое безко- 
нечно малое перемфщен!е женератрисы можно разсматривать, какъ пере- 
ифщене по касательной къ кривой и но данной прямой: безвонечно ма- 
лый элементъь касательной совпадетъ сь безконечно малымъ элементомъ 
кривой, но касательная и данная прямая, только въ весьма исключитель- 
иыхЪ елучаяхь находятея въ одной плоскости, слВдовалельно и два по- 
елфдовательныя положення женератрисы находятея въ различныхь плос- 
КОСТЯХЪ, Т. е. ОНВ иепересфкаютея. 


$ 687. Поверхяости развертывающ!яся, какъ видвли выше, образу- 
ются при помощи одной директриеы, коноидальныя еъ помощью двухъ 
директриеъ, изъ коихъ одна ностоянная — пряман линЁя, а другая, какая 
нибудь, кривая. За этими награфлеными поверхностями слёдують поверх- 
ности, въ которыхъь женератриса, оставаясь параллельною данной плое- 
кости, скользить по двумъ, кавииъ нибудь, кривымъ, очевидно, это поверх- 
мости косых, такъ какъ въ каждый моменть жекератриса перемъщаетея 
по двумъ касательнымь (въ кривымъ — директрисамъ), которыя вообще 
ие находятся вЪ одной плоскости — эти поверхности называются цилин- 
дроидами. 


$ 688. Цилиндроиды. Пусть данных двф директрисы будуть: 
И (4,2) =0, Ве.) =0, у, =0, (у, =0 (36) 


ели за нлоскость ХУ возьмемъ плоскость, которой женератриса, въ сво- 
емъ перемфщен!и, остается параллельною, то уравненя женератрисы бу- 
дуть: 

уния -ра. , 


= (31) 
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Исключая изъ этихъ уравневй и уравнонй И 0, Ра==0 величины 
2, у,2, найдемъ зависимость между параметрами а; аз, аз. пусть эта зави- 
еимость будетъ: 

фа (21 ,аа, в) =0 


Другую зависимость найдемъ, исключая х, у, между уравнемями д =0, 
Ь=0 и уравнеынии (37); пусть это, зависимость будеть: 


фа (@таз, аз) ==0 
откуда найдемъ: 
# = (&) ; = (6) 


подставляя эти выражен я въ первое изь уравненй (37), найдемь: 
у (2) р (2) (38) 


Это общее уравнеше цилиидроиховъ, гдЪ функщи $, и фи зависять оть 
директрисъ. 
Пр. Пусть данныя деф днревтрисы будуть кругь: 


У+лем , са (89) 
и эалииоъ: 
ош 
а {= , 2=0 (40) 
Если женератриса будеть: 
уаз , #=% (41) 


то буденъ нифть сябдующуя зависимости между параметрами @;, %;, @,: 
27: д 


(а фон ‚Зина 


отвуда: 


‚ зи а 


исключая изъ (41) параметры, найдемъ уравнене поверхности цизнндронда: 


ий а 


у== ба, + ъ уз—я 


$ 689. Навонещь слфдують награфленыя косыя поверхности, кото- 
рыя образуются, когда прямая скользить по тремъ данвымъ, кавимъ ни- 
будь, кривымъ—двректрисамъ, слфдовательно эти поверхности образуются 
нри помощи трехъ хиректрисъ. Легко показать, что прямая можеть сколь- 
зить но тремъ кривымъ. въ самомъ дфлЪ, возьмемъ, какую нибудь, точку 
на первой кривой и построимъ два хонуса, кояхь вершины находятся во 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМХТРИЯ. 46 


722 ТЛАВА ХЕ. ОБРАЗОВАЕЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ, 


взятой точеЖ, а основашями, которыхь служатъ двЪ друМя кривыя, эти 
конусы пересфкаются по прямой, которая, очевидно, упирается на вс 
три кривыя. Передвигая первую взятую точку по первой кривой и дфлая 
тамя-же построешя, какъ выше, для каждой точки, получимъ рядь 
женератриеъ, которыя и описываютъ поверхность, очевидно, косую—на- 
графленую. Изъ такихъ поверхностей мы уже видфли одну — однополый 
гиперболоидъ, 
Пуеть данныя три директрисы будуть: 


Е(а,у0=0 , Вау =0 
Пруд =о , Вау =0 
ф(у=0 , фуд =0 


Пусть уравненя женератрисы будуть: 


== {ах ‚ уе а 


исключая х,у,2 изъ этихъь уравненй и изъ каждой пары директрисъ, 
найдемъ слфдующёя зависимости между израметрами: 


а = (и) , =, (4), = 4: (а) 
откуда: 


х=а (я) , уф (в) 2 $ (&) 


исключая изъ этихъ уравненй о, найдемъ уравнене искомой поверхности. 
Это исключенше можно только тогда едълать, когда будетъ извфетень со- 
ставь функшй Фи, Фь, фь, т, е. когда будуть даны явно уравнешя трехъ 
директрисъ. 

Пр. Даны два вертикальные полукруга, описанные на противуположныхь 
сторонахъ даннаго ипараляелограиа, н дана прамая, проходящая черезъ центрь па- 
раллелограма перпендикулярно къ плоскостямъ данныхь круговъ; найти уравнене 


поверхности, описанной прямою, которая скользить по даннымь двумъ кругамъ ин 
по данной прямой? 


Рюшеще, Возьмемъ плоскость параллелотрама за изоекость ХУ, данную пря- 
мую за ось У, а за пачало координать центрь параллелограма, оеь Ё будеть, оче- 
видно, периендивулярь возставленный изъ начала къ плоскости параллелограма. 
При этой систем коордивать днректрисы будуть: 


у=—5, вар =т ; уф, афа-иам 
#=0 , #2=0 
Уравнешя женералрист будуть: 
вм (уф , 
закъ какъ онф всегда ветрфчають ось У. 


в (у— 9) 


ВВАВА ХЬ. 
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Такъ кавъ женератриса скользить по давнымь кругамт, то ныбем: 

{и ра орт 

(фа 66 цу=я 


откуда, вычитая эти ураввешя, пайдемъ; 


в 
+ =0 
исключая параметры и, @,, 2, изъ этихъ уравненй, найдемъ уравнеше искомой 
поверхности: 


[чз Чье 2} == в (2 — 91) 
или: 


ету ори мя ле а} 


Конецъ второй и послБдней части. 
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Замьченныя опочатии. 
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